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1. Introduction : les divers statuts de I'image

Dans ces qui suit, on distinguera d'abord entre différents types
d'objets et d'images qui sont censés les représenter, et notamment entre
I'objet représenté dans et par I'image, et I'« objet-représentation » devenu un
objet autonome dont la fonction de représentation s’est déplacée sur un autre
niveau de signification. De la sorte, cet objet-représentation est capable de
représenter des catégories d’'objets ou des univers sémantiques autres que les
objets qu'on appellera de « premier degré », c’est-a-dire ces objets reflétés
dans I'image et dont on exige seulement qu’elle restitue une correspondance
fidéle entre la réalité et sa figuration.

! Ce travail reprend et développe le contenu d'un cycle de séminaires et conférences
données a [I'Université IUAV de Venise en février 2008 sur les thémes:

« Morphologie spatiale, dynamique de la perception et émergence dw,sebs

« Diagrammes : aspects formels, épistémologiques et sémiotiques partie qui

traite de la question du statut de I'image en sciences (mathématique et physique) avait
déja été présentée sous forme d'exposé au colloque organisé en juillet 2007 a
I'Université de Urbino par le « Centro Internazionale di Semiotica e Linguistica » sur
«Le statut de l'image dans le discours scientifiquele tiens a remercier en
particulier tous ceux avec qui jai pu discuter certains des sujets abordés dans ce
travail, en particulier : Paolo Fabbri, Simona Morini, Pino Paioni, Giulio Giorello,
Fabrizio Gay, Claudio Bartocci, Liliana Albertazzi, Maria Giulia Dondero, Alvise
Mattozzi, Tiziana Migliore, Federico Montanari et Piero Polidoro. Leurs questions,
suggestions et remarques critiques m'ont été trés utiles pour la rédaction de ce texte.
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On cherchera ensuite a montrer que, pour que léndayienne elle-
méme objet de représentation, c’est-a-dire un usisémantique qui exhibe
ou déploie de nouvelles relations et structuresatéques, et par conséquent
des éléments de connaissance nouveaux par rapponage et a I'objet ou
aux objets qu’'elle représente, il faut qu’elle d@équile statut d’'une « forme »
(gestal} dont toute fonction (prétendue simple) de comesiance ou de
figuration fideéle de la réalité est abandonnée aofitpd’une production
inventive de réalité. Cela devient possible gréceparticulier a I'une des
caractéristiques fondamentales que présente laefompi est que ses
principaux composants (ou éléments constitutifafiient, par un processus
d'idéation et d'intuition créatrice, des propriétéssentielles du processus
réel que I'on cherche a se représenter. L'ultime dricette opération est
naturellement d'arriver a mieux comprendre le(smportement(s) du
processus.

On illustrera cette question importante des difiésestatuts de I'image
et de la représentation par trois exemples emppsuai& sciences physico-

mathématiques et a la psychophysiologie de la ptare

2. Le niveau symbolique de la perception et la stature des théories
physico-mathématiques

Dans le premier exemple, on montrera la nécesstéatler d'un
niveau symboliqueet/ou scientifiquede la perception. Celui-ci prolonge la
perception au-dela des limites physiologiques eysiglues, et elle est
fondamentale en vue de connaitre les structuresilites (par exemple,
microscopiques comme les atomes et les moléculelgsgphénomenes a tres
grande échelle ne pouvant pas étre percus direntefpar exemples, les
astres et les galaxies trés lointaines). Ainsi, ieteractions électro-
magnétiques sont si faibles qu’aussi bien a I'dehebsmique qu'a celle
macroscopique un coup d'ceil jeté sur le systéemesighg n'aura aucun effet
sur lui. Ici interviennent de fagon fondamentaléhi@orisation conceptuelle et
les modéles abstraits. Les yeux du corps et legamegtiniennes sont en fait
remplacés par les « yeux et les images de I'espdbnt dépend non pas (ou
non pas seulement) ce qui peut étre actuellememhais aussi ce qui devrait
ou pourrait étre vu.

C’est dire que le propos de toute théorisationnsifigue véritable
consiste a extraire les propriétés apparentes rfieddsles) des phénomenes a
partir de leurs mécanismes de transformation sacests. On peut dire que
la principale tendance des sciences expérimentatefernes, et de facon
encore plus marquée aujourd’hui, a été de privdiéde besoin d'une
description (plus ou moins exhaustive) du visiblede reléguer en second
plan la question de la compréhension de l'invisiblee propos, René Thom
a fait des remarques trés intéressantes :

Les linguistes (tout au moins en France) ont & preu réceptifs a la théorie,
et en particulier a la théorie de I'analogie. [..q &ituation est trés semblable
a celle des biologistes [...] et je crois méme qeréésons sont les mémes.
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Les biologistes s'intéressent aux mécanismes esibhuxmécanismes de

surface —méme s'il peut sembler étrange de parler des absomes ou de

I'’ADN comme des mécanismes de surface. De facotogne, les linguistes

s'intéressent a la morphologie linguistique tell€etie apparait a I'analyse

immédiate. Mais les structures dites « structumegopdes », méme dans la
théorie transformationniste, ne sont pas si pragsngu’on le croit! Ce ne

sont que des classes d'équivalence entre structieressurface, a travers des
transformations assez banales. Ce qui, en revarsgrait beaucoup plus
intéressant a mettre en évidence, selon moi, tedynamique génératrice
des structures profondes... tout comme en biologjiserait intéressant de
mettre en évidence les processus dynamiques gandrent les morphologies
biochimiques étudiés par les biologistes

Dans ce contexte, I'image n’a plus aucune fonatierfiguration, et ce
n'est pas sa plus au moins grande ressemblancetalit® qui lui confére un
pouvoir de description ou d’explication, mais bigntdét sa capacité de se
représenter ou de s'imaginer les processus ethésgmenes physiques au-
dela de leurs apparences visibles. L'image se &oainsi entiérement
« sémiotisée », car elle renvoie désormais a dedele® abstraits et a des
structures de relations sémantiques d’'ou émergauire niveau de réalité
avec ses propres propriétés et comportements guelippose, en définitive,
avoir une existence effective.

Pour rester dans notre exemple emprunté a la plgy/slgs particules,
ce type de vision doit étre capable de « voir »sd&@space de phase de la
mécanique, dans l'espace des événements élémentdaela théorie
probabiliste, dans l'espace-temps courbe et a gudimensions de la
relativité générale, dans I'espace projectif complde dimension infinie de
la théorie quantique. Pour comprendre ce qui esblei aux « yeux réels »,
nous devons savoir qu'il s'agit uniquement de lajgution sur la rétine
d’'une section ou de la silhouette d'un univers anombre trés grand ou
infini de dimensions. Or précisément I'image, can@u sens habituel et
figuré du terme, ne peut pas rendre compte d'umirelers. Il a fallu ainsi
inventer un répertoire de formes (modeles, diagrasyngraphes, dessins,
etc.) pour décrire et expliquer cet univers etmepriétés. Ce processus de
« sémiotisation » est de plus en plus un élémeégiateur de la description
théorigue du monde, et il constitue désormais @méht essentiel de la
construction conceptuelle des sciences physiquesigté matiques.

Les diagrammes de Feynman constituent un magnifiyeenple de
ce point de vue, et il est un mode de pensée damplus significatifs de la
physigue du vingtieme siécle. On peut le voir conume sorte de grammaire
générative douée d'un pouvoir de création de maedélgoriques et
d'interactions possibles entre des particules plugs mais immatérielles.

2 R. Thom,Paraboles et Catastrophesntretiens sur les mathématiques, la science et
la philosophie réalisés par G. Giorello et S. Mipfilammarion, 1983).

79



Luciano Boi

Ces modéles théoriquesymbolisés par des diagrammes se générant les uns
a la suite des autres grace a une méthode d'imventeprésentent un
processus en devenir. Celui-ci permet, en effetppiéhender le sens d’'un
monde physique (celui des champs et des partisuleatomiques) invisible
et inaccessible a notre perception, d'abord a tsav@a construction
dynamique d'un espace a un nombrérés grand de dimensions (avest
inconnu), puis en projetant cet espace sur une |simpurface
bidimensionnelle, mais qui n’en recéle pas moirspiessibilités cachées.
Limitons-nous a citer les deux autres exemples.L§) force et
I'importance des images en topologie pour permetigplorer et de mieux
appréhender les transformations des formes possilds objets et leurs
relations réciproques, notamment riglation d’équivalencequi permet de
définir de fagon naturelle la notion importante dgpe (invariant)
topologique Le principal intérét de cette notion vient deqéelle permet
une caractérisation morphologique des propriétasles et potentielles des
espaces. (ii) La qualité sensibt®uleur dont on essayera de mettre en
évidence son organisation en plusieurs niveaux destitution et ses
différents statuts de représentation, et a laquelhsuite, on associera une
gerbe de significations qui se déploient et varientfonction du plexus
perceptif et/ou sémiotique. A partir de cet exemplest un point général qui
nous importe de souligner, a savoir le caractéraohyque de I'émergence
des qualités sensibles, la multiplication de leaffets morphologiques
prégnants et les changements de signification euvent en résulter.

3. Le rble et la force de I'image dans la visualis@n topologique

Le deuxiéme exemple est pris de la discipline nma#i&ue qui est le
domaine par excellence des images (des figuregjetesins) au sens nouveau
et particulier que nous venons de préciser, a sdaoiopologie. C'est la
partie la plus abstraite (mais, dans un autre sknglus concréte) des
mathématiques, qui se définit comme cette scieree tdansformations
d'objets étendus et d'espaces plus ou moins atsstpEr déformations
continues, c'est-a-dire sans coupures ni déchirubesis ce domaine des
mathématiques, les notions de distance et de lamgue jouent plus aucun
réle, et le concept de congruence (de coincideacsyperposition) se révele
impuissante a rendre compte de la similitude et ré&sions intrinseques
entre deux objets, deux figures, deux surfacesplus, généralement, entre
deux espaces abstraits. Le critere de similitude spgerposition ou par
reproduction des grandeurs, et donc la notion méeneessemblance visible,
perd tout son sens en topologie. Dans aucun autmaite des
mathématiques, I'éloignement de la réalité visiee du modéle de la
figuration est aussi important comme ce I'est gmologie, ol un concept

® Nous décrivons en détail ces modéles théoriquess dmuvrage a paraitre,

Morphologie de linvisible. Transformations d'okgetformes de I'espace et pensée
diagrammatiques (topologie, physique, sémiotique)esses de [I'Université de
Limoges, 2010.
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beaucoup plus subtil et proche de la structurénsggque des objets joue un
role fondamental, il s’agit du concept qualitaéifi(sens topologique, c’est-a-
dire ou n'interviennent pas de relations métriquesgquivalence ou
d’homéomorphisme

Rappelons que la topologie est cette branche ddsmatique ou la
géométrie est souple: deux configurations devienhnequivalentes deés
gu'elles ont «la méme forme ». Il n'y a par exeenplicune différence de
nature topologique entre une tache d’ancre et squdi, entre un carré et un
cercle, ou encore entre une sphére et un ellipsQelite propriété d'avoir la
méme forme s’exprime rigoureusement en mathématigge la notion
d’homéomorphisme. De maniéere plus générale, I'obgtla topologie est
précisément de mettre en évidence des invariantgemaent compte de
certaines propriétés des objets qu'elle étudiemPls premiers invariants
mis a jour, citons la célebre caractéristique d¥Eoincaré, découvert par
Euler en 1752 : dans un polygone convexe (un podyedt convexe si toutes
ses diagonales sont contenues dans son intérieurpmbre de ses faces et
sommets, diminué du nombre de ses arétes, vauutsup. Plus récemment,
un autre exemple particulierement important estidaouverte en 1983 de
nouveaux invariants de nceuds : les polynémes desJgai permettent, entre
autres, de distinguer certains types de nceudsude ilrages dans un miroir.
Toutefois, certains nceuds admettant des polynérae¥odes identiques, la
recherche d'invariants & méme de distinguer tows reeuds demeure
largement ouverte, preuve que la topologie recéleore de nombreux

mysteres.
Les objets de la topologie, nomméxiétés topologiquedorment un
zoo difficilement concevable tant il est riche. ,Icies notions

d’homéomorphismééquivalence topologique entre deux variétés)paiel
(ou frontiere) et d'orientabilité (ou non-orientabilit§ sont d’'une importance
capitale, car elles permettent de caractériserplepriétésglobales des
espaces. Pour les surfaces (variétés de dimensiompa2 exemple, un
rectangle (plein) est homéomorphe a un cylindre -eurp réaliser
'homéomorphime, il suffit d'appliquer le principde recollement ou la
notion identiqgue d’ensemble quotient. On peut aoesrber d’'un demi-tour
le rectangle (pourvu qu'il soit assez long), ebbiient alors le célebmiban
de Mobius C'est I'exemple le plus simple de surfagen-orientable le
ruban de Mdbius n'admet en effet qu’une seule facejours en appliqguant
la technique du recollement, on peut superposebdeds (les deux cercles)
d’'un cylindre, et I'on obtient ainsi utere. Tout comme la sphére, le tore est
une variété sans bord et orientable, mais, dudfattou qu'il présente en son
milieu, il n'est pas homéomorphe a la sphére, @edire que les deux
variétés bidimensionnelles ne peuvent pas étreréfes continument I'une
dans l'autre. Coller les bords d’'un cylindre avess arientations opposées,
c'est une opération qui peut se faire uniquememsd&space a quatre
dimensions, alors que les transformations citésgua maintenant peuvent
étre réalisées dans notre espace a trois dimendiarsison pour laquelle il
faut ajouter une quatrieme dimension, réside equeel'opération nécessite

81



Luciano Boi

en effet de passer par lintérieur du cylindre, id’ain croisement
problématique dans notre espace a trois dimenslidoisiet obtenu s’appelle
unebouteille de KleinCet objet « vit » dans un espace a quatre diroessi
et il constitue le premier exemple de variété &olia sans bord et non-
orientable : contrairement a la sphére ou au telle, n'a ni intérieur, ni
extérieur !

Pourquoi ne peut-on déformer, sans le déchirer, aptere en un
tore ? Comment décrire, et surtout caractérisediférentes variétés ? La

réponse a ces questions est contenue pour l'eskelatns les travaux de
Poincaré a la fin du XIX siécle sur WRnalysis Situs qui marquent la
naissance de la topologie algébrigue moderne. B@ing expose l'idée
géniale d'associer aux variétés des invariantsnqusont plus des nombres,
mais des structures algébriqgues complétes! Cesctetes sont des
« groupes ». L'étude de ces groupes constituedtaligtude de la topologie
algébrique (et sous une forme plus élaborée, dgebae homologique). Les
découvertes de Poincaré s'articulent autour de dgardes idées: d'une
part, il est possible d’associer & une variété «gsoupes d’homologie »,
d’ou une nouvelle interprétation de la caractéyisti d'Euler-Poincaré et des
nombres de Betti (comme dimensions des groupesnilogie) ; d’'autre
part, de nombreuses informations relativement a warété peuvent étre
codées dans un objet appelé « groupe fondamentali»« groupe de
Poincaré »). Les deux notions ne sont pas compétegtrangeres puisque
le premier groupe d’homologie se déduit aisémergrdupe fondamental, en
des termes plus précis, le premier groupe d’honelegt I'abélianisé du
groupe fondamental, c’est-a-dire le quotient duwpgefondamental par son
commutateur. Pour expliquer de maniére intuitivitecaotion fondamentale
introduite par Poincaré, on a besoin maintenans pli¢lastiques que de
colle ! Plus exactement, I'objet mathématique quishintéresse porte le nom
de «lacet » et, a quelques subtilités prés, siegblement une courbe fermée
dessinée sur une variété

Comme d’habitude en topologie, nous pouvons maeiplitbrement
ces élastiques (sans toutefois les rompre) et erdgpn peut passer d'un
lacet a l'autre par une déformation continue, oh dleux qu'ils sont
« homotopes ». Sur le plan et la sphére, il n'astdifficile de se convaincre
que deux lactés sont toujours homotopes ; en dsugrmes, ces surfaces
jouissent de la propriété de la « simple connexitéCette propriété joue un
role essentiel dans la formulation de la conjectlgéPoincaré). La situation
est cependant différente pour la plupart des avtigstés ! Par exemple, les
lacets sur un cylindre se scindent en deux catégoceux qui sont enroulés
autour du cylindre et les autres. Il est en effapdassible de déformer
continument et en restant sur la surface du cydies lacets de la premiéere
catégorie pour obtenir ceux de la seconde catégbde méme on peut
identifier trois catégories de lacets pour le totéobjet du groupe
fondamental est précisément de classer les ladate dariété selon qu'ils
sont homotopes ou non (en incorporant au passage irdermations
supplémentaires, comme le «nombre d'enroulemgntda complexité
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d'une variété se reflete ainsi sur son groupe foradal, et certaines
opérations (comme les recollements) se traduisentes « calculs » sur les
groupes fondamentaux. Une variété dont le groupeddmental est le plus
simple possible, tels le plan ou la sphére, est «léimplement connexe ». A
I'opposé, le tore, le cylindre, le ruban de Mdbatsdien d’autres variétés ne
sont pas simplement connexes. Parmi toutes leacasf la sphére occupe
ainsi une position singuliére, car c'est la seulét@ a la fois sans bord,
« compacte » (ce qui signifgrosso modayu’elle est bornée dans I'espace,
contrairement au plan) et simplement connexe. Gudgé son intuition
géniale, Poincaré a deviné que ces propriétésrjabste bord, compacité et
simple connexité) caractérisaient non seulemespl&re usuelle mais aussi
les sphéres de dimension supérieure. Les cerclies efphéres ont en effet
des grandes sceurs dans les espaces a quatre dimsegtsplus. Ses résultats
et ses intuitions l'ont ainsi conduit & énoncercsajecture :toute variété
compacte de dimension n = 3 (ou plus), sans bosingblement connexe, est
homéomorphe a une sphére de dimension n

La représentation en topologie ne peut se passer gfocessus de
« visualisation mathématique » (d’idéalisation olimédgination). Cette
visualisation fait appel & un nouveau type d'iritunt plus conceptuelle et en
méme temps plus picturale (diagrammatique), etluésmnt éloignée des
sensations immédiates et de I'intuition empirige.topologie, la figure, le
dessin, le diagramme ou le graphe (dans ce conteates attribuons a ces
mots le méme statut) ne sont plus I'image de geelguose, d'un objet
extérieur que I'image se chargerait de représemis sont eux-mémes
I'objet qui représente un univers de relations etpdopriétés « cachées »
absentes de I'image. On peut ainsi dire qu’en tgiel| la « sémiotisation »
du statut de limage est encore plus développéerapport a d'autres
sciences et elle a atteint un niveau trés fin. d@ologie permet une autre
approche dans l'étude des objets qui ne se retyg@ist aux relations
quantitatives de grandeur et aux aspects visuels considére davantage la
forme ('« image ») dans sa globalité, ainsi quespectre des variations
possibles (continues ou discréetes) de ses confignsa Bref, la topologie a
changé en profondeur notre pensée et culture gmers de I'image.

La pensée topologique concerne de pres l'apparealisthe entre
modeles continus et modeéles discontinus. Il esinede penser qu'il est
possible d’élaborer une théorie mathématique dédeaapable de traiter, de
facon cohérente, des situations et des systemeévglient en général de
facon continue, tout en admettant des sauts désdtetemble d’ailleurs que,
dans la nature, se produisent les deux types degehzents comme s'ils
découlaient d’'un processus unique.

On peut illustrer ce qui vient d’étre dit par I'emple suivant : on sait
qu’'une séquence appropriée de changements deqrestside température
peut faire passer continlment I'eau (ou tout alifuéde) a I'état de vapeur,
sans qu'il y ait réellement ébullition. L'un desatst a assumé l'identité de
'autre par une transformation continue. Mais ornt gar ailleurs que
I’ébullition de I'eau est ce qu’'on appelle (danddrgage des catastrophes de
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René Thom) «une catastrophe de tymmce». Si la vapeur absorbe le
liquide, c’est que I'eau entre brusquement en élmil mais, pour que cela
arrive, il faut changer la valeur d'une des « Malea d’état » (en I'occurrence
ce sera la température) ou bien la « variable dyozer» temps. En fait, de
nombreux types de conflit entre deux états physiguierviennent lorsqu’on
introduit du discret dans une situation continue.

La question des rapports entre modéles continnsoeieles discrets doit
pouvoir se ramener, en principe, a un problémeogelogie. Il s’agit a ce
moment-la : (i) de déterminer si deux variétés sannhon topologiqguement
équivalentes ; (ii) d’établir une classification teites les variétés possibles ;
(i) de trouver toutes les fagons geonger une variété dans une autre
(comme, par exemple, un cercle noué dans I'espagesadimensions) ; (iv)
de déterminer si de telles insertions sont ou remnrhémes. Depuis que
Poincaré a conjecturé en 1905 que «la seule gadétrois dimensions
fermée et simplement connexe est la sphére (tojupiepS’ », beaucoup de
résultats ont été obtenus. Aux environs de 193arHé/hitehead découvre a
I'aide de lathéorie homotopiqueeomment I'énoncé de Poincaré peut se
généraliser en dimension quelconque. Autrementl di€couvre comment on
peut donner a toute variété lisse une structuréalie par morceaux, ou,
selon la belle image du mathématicien lan Stewadpmment on peut
déformer un ceuf pour lui donner la forme d’'une pi@rfromage ». Dans les
années 1950, on a montré que toute variété tompledh trois dimensions a
une structure lissaunique c'est-a-dire (pour utiliser encore une image
parlante) qu'un morceau de pate irrégulier pewd gansformé pour prendre
I'aspect d'un ceuf. Dans ce cas, I'ceuf peut avos pigignées, des trous ou
des boutons : ce qui compte, c’est uniquementtldgda surface.

Les sphéres d’homotop}, introduites par Whitehead, sont les variétés
fermées ayant la propriété que, si on leur enlé@vpaint, ce qui en reste peut
étre déformé continument en lui-méme jusqu'a cel gi€vienne un autre
point. La conjecture de Poincaré généralisée dit qty d’autre 3" que S'
lui-méme, autrement dit, une variété @imensions qui possede les mémes
groupes d’homotopie que la sphéra dimensionsy" est topologiquement
équivalent a la sphé@. On vérifie facilement que ceci est vari pour 1 ou
2 ; pourn=5, le résultat a été prouvé par Steven Smal&9&®, et pour
n=4 par Michael Freedman en 1982. On connait adjoui, grace aux
résultats obtenus en 2003 par le mathématiciere r@gori Perelman, la
réponse compléte pour=3, qui était le cas initialement considéré par
Poincaré.

La conjecture de Poincaré(1904).Soit M une variété compacte de
dimension 3, simplement conn&xaors M est homéomorphe a la sphéte S

Si on a a l'esprit le point fondamental qu'un espac la courbure
sectionnelle est constante, c'est-a-dites —1, 0 ou 1 si on normalise est
localement isométrique a I'espace hyperboliquéespace euclidien ou a la

4 Rappelons qu’une variéM est simplement connexe si tout lacet conghu. M est
continument déformable en un point.
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sphére ronde (si de plus I'espace est supposéesimepit connexe, on a une
isométrie globale), on peut alors reformuler lajeoture de Poincaré comme
un probléme géomeétrique :

Conjecture de Poincaré(version géométrique)Soit M une variété
compacte, de dimension 3, simplement connexe, dMopeut étre munie
d’une métrique de courbure sectionnelle constatiietement positive

En réalité, Perelman obtient trois résultats fonelataux a la fois : il
réalise a peu prées le programme d’Hamilton surolapmortement ddlot de
Ricci et ses singularités, la conjecture de Poincardaetonjecture de
géomeétrisation de Thurston. Hamilton avait cladsiéis singularités du flot
de Ricci et commencé par une analyse préliminagrecelles-ci. Mais les
singularités sont des choses que les mathématiceangénéral, essaient
d'évite’. Au lieu de cela, Perelman s'aventura trés avamsdes régions

® Depuis les années 70, beaucoup de progrés ofgitstélans la compréhension des
liens entre la topologie d’'une variété et les géoee qu’elle peut porter. L&raal
poursuivi par les mathématiciens de ce domaindéaesbnjecture de géométrisation,
qui affrme que toute variété compacte de dimensioadmet une décomposition
canonique en morceaux fondamentaux admettant uttejg@homogene, c'est-a-dire
une métrique telle que deux points quelconqueslestvoisinages isométriques. En
dimension 3, il n'y a que 8 métriques homogenepaemi elles, trois de courbure
sectionnelle constante. Pour les lecteurs peu itmsiés de la géométrie
riemannienne, rappelons queMsiest munie d’'une métrique riemanniergyec’est-a-
dire de la donnée en chaque pointeM d’un produit scalairg, sur I'espace tangent
T,M, on associe a chaque plan vectoRetle T,M un nombreK(P) qu'on appelle
courbure sectionnelldeP. La notion de courbure sectionnelle généralissolabure
de Gauss des surfaces plongées @dnsa notion de courbure peut étre généralisée
de plusieurs maniéres et on peut lui associerrdiftés significations géométriques et
topologiques.

Il existe bien sir quelques remarquables exceptim®mme Henri Poincaré,
Hermann Weyl, Hassler Whitney, et surtout BernhareimRinn et René Thom, qui,
exactement a distance d'un siécle I'un de 'auir(la référence bibliographique de
Riemann de 1854, et celle de Thom de 1954), fereatsihgularités géométriques,
algébriques et topologiques le point de départ daste programme de refonte des
mathématiques. Pour une réflexion stimulante ssidiférentes significations de la
notion de singularité, nous renvoyons a R. ThomhitoBophie des singularités », in
Apologie du LogogParis, 1990), pp. 305-313. Citons Thom : « En faisingularité
est toujours liée, de maniere explicite ou impdicid un processus global de nature
propagative, défini sur I'espace ambiant au vomnd'une forme. La singularité
apparait donc comme un obstacle (ou liée a un db}tsiopposant a la propagation
d’un processus spatial. Comme les entités du mertfgieur sont — trés souvent —
détectées comme des obstacles a notre action, rmprend pourquoi la notion de
singularité apparait chaque fois que I'on veut peswen science la présence d’'une
entité extérieure. Les modeles théoriques qui s@esnettent de stabiliser le
prolongement analytique, reposent toujours sur tésgmnce postulée d’entités
théoriques (particules, champs) dont la manifestag@mpirique est I'obstacle a
I'action. (...) Deux cas, assez différents, sont @satérer. Le premier, c’est celui de
la singularité engendrée par le conflit d'un flwea une forme-obstacle. (...) Dans le
second cas, la singularité parait due a un caidlita structure propagative ambiante
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proches des singularités du flot de Ricci, et résomplétement la question
des singularités. Pour cela, il introduit de nolesl fonctionnelles
géométriques qui permettent de voir le flot de Ricomme un flot de
gradient. La croissance de ces fonctionnellesrg ldu flot permet alors de
contrdler certaines quantités géométriques. Enicpdigr on obtient un
résultat de non effondrement local du volume desldso avec comme
corollaire la minoration du rayon d’injectivité. loentrdle passe a la limite et
améne Perelman a considérer une classe particdieselutions du flot qu'il
appelle des«-solutions. Perelman donne la classification coteples -
solutions de dimension 3, obtenant des modélestpates les singularités.
Un point culminant de son travail est le théorénes doisinages
canoniques qui décrit la géométrie des flots deciRie dimension 3 aux
points de grande courbure scalaire. Cette conmaissgprécise de la
géométrie aux points de grande courbure permetide fes chirurgies de
maniéere contrélée. Perelman démontre qu'on peutspoue ce flot avec
chirurgie indéfiniment, et ce pour toute donnédidle normalisée sur une
variété compacte de dimension 3. Un argument sirdelediminution du
volume montre qu’il n'y qu'un nombre fini de chigies sur chaque
intervalle de temps fini. Par contre, elles peuvantpoursuivre pendant un
temps infini. La variété peut devenir non connekeestaines composantes
peuvent disparaitre lors des chirurgies, on diellgs s’éteignent. Le point
clé est que gréace au théoréme des voisinages cpasnia topologie de ces
composantes est connue. |l s'agit des quotients dphéreS’, des produits
$xS', d’espaces projectifsP® ou des sommes connexes d’espaces projectifs.
Il peut méme arriver que toutes les composantda dariété s'éteignent en
temps fini. Si la variété de départ est simplenoaminexe, on sait alors qu'il
n'y a que des spheéres et que la variété initialeiééomorphe a la sphe&.
C'est la stratégie développée par Perelman, otiietion du flot
avec chirurgie en temps infini est prouvée gratarmulation d’'un invariant
géométrique ad hoc. Une version de cette méthaztdhniguement plus
simple, permet de montrer que la largeur de laét@riune quantité
géométrique calculée a l'aide d'un balayage par sigseresS, décroit

avec elle-méme. Autrement dit, la singularité esgemdrée par le processus
propagatif qu’elle limite. (...) [Mais] on aurait tode voir dans la singularité le seul
effet de I'incapacité d’'un milieu spatial a accepiee certaine structure globale. On
peut avoir le point de vue inverse, et prétendriurg singularité a un pouvoir
génératif qui lui permet de structurer I'espaceiremnant. (...) L'opposition entre la
singularité créée comme un défaut d'une structur@pamative ambiante et la
singularité qui est source de I'effet propagatifrhéme, pose un probléme central que
'on retrouve dans presque toutes les disciplinegensifiques. La physique
contemporaine admet plutdt le premier aspect :adiqule est source d’'un champ
gu’'elle géneére. En relativité générale, la pargcapparait plutdt comme la singularité
d’'une métrique de I'espace-temps. On retrouve etiecaporie fondamentale qui est
au cceur de la mathématique. On la retrouvera jesgosychologie : est-ce que nous
parlons parce que nous pensons ou, au contrairee &gle nous pensons parce que
nous parlons ?» (pp. 309-313).
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jusqu’a zéro en temps fini le long d’un flot de &ilisse. On peut en déduire
I'extinction en temps fini pour le flot avec chigie. La situation contraire est
aussi considérée, I'évolution du flot avec chirargin temps infini et la
géométrisation de la variété. En d'autres termemelfan prouva que,
lorsque le flot s’écoulait, les points ou survenaiges singularités donnaient
des régions que l'on pouvait découper de la varirigine et qui
présentaient des géométries homogénes au sensulstorh Aprés avoir
coupé ces morceaux, on pouvait relancer le flRidei et le laisser s'écouler
jusgqu’a ce que se forment de nouvelles régionsoing&ries homogéenes. On
pouvait a nouveau découper ces régions et relémdet.

On ne pouvait imaginer interaction plus fine engéométrie et
topologie. C'était presque comme si la conjectuee géométrisation de
Thurston et le flot de Ricci avaient été concusense. Le flot de Ricci est
un outil puissant qui fagonne la variété I'étirahtia déformant, y découpant
des morceaux & géométries homogeénes. A la fin aeepsus, l'intégralité de
la variété est décomposée en morceaux géométriGuepeut dire que la 3-
variété est effectivement portionnée par le flotRieci en des sous-variétés
ou, par analogie avec un organisme vivant, en deariétés-filles ». Le
résultat final est particulierement signifiant. Gml€rons une variété de
dimension 3 fermée et finie. On peut utiliser deéthmdes standard de
topologie différentielle pour la munir d'une strust géomeétrique.
Considérons maintenant le flot de Ricci et laisstenwariété évoluer en
conséquence. Si la variété est simplement conr@ges Perelman montre
que le flot de Ricci, éventuellement apres quelaqiisirgies bénignes, finira
par lisser les extrema de courbure, donnant au dine variété de courbure
positive constante, homéomorphe a la variété dartél est alors possible
de montrer qu'une 3-variété simplement connexe estcaurbure positive
constante est nécessairement une sphére tridinmeedli®, ce qui résout donc
la conjecture de Poincaré.

L'une des conséquences les plus importantes desutxale Perelman
est qu'il y établit un lien entre le flot de Riai un type de flot trés différent
qui, en physique quantique, fait le lien entreddfrentes résolutions avec
lesquelles est vu un espace. Le parametre darssagest pas le temps mais
I'échelle et notre espace est modélisé non pasuparvariété munie d’'une
métriqgue mais par un ensemble hiérarchisé de tgmsoet de métriques
reliées par I'équation du flot de Ricci

Une variété topologique est un objet tres flexilgig’on peut tordre et
replier a volonté. La géométrie classique, eudtidee et non euclidienne,
s'intéresse a des objets beaucoup plus rigidess dwit la structure est en
méme temps mathématiquement plus facile a trditgr.a une métrique,

c'est-a-dire des distances qui se prétent difficdat a étre modifiées.

 Ce genre de changement radical de point de vuesltadp thése d’habilitation de
Bernhard Riemann, soutenue en 1854. Les mathématapueloppées par Perelman
(et d’autres avant lui) appartiennent clairemenhauveau siecle mais il est certain
que la notion de hiérarchie de topologies et deiqéts aurait plu a Riemann.
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L'espace n'est pas extensible. Il y a trois géomgtiondamentales, chacune
applicable a une surface a courbure constantehajue type de surface
topologique est associée a I'une de ces géométrigseut étre construit a
partir d’elle. Plus précisément, on peut attribiderchaque surface une
métrique de courbure constante, soit nulle, soffatiée, soit positive. Le
choix ne dépend que d’'un invariant topologique ndenbre(entier) d’Euler
X, appelé aussiaractéristique d’Euler-Poincaré

Mais, du moment qu'on essaye de généraliser cetwtion entre
géométrie et topologie en trois dimensions et phissieurs difficultés
apparaissent. D’'abord, les variétés a trois dinegissisont beaucoup plus
compliquées que les surfaces. L'une des complicatident de ce que, au
lieu des trois géométries possibles en deux dirnessiil y en a huit
possibles en trois dimensions. En réalité, il faitdparler d’au moins trois
types de variétéslinéaires par morceaufdans ce cas toute ligne droite d’'un
morceau doit se raccorder a une ligne droite derk), topologiquegce sont
les variétés qui peuvent subir toutes sortes derahéttions, pourvu que la
notion de continuité soit préservédixses ou différentiables(les courbes
régulieres de l'un des morceaux doivent correspondr des courbes
régulieres de l'autre). Or, il peut arriver qu'umébréme soit vrai pour les
variétés de type linéaire par morceaux, mais pas Ips variétés lisses. C'est
la une situation tout a fait remarquable, et unavetle complication s’ajoute
alors aux précédentes. En effet, en 1963, JohnoMadrdécouvert I'existence
de plusieurs structures lisses (28 exactementl) lausphére a sept
dimensions. En 1983, le mathématicien britanniqgu®&aldson découvre
que R’ posséde une infinité de structures différentiabliess « exotiques » !
Il reste deux questions fondamentales: d'abordquai peuvent bien
ressembler ces structures lisses exotiques deatesp quatre dimensions ?
ensuite, dans quelles situations et sous quelledittans est-il possible de
passer de I'une a l'autre de ces trois types d&téar, ou quelles sont les
formes possibles d'intersections entre le contetxtpslogique, différentiable
et linéaire par morceaux ?

4. Les ordres de la couleur et ses fonctions de mé&gentation dans la
perception

Le troisieme et dernier exemple concerne le stidua couleur et sa
fonction de représentation. Déja Hering avait remérgu’il faut caractériser
la couleur, si I'on en fait une analyse phénomégigioe, moins sur des états
subjectifs que sur des structures d’objets, plusime une propriété que
comme une sensation. Il ne s’agit pas, avec lad/ueg intuition des rayons
en tant que tels, mais de l'intuition des choseéreures par I'entremise des
rayons : I'ceil n'a pas a nous instruire sur l'irgé@ ou la quiddité de la
lumiére qui nous vient des choses, mais sur ceseshmémes. Il apparait
donc nécessaire, méme du point de vue de l'optigjugsiologique, de
distinguer ce type de « vue » qui se réduit a éaeptivité aux impressions
lumineuses et a leurs différences et ce type disiarv» dans lequel le
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monde intuitif se constituer pour nous. C'est cé&nseigne notamment la
constance des choses vues.

Remarquons que, d’'une part, la méme « sensatidondi€re » peut
revétir des significations objectives tres difféenselon le contexte relatif
aux modes de transmission et de diffusion de ladrerdans tel et tel milieu
pouvant affecter, selon des modalités variées,enpérception des objets
qu'’y sont situés. Comme conséquence, on aura natabope I'image et son
contenu variera en fonction des changements ddalto« milieu lumineux »
et des modes de sa configuration et distributiomsda&space ambiant. De
I'autre, il est possible de montrer que plusieandresse différencient dans le
phénoméne gue nous nommons « couleur » et que lsgipartenance a tel
et tel de ces ordres le phénomene lui-méme chartggement pour nous de
valeur, de signification. Dans le premier, on prdadcouleur pour une
« image lumineuse », saisie comme telle et intégpréelon sa détermination
propre, sans que lui incombe la fonction de fage gt de représenter un étre
objectif. Dans le second, le regard se tourne rwvdise vers de pures
déterminations objectives, et la couleur n'est janta@itée que comme une
trace (ou une empreinte) de I'étre objectif quiapijit en elle, sans qu'il soit
nécessaire qu’'on la considére selon son propre iploglegoménal.

De ce point de vue, la perception des choses gietaeption des
images lumineuses semblent peu compatibles ; epton de la chose veut
gue les images lumineuses se retirent graduellenéatriere-plan ou elles
sont indispensables, pour que les « vraies » fordess choses émergent
nettement a partir de cette contamination de phugles saillante du support
ou du milieu spatial par la lumiére. Au cours depcecessus, la lumiéere et
avec elle I'image lumineuse se retirent au fondladscene visuelle, et en
méme temps les contours des choses se précisgatgenisent de telle sorte
a permettre la formation de ce que nous appelditgires ». Les figures (ou
les gestalts) et par leur entremise les choses digsts), sont donc a
distinguer des images lumineuses. Si ces derng&réouvent a I'endroit (au
sens de « lieu topologique ») convenable et ss aléedistribuent de maniére
appropriée, la perception de la chose a lieu. Eanehe, la ol les images
lumineuses s’accentuent et envahissent la scenehdlep visuel) au point
gu'on ne puisse plus les négliger, la perceptiomwc elle la possibilité
méme de re-connaitre les choses et le monde citedibitent, se trouble et
se réduit.

On voit ainsi, par ces bréves considérations, qud un lien causal
trés précis entre I'ordre selon lequel une « caueentre en relation avec le
sujet (avec notre perception consciente) et I'olgptésenté par cet ordre : le
changement de l'ordre des couleurs a pour conségquénmédiate le
changement de I'objet représenté. Ce qu'on nominerdre des couleurs
c'est trés précisément cette « vue » produite gpfomiction de représentation
particuliéere que remplit la couleur dans chaque siagulier. La simple
couleur est ce qui nous représente les choses. iMaés suffit pas que la
couleur soit la pour représenter des choses; ut fan outre qu'elle
s'organise, s’ordonne et pénétre dans des forngmde et forme nous sont
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représentés par I'entremise de cet ordre des amulBar rapport & la couleur,
I'espace est donc quelque chose de représentéoulauc méme n’est pas
représentée ; directement donnée, elle représastdodmes dans I'espace.
La forme, elle, représente la chose avec ses gtépri La forme est
cependant plus qu’un attribut ou une qualité dehlase, elle est un « objet »
représenté qui a son tour a un pouvoir de représent monde d’objets, de
phénomeénes et d’événements autre que la choses#teedirectement par
I'image.

5. Nceuds, diagrammes des noeuds et formation de pase

L'information sur les « nceuds-surfaces » (c’estra-tes nceuds qui
admettent une projection plane) dans I'espace ntgdsionnel concu
mathématiquement, résulte d'une structure appediagramme du nceud
Pour I'étude mathématique des nceuds, la questimafoentale que I'on va
se poser et a laquelle on essayera de répondde esivoir si deux nceuds
sont-ils équivalents ? Si deux nceuds ne sont pasadgnts, on peut alors les
distinguer, généralement au moyen d’invariants ltmgiques ou algébriques :
I'un de ces invariants est lgroupe du nceud.a plupart de ces invariants
peuvent s’obtenir a partir ddiagrammes de nceudd’ailleurs, si au moins
deux nceuds sont équivalents, c’est que nous poustmrs définir une
isotopie qui nous montre l'existence d'une telle équivatente concept
topologique d’isotopie permet de définir une reatd'équivalence entre des
variétés ou des sous-ensembleRUe

Définition. On dira que deux variéfés, et M, dansR" sont isotopes
s'il existe un mouvement non rigide (ou élastiqgdahpsR" qui ameneV; a
coincider avedJ,. Cela revient a dire que, si on a un olfjeet une famille
continue de plongements

fi:P-R" avec f1(P) =M et f5(P) = M,,

outdl, | est l'intervalle unité défini dan& (le corps des réels). On appelle
cette application unisotopie de P

Il s’ensuit que deux variétés (ou sous-ensemblesiR'dseront dits
équivalentes'il existe une isotopie entre elles. Considérgas,exemple, un
ruban de Mébius dan&®, M,. Prenons ensuite un exemple similaire et
considérons un « ruban circulaire avec trois demsidbns » M,. |l est facile
de montrer queM; et M, ne sont pas deux variétés (ou sous-ensembles)
isotopes. L'idée de la démonstration consiste Ppasgr que si elles étaient
isotopes, alors les espaces (ensembles) a borespomdants seraient
équivalents : des cercle§' dans R® dans un cas, et des sphéres
bidimensionnelle§’ dansR* dans I'autre. Mais ce n'est pas le cas, puisque le
bord deM; est un nceud trivial (un cercle), tandis que ledbade M, est un

8 parvariété on entendra ici un espace quelconque qui estelvemt identique
(homéomorphea I'espace euclidien & dimensionsR", mais globalement, elle peut
étre trés différent d&".
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nceud non trivial, plus précisément un noeud deet(&fl courbe nouée la plus
simple dansS® ou R?), formé de trois croisement et pour dénouer leguel
suffit une seule manipulation. Il importe d’oresdéja de noter qu'il peut y
avoir plusieurs diagrammes (ou projections plasiun méme nceud.
Nous voudrions souligner en particulier que, damsxdmbreuses situations,
on peut se représenter le méme objet de maniéféeedies, et cela dépend a
la fois de la dimension de l'espace considéré etlaenature de la
représentation choisie.

Fig. 1 Différentes représentations du ruban de Mobi@n obtient un ruban de
Mébius en faisant tourner régulierement un segnaentongueur constante autour
d'un cercle avec une rotation d’'un demi-tour, ouspgénéralement, d'un nombre
impair de demi-tours ; ces divers rubans sont homeéphes, mais non-isotopes dans
R® (on ne peut passer continiment de 'un & 'augepour chaque nombre de demi-
tours, il existe deux classes d'isotopies, imagésiml’'une de l'autre. De plus, le
ruban a trois demi-tours a pour bord un nceud dle tet plus généralement, le ruban
a 2 + 1 demi-tours a pour bord un nceud torique d’ofdper 1, 2).

Une petite parenthése est peut-étre ici nécespaiie expliciter le
sens de quelques notions que nous venons justidisgiutJe rappelle que
I"'imagela plus familiére du ruban de Mdbius est une «deatirculaire qui
présente une demi-torsion (un tour de 180° autbur dxe) », appelée aussi
« contorsion »Writhe) ; le tirebouchon et le tournevis en sont des glem
trés significatifs. Plus précisément, il s'agit denage d’'un plongement
d’'une variété de dimension &, dans I'espace « ambiar®» Citons enfin la
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propriété contre-intuitive que cette variété n'gsts orientable (voir les
figures 2(a) et 2(b)), ce qui veut dire, en desnéx plus techniques, qu'il
n'est pas possible d'y définir le groupe d’homotogiivial z;(M?). Les
variétés qui admettent un tel groupe sont cellépeuvent étre déformées en
un point. La propriété drientabilité est de nature globale et elle permet la
mise en évidence de plusieurs caractéristiquesstidsles des espaces, que
nous n'aborderont pas ici (le lecteur intéressénaose référer a notre travail
(Boi, 2006)).

Fig. 2(a). Le cylindre et le ruban de Mdbius netgias isotopes. Le premier est
orientable, le second ne I'est pas.

Fig. 2(b). Deux objets étonnement isotopes. Lex deat orientables.

D’'une maniére générale, le concept @geongementpermet de
comparer deux objets entre eux, et de montremm&njection, que I'un des
« objets » est un « sous-objet » de l'autre. Umeaubncept important en
topologie différentielle, & cété de celui de plomgat, est celui dnmersion
D’une maniére générale, le concept de plongememgiede comparer deux
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objets entre eux, et de montrer, via une injeét{oest-a-dire une application
d’un ensemble d’éléments quelconques dans un ensemble), que 'un des
« objets » (ensembles) est un « sous-objet » (sossmble) de [l'autre.
Formellement, ce qui précéde peut s'écrire comnte suf : X - Y est une
fonction injective efA est un sous-ensemble Healorsf(f(A)) = A. Ainsi,

A peut étre retrouvé a partir de l'image réciproqlee f(A). Rappelons
quelques définitions.

Définition. SoientV etW deux variétés de clas€¥ (éventuellemeri
infini), et f une application d& dansw. On dit quef est unC*-plongement
si pour toutx appartenant &, le rang de I'application linéaire tangeftg(x)
est égal a la dimension dée(elle est donc injective), et si en oufrest un
homéomorphisme d¢ surf(V).

° En des termes techniques, une applicafiorX — Y est diteinjective ou est une
injectionsi pour touty dans I'ensemble d’arrivé¥ il existe au plus un élémextans
I'ensemble de définitioX tel quef(x) =y. On dit encore dans ce cas que tout élément
y deY admet au plus un antécédenfpar f). De maniére équivalentg, est dite
injective si pour touk etx dansX, f(x) = f(x) impliquex =x'. Lorsque les ensembles
X etY sont tous les deux égaux a la droite réR|l@lors une fonction injectivg : R

- R a un graphe qui intersecte toute droite horizentad au plus un point. Si une
application injective est aussirjectiveelle est ditebijective La définition formelle
s’écrit comme suit : soif une application de I'ensembledans I'ensemblé&. f est
dite injective sid(x, y) O E2, (x#y = f(X) # f(y)) oud(x, y) O E? (f(x) = f(y) = x =

y). Rappelons gu’une application ssirjectivesi et seulement si tout élément de son
ensemble d'arrivée a au moins un antécédent, &dste esimaged’au moins un
élément de son ensemble de départ, ou encore siélément de son ensemble
d'arrivée fait partie de son ensemble image, donsos ensemble d'arrivéese
confond avec soensemble imagd-ormellement cela s’écrit de la maniére suivante
soit f une fonction (application) dé dansF. La fonction f est ditsurjectivesi et
seulement si tout élément de I'ensemile au moins un antécédent par f d&ns
c'est-a-dire si Oy O Y, Ik O X, f(X) =y. En d’autres termes, pour tout élémgae,

il existe au moins un élémenrtde X tel quef(x) =y. De maniére équivalentef:est
surjective si et seulement si son ensemble imageoséond avec son ensemble
d’arrivéeY. Enfin, une application est dilgjectivesi et seulement si tout élément de
son ensemble d'arrivée a un et un seul antécédest;a-dire est image d’exactement
un élément de son ensemble de départ, ou encelle st injective et surjective. De
maniére équivalente, une bijection est une injectorjective ou une surjection
injective. Les bijections sont aussi appeléasespondances biunivoqudkest facile

de montrer que I'existence d’une bijection entrexdensemblesinis signifie qu’ils
ont le méme nombre d'éléments. L'extension de cétpeivalence aux ensembles
infinis @ mené au concept dardinal d’'un ensemble, et a distinguer différentes tailles
d’ensembles infinis. Cantor a le premier démontré, il existe une injection d&
vers Y et une injection deY vers X (pas nécessairement la réciproque de la
précédente), alors il existe une bijection entre deux ensembles. La définition
formelle est facile a écrire : soit f une applimatdeE dansF. f est bijective si et
seulement si tout élément de I'ensemble d’arrivéedxactement un antécédent par f
dans I'ensemble de départ E, c'est-a-dity T F, 01 x O E/f(X) = .
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En topologie, urhoméomorphismest unisomorphismeentre deux
espaces topologiques, c’est Wigction continuede 'un sur l'autre, dont la
réciproque est continue. La notion d’homéomorphigsela bonne notion
pour dire que deux espaces (ou, d'une maniére iptugive, deux objets
élastiques, donc déformables) sont le « méme » mwads différemment.
Philosophiquement, cela signifie qu'on peut enwsagour tout espace un
processus morphodynamique qui nhous permet d'avar«wvision interne »
des transformations dont il est susceptible. Exemplune spheéere est
homéomorphe a un cube, et une tasse (un objet anseg est homéomorphe
a une chambre a air (un objet a un trou). C'estalson pour laquelle les
homéomorphismes sont les isomorphismes de la c&égies espaces
topologiques.

Définition. SoientV etW deux variétés de clas€® (éventuellemerk
infini), et f une application d¥ dansw. On dit quef est uneC*-immersion
si pour toutx appartenant ¥, le rang de I'application linéaire tangeftg(x)
est égal a la dimension ¥eg(elle est donc injective).

En modifiant |égérement la notation, on peut aulise qu'une
immersion deX dansY, ou X etY sont deux espaces topologiques, est une
fonction lisse,f, qui envoieX dansY, et dont la propriété fondamentale est
d’étre localement bijective mais pas globalememt f&on analogue, on peut
définir une immersion comme une application lissatde différentiel,df,
est non singulier.

On a ainsi la proposition intéressante une variété immergée est
'image d’'une immersionPar exemple, le limacon dont le graphe de la
fonction en coordonnées polaires s’écrit= %2 + co®, est un cerclammergé
dans le plan.

Le role que les concepts de plongement et d’'immersit dans toute
théorie morphologique de I'espace, et dans tout@tiee de comprendre la
signification des transformations auxquelles cexepts peuvent donner lieu
ne saurait en aucun cas étre sous-estimé. llspsotitulierement importants
pour comprendre les possibilités et les limites agstions que les objets-
surfaces de notre univers mathématique peuvent avec I'espace ambiant.

De ce point de vue, un plongement d’'une surfaces &nest une
représentation ou le plan tangent est continu ék waxiste aucun ensemble
d’'auto-intersection. La sphére et le tore peuvért plongées dang®. Une
immersion d’une surface daf® posséde également un plan tangent continu,
mais il y a présence d'un ensemble d'auto-inteisectDes exemples
remarquables d'immersions sontdarface de Bot labouteille de Klein
qui, de ce fait, ne sont pas plongeables dans pacesde dimension 3.
Considérons brievement le retournement de la spR&®urner une sphere,
gu’est-ce que cela veut dire ? Une sphére n'a gasssairement la méme
signification pour I'homme de la rue et pour le h@&ahaticien-géometre :
c'est un objet qui a donc plusieurs significatiomsis il n'est pas a exclure
que certaines d’'entre elles soient similaires. Camément, la sphére se
définit comme étant, dans un espace a trois dirapssie lieu des points
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situés a une distanéed’un point fixeO de celui-ci. Un géometre continuera
a appeler « sphére » un objet qui correspondraitea« sphere déformée »,
une sorte de « patate ». Mais on peut aller plirs Quand une surface est
dite «réguliere » on peut en chacun de ses pdifisir un plan tangent.
Cela permet déja d’envisager une infinité de dé&tions de la « sphére de
départ » et une infinité de patates, quand deljaite de la dite surface peut
étre quelconque (c’est-a-dire qu’elle ne se comspas). Ceci étant, dans un
« univers physique » la personne qui déforme cepteére se heurtera a
I'impossibilité de la faire se traverser d'elle-m&nsi ces traversements ou
méme ces contacts sont interdits, on parlera alerplongements de la
sphére & (le plongement est donc un type de déformatioseli®u
continument différentiable). Mais imaginons qu'usphére soit un objet
« virtuel » ou les traversements de nappes devigrpessibles. Ainsi, une
sphére peut « s'auto-traverser ». On appelle alette représentatidhde la
sphére uneimmersion Une immersion posséde un ensemble d'auto-
intersection (par exemple, une simple courbe ciiog). Le plan tangent doit
varier continument. Ceci étant, quand on regardedkssins, on voit que
I'opération tourne bien une partie de l'intériew ld sphere vers I'extérieur.
Pour achever un tel retournement il faudrait écrastte sorte de boudin
équatorial. La chose semltdepriori problématique. Cet écrasement romprait
la continuité du plan tangent. L'opération comprelmhc une étape qui ne
serait pas une immersion. C'est le mathématiciespt&n Smale qui, en
1959, montra quela sphére & ne possédait qu'une seule classe
d'immersions Le corollaire était qwn devait pouvoir enchainer une
séquence d'immersions de la sphére permettant dsepade la « sphere
standard » a sa représentation « antipodale », te2edire dont tous les
points auraient été remplacés par leur antipoBeef, une sphére retournée,
recto-verso.

La surface de Boy est le nom donné au plan préjesi RP?, muni
de sa topologie quotient, car elle se définit conengquotient deR*\{0} par
la relation d’équivalence suivante : « deux vedewn nuls sont équivalents
si et seulement s'ils sont colinéaires ». La s@rfde Boy peut aussi étre
«vue » comme une sphére dont on a recollé deuweux des points
antipodaux, ou encore un disque dont on a recalé dr deux les points
diamétralement opposés de son bord. On peut égafelmeconstruire en
recollant le bord d'un disque sur le bord d'un nubde Mobius. Des
nombreuses images correspondant a des étapedatendgion de la surface
de Boy peuvent étre obtenues en faisant croitreuban de Mdbius a trois
demi-tours pour le transformer en surface de Bap bord circulaire
convergeant vers un point.

10 Une considération annexe, ici, est gue les swsfpeavent étre considérées comme
des représentations polyédriques de la sphére, ldamgsure ou ces objets ont la
méme topologie. En outre, on comprendra que stilpessible de retourner une

sphere, il est également possible de retourneuba.c
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La bouteille de Klein est une surface fermée, shosl et non
orientable, c'est-a-dire une surface pour laquélle’est pas possible de
définir un « intérieur » et un « extérieur ». Bt impossible a réaliser dans
I'espace a trois dimensions, car il faut alors He'se traverse elle-méme ;
aussi, aucune réalisation que I'on peut voir dédateille de Klein n'est
exacte. Dan&’, il est par contre possible de la réaliser sats-iatersection.

Il est possible de comprendre la structure de ladike de Klein en essayant
de la «visualiser » dans un espace a 4 dimensibrauffit de s'imaginer

qu'a I'endroit ou la surface s'auto-intersecte, réalité, la bouteille passe
« dessus » et « dessous » au sens de cette quattigransion, et donc ne
s'auto-intersecte pas. On peut en quelque sortsidiéner que la bouteille de
Klein est une surface qui fait un « nceud ». En targ surface (objet a 2
dimensions), il lui faut 4 dimensions pour faire noeud, de méme que pour
une courbe (objet a une dimension) il faut 3 dim@rspour faire un nceud.

On peut toujours transformer un plongement en unedrsion.
Prenons une sphére et amenons au contact, aiéuméideux points par
exemples antipodaux (des « péles »). Dans cet migemmatériel » des
immersions, les surfaces peuvent s'auto-travetkgra alors création d'une
courbe d'auto-intersection (par exemple, un cercle)

Mais l'inverse n’est pas automatiquement possiflmsi le plan
projectif ne peut étre plongé daRy il ne peut y étre quimmergé. La forme
classique de cette immersion est la surface de @aypossede un ensemble
d’'auto-intersection en forme d'hélice tripale, ava point triple, ou se
croisent trois nappes. Méme chose pour la boutddleKlein, dont I'auto-
intersection minimale est une courbe fermée. Lesgements peuvent étre
considérés comme des cas particuliers d'immersiond;ensemble d'auto-
intersection est vide.

Fig. 3. La bouteille de Klein et les dimensions de I'espagebouteille de Klein est
une surface fermée, sans bord et non oriental@st-a-dire une surface pour laquelle
on ne peut pas définir un « intérieur » et un €e&tr ». Elle est un exemple d’'une
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extension du ruban de Mobius (une surface unilaguén’a ni devant ni derriére)
dans la quatriéme dimension. La bouteille de Klgedmet pas d'immersion dans
I'espace a trois dimensions. En d’autres termés,néést pas réalisable dans I'espace
tridimensionnelR®, car il faut alors gu'elle se traverse elle-ménaissi, aucune
réalisation que I'on peut voir de la bouteille deil n'est exacte. Darig*, il est par
contre possible de la réaliser sans auto-intemecliopologiqguement, la bouteille de
Klein est la somme connexe de deux espaces pfejgéils ; sa caractéristique
d’Euler-Poincaré est nulle ; et ses nombres de Bettinuls sonl, = 1 etb; = 1.

Rappelons que le plan projectif n'admet pas d'iminargdans I'espace a trois
dimensionsR®. En revanche, on sait maintenant (grace a la deéctufaite en 1901
par le mathématicien allemand et éléve de Hilbeztndr Boy) que la surface de Boy
réalise une immersion du plan projectif réel dBhdl est possible de construire cette
surface de l'intérieur, ce qui permet de mieux egttra en évidence ses propriétés
topologiques. Le procédé consiste a se donner im piple ou s'intersectent trois
plans définis par des systémes de coordonnéesingigmmnsR®. En fait, le nombre
des points triples d'une surfa8mmergée dang’ doit étre congruent, modulo 2, au
carré de la premiére classe de Stiefel-WhitneySdansHA(S; Z/2). L'exécution
compléte de cette construction permet d'obtenirslaface de Boy comme une
immersion du plan projectif. Il s’agit d’'une immans linéaire par morceaux, mais ses
arétes et coins peuvent facilement étre arrondissés») de sorte a obtenir une
immersion différentiable (lisse).

On obtient une construction inexacte (c’est-a-direc auto-intersection) de la
bouteille de Klein danB, en prenant un carré initial et en collant lesxdeords de la
méme couleur I'un contre I'autre dans le méme siessfléches. La figure obtenue est
un cylindre, dont on veut identifier les deux boeéd$aide des fleches d’'une autre
couleur. Pour respecter le sens de ces flechest ihécessaire d'opérer une auto-
intersection. La bouteille de Klein peut aussi &btenue par recollement de deux
anneaux de Mobius le long de leurs bords. Le ptaoathstruction est facile a réaliser.
La propriété qui constitue une preuve d’existeneecdtte construction est qu'une
bouteille de Klein coupée en deux dans le sena tialiteur par rapport a un plan de
symétrie fournit bien deux rubans de Mobius. Il psssible de comprendre et de
«visualiser» la structure de la bouteille de Klgipartir de la représentation suivante.
Imaginons un individu vivant dans un monde plateex dimensions. On essaye alors
d’expliquer a l'individu ce qu’est un nceud. Poulagc®n lui dessine un nceud sur le
plan : il ne voit qu'une courbe qui s'auto-intergedOn lui explique alors que ce ne
sont pas des points d’intersections qu'’il voit, snaile la courbe passe « dessus » et
«dessous». Notre individu est interloqué : vivaamsiun monde plat, il ne comprend
pas ce qu'est le dessus ni c’est qu'est le desdblis. manque une dimension, la
troisieme (le haut et le bas) pou pouvoir visualigenceud. Nous rencontrons le
méme probléme lorsque nous essayons de visuadiseouteille de Klein, puisque
nous voyons une surface qui s'auto-intersecte. Méars, si nous raisonnons avec
une quatrieme dimension, il suffit d'imaginer qutat endroit, la bouteille passe
«dessus» et « dessous » au sens de cette quattiéraesion, et donc ne s’auto-
intersecte pas. On peut en quelque sorte considéeefa bouteille de Klein est une
surface qui fait un « nceud ». En tant que surfabg{ a 2 dimensions], il lui faut
guatre dimensions pour faire un nceud, de méme que yne courbe (objet a une
dimension) il faut 3 dimensions pour faire un noeud.
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Fig. 4. Visualisation de 'homéomorphisme ou de la consionctopologique des
espacesll existe différentes méthodes de création dadilbes de Klein. On désigne
parbouteille de KleinnotéeK, tout espace topologique homéomorphe a celui abten
en identifiant dans un carré plein les cotés oppaséc inversion du sens pour I'un
des couples. Cela revient donc a identifier les deords d'un ruban fermé sans
torsion, avec inversion du sens. Nous pouvonsserles constructions suivantes :
(fig. 4a) on coud 2 cdtés opposés dans le méme: semebtient umuban simple(ou

un cylindre tronqué) ; (fig. 4b) on coud 2 cotépages dans le sens contraire : on
obtient unruban de Mobius (fig. 4c) on coud les cOtés opposés entre euns da
méme sens : on obtient tore ; (fig. 4d) on coud les cotés opposés, un coupies de
méme sens, I'autre en sens contraire : on obtieabauteille de Klein (fig. 4e) on
coud les cbtés opposés en sens contraires : cenblitnplan projectif On obtient
donc aussi une bouteille de Klein en cousant debans de Mobius bord a bord. Le
ruban de Mdbius étant un plan projectif troué, datkille de Klein est donc aussi la
somme connexge deuxplans projectifs réelsElle ne peut pas étre plongée d&is
mais seulement immergée avec auto-intersectionr (&¢égende de la figure 3 pour
plus de détails concernant les propriétés topolagicde la bouteille de Klein). Si la
représentation classique ressemble bien a une ibgut@importe quelle surface
engendrée par le mouvement d'un cercle (de rayoabta ou non) ou méme d’'une
courbe fermée qui revient sur elle-méme apres iootat’'un demi-tour est une
représentation de la bouteille de Klein. C'est dingon peut obtenir plusieurs
représentations différentes (ou divers modelesjadaémebouteille de Klein. On
peut par exemple coller un demi-tore avec un deimielde Boheéme. On peut aussi
faire tourner un huit avec un demi-tour : cetteréspntation permet de bien voir
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comment la bouteille de Klein est obtenue en cdubard & bord deux rubans de
Méobius. Et la bouteille de Klein étant la sommemexe de deux plans projectifs, on
en obtient une autre représentation en accolant ldeonets croisés ouverts. D

on peut par contre effectuer le mouvement d’'unleargec retournement sans que la
surface obtenue ne présente d’auto-intersectionp€rt également construire un
modéele polyédrique de la bouteille de Klein. La tedle de Klein percée (ce qui
revient a étre une surface unilatére a un bordeteeg2) peut étre représentée par le
slip de Mdbius : on I'obtient en reliant un ruba&nmé non torsadé par une bande. De
méme que le ruban de Mdbius peut étre généralisé enban a demi-tours (et I'on
obtient topologiquement un ruban de Mobius seulénggrandn est impair), la
bouteille de Klein peut étre généralisée en undibbeita n retournements, qui n’est
topologiquement une bouteille de Klein que lorsgest impair.

6. Forme et force des diagrammes, de la physiqudasémiotique

Une partie fondamentale de la pensée physiquenagiéime siecle est
étroitement liée a l'invention de la méthode diagmatique, due en grande
partie au génie du physicien Richard Feynman, a Iqui doit (avec
Tomonaga, Schwinger et Dyson) la création en 138é&fkectrodynamique
guantiquerelativiste(Quantum ElectrodynamiesQED) C’est une théorie
guantique des champs ayant pour but de concikégdtromagnétisme avec
la mécanique quantique. C’est que I'on entend hamps est un concept qui
permet la création ou I'annihilation de particuls tout point de I'espace.
Mathématiquement, cette théorie a la structure dhauipe abéliet avec un
groupe de jaugéJ(1). Le champ de jauge qui intervient dans I'intéian
entre deux charges représentées par des champsindézsentiers est le
champ électromagnétique. Physiquement, cela saitrdans le fait que les
particules chargées interagissent par I'échangphd¢ons. Les photons ont
un réle fondamental dans les atomes : ils sont cees cordes qui lient les
électrons au noyau. L’électrodynamique quantiqueldupremiere théorie
guantique des champs dans laquelle les difficupp@sir élaborer un
formalisme purement gquantique permettant la créadib I'annihilation de
particules ont été résolues de fagon satisfaisgnéee a la méthode dite de
renormalisation concue afin de s’affranchir de quantités infiniedésirables
rencontrées en théorie quantique des champs.

Les diagrammes de Feynman sont des représentayonisoliques
(concepts graphiques) permettant de calculer lésractions électroma-
gnétiques et les interactions faibles. Ces reptasens permettent de
« visualiser » les interactions entre les parteul#émentaires. Ainsi, par
exemple : un proton peut se scinder pour formepian et un neutron qui se
réassembleront peu de temps aprés pour reformnoten originel. D’une
maniére générale, les diagrammes de Feynman deécilie® processus qui
ont lieu entre les particules subatomiques.

11 Un groupe abélien ou groupe commutatifest un groupe@, ) ou la loi de
composition interne est commutative, c’est-a-dire que pour tous Iéméhtsa, b 0
G,onaa-b=b-a.
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Les diagrammes de Feynman sont ordonnés dans pes tem
(i) de gauche a droite, le diagramme représentelléion dans le temps, un
processus commence a gauche et se termine a droite
(ii) chaque ligne dans le diagramme représentepamgcule ; les trois types
de particules dans la théorie la plus simple, ¢&tmlynamique quantique,
sont I'électron (un fermion, c'est-a-dire une paute de matiére), le positron
(qui est aussi un fermion) et le photon (un bostest-a-dire une particule
messagere ou « virtuelle ») ;

(i) le déplacement vers le haut et vers le basrt{zgalement) dans un
diagramme indique le mouvement de la particule,smmgn ne montre la
direction et la vitesse, si ce n’est que schématitgnt ;

(iv) chaque sommet, point ou trois lignes se retreom, représente une
interaction électromagnétique.

Les diagrammes de Feynman représententctilisions entre les
particules. La scéne de ces collisions, c’est ledeophysique, c’est-a-dire
I'image du monde physique subatomique résultant de laegtion de ce
monde sur une surface bidimensionnelle sur laquetiea dessiné des
événements. Cette scéne exige que I'on spécifietaguand une certaine
action, un certain événement a eu lieu. On a aassdin de spécifier les
quatre directions : dessus-dessous, nord-sud,uest-cet la direction de
I'espace-temps passé-futur : les quatre coordonméed’espaceR' (qui
correspond au modeéle d'espace-temps de Minkowski)cqmprend non
seulement l'instant présent, mais aussi le passie éatur. Un point de
I'espace-temps correspond a éwénementLe point de départ de Feynman
fut précisément de considérer particules, événesnehtespace-temps. Le
plus simple des diagrammes de Feynman décrit levement d'un électron
d'un pointa a un pointb. La ligne avec une fleche désignant I'orientation
représente lepropagateur de I'électron. Le propagateur du photon est
représenté graphiquement par une ligne ondulée oau peintillés
(discontinue).

Les propagateurs ne sont pas de simples dessirils @nferment des
instructions pour calculer la probabilité qu'une rtgale quantique
initialement située au poilatapparaisse successivement au pleifieynman
eut I'idée radicale qu'une particule ne se déplaa® suivant un seul chemin
particulier, mais qu’en réalité elle sonde tous ¢dbemins possibles, aussi
bien ceux discontinus que ceux rectilignes. Sedaméorie de Feynman, tous
ces possibles chemins contribuent a la probalgjligt la particule se déplace
de a a b. Tout ceci est implicite dans le concept de prapag. Les
propagateurs concernent l'action coordonnée engetréns et photons.
Quand un électron est perturbé dans son mouveswiders, il peut répondre a
une telle perturbation eémettant un photorCe processus est I'événement
fondamental de I'électrodynamique quantiqueut comme la matiére entiére
est constituée de particules, les processus soatdonstitués d’événements
élémentaires d’émission et d’absorption.

Le diagramme qui représente I'événement d'émisdion photon est
appelédiagramme de vertexl rassemble a la lettre Y, a un branchement
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d’'un arbre ou a une bifurcation : I'électron arraue point de bifurcation (a la
fourche) et émet un photon. Philosophiquement,digére une ouverture du
réel vers plusieurs évolutions possibles ; airsnitité se trouve brisée et
cede sa place au multiple. Ce point singulier &s& gu’un signe graphique
particulier, car il peut étre vu comme lorigine ud’ événement
phénoménologiquement nouveau, et en méme tempigewrol ce qui est
représenté acquiére une autre signification. Onrrpdupousser plus loin
cette réflexion en affirmant qu'a tout nouveau paingulier (ou vertex) peut
étre associée une différente valeur sémantiquéleckron prend l'un des
branchements, le photon prend l'autre. Le pointlédieu) ou les trois lignes
se rejoignent (I'événement correspond a I'émissiton photon) s’appelle
vertex Dans les diagrammes de vertex, on dessine | gasatant vers le
bas, et le futur vers le haut. Le photon peut €dreémis soit absorbé.

On peut maintenant utiliser des propagateurs et \@ggtex pour
construire des diagrammes et donc des processsspinplexes. A mesure
que la pensée diagrammatique devient plus complele, se trouve
davantage associée a une combinatoire des mondsiblps, dans laquelle
une variété de plus en plus étendue de signifieatiéquivalentes peut étre
mise en relation avec le méme phénomeéne physique objet
phénoménologique. Certains physiciens et en péigickeynman en sont
ainsi arrivés a penser que toutes les forces datlae proviennent (non pas
ontologiquement mais conceptuellement) dkagrammes d’échanges
spécifigues dans lesquels un photon (ou son ansjogst émis par une
particule et absorbé par une autre. La force éperentre électrons, par
exemple, s'obtient d'un diagramme de Feynman odemélectrons émet un
photon, lequel est ensuite absorbé par un autréte En sautant d'un
électron a l'autre, le photon produit la force &ligeie et magnétique entre les
deux particules. Rappelons que les électrons nepsanles seules particules
pouvant émettre des photons: toute particule plessette propriété, y
compris le proton. Cela signifie que les photonaveat sauter aussi d’'un
proton a l'autre, ou d'un proton a un électron,vite-versa. L'échange
permanent de photons entre le noyau et les électagendre la force qui
assure la cohésion de I'atome. Sans ces photoasiteiwss », I'atome se
désintegrerait et 'ensemble de la matiere ceds#radister.

Les diagrammes de Feynman peuvent étre trés camgligdans ce
cas, ils se transforment en des réseaux de veltedeepropagateurs
entrelacés ; ces réseaux peuvent représenter aesspus impliquant un tres
grand nombre de particules. C’est ainsi que d’'sbjanples (comme un seul
photon émis par un seul électron) on passe a detssammplexes (plusieurs
particules émises et absorbées). On peut ajouterfldehes autant qu’'on
veut, pour que les lignes continues deviennenétizdrons ou des positrons.

Dans [I'électrodynamique quantique, on a trois @bjet concepts
essentiels entre lesquels on peut établir plusigyes de correspondances :
les particules, les équations (et les calculs tnrepeut faire a partir de ces
équations), les diagrammes, c’'est-a-dire les reptatons graphiques des
particules et des équations. La correspondanceafoedtale et sa principale
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signification est celle qui va du diagramme vers dguations puis vers les
particules. Les équations comportent déja une prié&ation qui exprime
certaines propriétés et certains comportement&iigs qui sont supposées
appartenir en définitive au monde physique. Mais@# les diagrammes les
objets déterminants, car ils sont les générateuta &ois de nouvelles
opérations symboliques et d’autres systemes ddfisgfion. Dans I'objet
diagramme on a des particules dans différents, états propagateurs et des
vertex, dont la dynamique est engendrée par unargadre (algebre) et une
sémantique (topologie) plastiques. A cette grameneirsémantique on peut
associer des opérations fondamentales ou des epérate pensée, lesquelles
modélisent les transformations et les propriétégrdeessus physiques réels.

Pour conclure cette section, on soulignera lestpainivants.

(i) Les diagrammes de Feynman ont révolutionné hysigue
théorique depuis les année quarante du siécle ellerits ont permis de
simplifier les calculs de I'électrodynamique qugog.

(i) Ces diagrammes constituent de véritables irmage ce qui se
produit quand les particules élémentaires se déptatans I'espace, entrent
en collision et interagissent entre elles. Un diagne de Feynman peut étre
formé, soit de quelques lignes seulement pour édlinteraction d’'une
paire d'électrons, soit d'un trés grand réseau rdgedtoires ramifiées et
nouées pour décrire 'ensemble des particules dehiconstitué n'importe
quel objet, du cristal d’'un diamant jusqu'a un éfifeant ou a un corps
céleste.

(iii) Ces diagrammes se composent de quelques éténue base
impliquant tout ce qui peut étre dit sur les paités élémentaires. D’un point
de vue diagrammatique, il n'est pas injustifié fifafer qu’'« un dessin vaut
plus que mille équations ».

Les digrammes sont un outil conceptuel essentiat pomprendre le
monde des particules élémentaires et le modéle dguaiit les forces
fondamentales agissant a I'échelle microscopiquesagoir le modeéle
standard. Les diagrammes de Feynman sont un msgipuissant permettant
de décrire les interactions entre les particulagdiées dans la théorie
quantique des champs. Dans les diagrammes de Faythesapropagateurs
ne sont pas des simples dessins, ce sont biendglsisinstructions pour
calculer, dans le cadre de la mécanique quantigug@robabilité qu'une
particule située au poit se manifeste ensuite (éventuellement par un ordre
de successions) au polmtFeynman eut 'idée radicale qu’une particule @me s
limite pas a se déplacer en empruntant un seul ichenais en sondant en
quelque sorte tous les chemins possibles, aussidaiex casuels et ondulés
que ceux rectilignes.

Feynman a utilisé ces ingrédients de base —qut fonction
d’éléments (et de régles) de sens, que sont lgmgabeurs et les vertex, pour
construire des processus (ou des systémes deicagoifi) plus complexes.
On voit dés lors que toutes les forces dans lareatérivent deliagrammes
d’échangedans lesquels un photon (ou son analogue) est parisune
particule et absorbé par une autre particule. D'uriére générale, le
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diagramme est ici congu en tant giegme d'un processus physique, un
processus invisible et donc inaccessible a touteepéon directe émanant
uniquement de la vue, et son principal r6le eshmimcer la force, en
quelque sorte de I'objectiver. La force électriqerére deux électrons, par
exemple, dérive d'un diagramme de Feynman ou l'es électrons émet un
photon, lequel est ensuite absorbé par l'autretrélec En sautant d'un
électron a l'autre, le photon (quanta de lumiérepree lieu a la force
électrique et magnétique entre les deux particules.

En formant des réseaux de vertex et de propagaeairslacés, et
méme noués, on peut construire des diagrammesytenaa de plus en plus
complexes, pouvant représenter des processus gupartent un nombre
guelconque de particules. De ce point de vue,darth de Feynman propose
un modéle de la matiére qui va du simple au coneplex

Bréeve conclusion

Nous avons essayé de montrer que d'une maniéraaénét plus
particulierement dans le cas des diagrammes deetutbs diagrammes de
Feynman en électrodynamique quantique, les diagesmniont pas été
utilisés pour simplement « illustrer » quelque ehgsbjets et événements),
mais plutdt comme de®pérations symboliquegon pourrait dire, des
opérateur}y de nature algébrique et topologique. De plus,diegrammes
permettent de montrer et connaitre des propriéipsldgiques de I'objet
nceud concernant notamment leurs possibles transfioms dans I'espace et
leurs caractéristiques invariantes. D’ailleurs, fmie connues ces propriétés
topologiques peuvent conduire a la découverte devesux invariants
algébriques des nceuds.

Les diagrammes ont un pouvoir gnoséologique campdamettent
d’explorer la structure interne de I'objet-nceuds Idtagrammes déploient la
structure de I'objet, mais aussi du processus ola dermule, en la projetant
sur un espace de plus petite dimension, génératdmetan, ou apparaissent
clairement ses diverses interactions et articuiatid.e diagramme donne a
voir des changements que I'on peut effectuer dassrlicture interne et dans
la forme globale de I'objet.

Les diagrammes ne se limitent pas a offrir une endg monde tel
qu’il nous apparait, mais une construction symhmiget conceptuelle
puissante, une clé de lecture et de réécritur@aeEessus de la formation du
monde « réel », une sorte de sémiodynamique oudert®n devenir. De ce
point de vue, le diagramme traduit la forme d’'unanmre de penser (ou
d'une stratégie conceptuelle) que le physicien-géioem est capable de
donner a la matiére, au monde physique. Cela rewdedire, en d'autres
termes, que le diagramme constitue I'ensemble debtés plastiques d’'une
pensée en train de se former comme modéle effeotiime forme qui tend a
s'objectiver dans des processus réels. Les diagesnomt trois fonctions a la
fois : (i) élucider des concepts en en déployamflticulations au sein d'une
forme possible ; (ii) introduire de nouveaux cortsefiii) créer de nouvelles
propriétés des objets que les diagrammes (grapHa®s) modélisent.
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On a vu, d’une maniére non technique, que la straanathématique
de la physique des particules élémentaires sedrexgrimée dans la théorie
guantique des champs. Les équations de cette ¢hétamt tres difficiles et
compliquées, il a fallu inventer un mode graphigoeur pouvoir les
« visualiser » et les appréhender. La pensée diagedique a ainsi ouvert la
voie a de nouvelles méthodes et techniques de ligatian d'objets et
phénomenes inaccessibles a la perception visuelkous les jours, et aussi
aux expériences qu’on peut réaliser par des appanéime trés sophistiqués.
La visualisation présente ainsi un pouvoir expifcatipplémentaire par
rapport a d'autres méthodes classiques utiliséers dies sciences
mathématiques et physiques. Elle consiste dang&ion d'images mentales
des objets et des équations. C'est dire que cedaiechniques de
visualisation, notamment les diagrammes, se caoesiiten deux niveaux de
représentation : le premier correspond a des medEbjets réels en tant
gu'ils sont imaginés et non pas (directement) oliser le second concerne
les éléments qui forment les modéles eux-mémest-a‘elire les aspects
graphique, dénotatif et connotatif. De ce point \de, les diagrammes
(comme les images, les dessins, les graphes...) dbanevoir » ce qui n'est
pas visible, par une création d'objets et de ndeselrticulations de sens.
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