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L’usage des diagrammes pour raisonner est ancien'. L’une des méthodes
les plus populaires consiste a représenter les énoncés logiques a I’aide de
cercles. Cette méthode a été généralisée et popularisée par le mathématicien
Leonhard Euler (1707-1783) dans ses Lettres d une Princesse d’Allemagne®.

Le succes de la méthode d’Euler tient a I’aide visuelle qu’elle offre lors
de la résolution des problémes logiques. Une attention particuliére montre
cependant que cette aide n’est obtenue que grace a une économie graphique,
qui sacrifie la rigueur de la méthode a sa clarté.

Euler présente ses diagrammes pour la premiére fois dans la lettre CII
datée du 14 février 1761, aprés avoir définit les différents types de
propositions :

! Certains commentateurs vont jusqu’a postuler qu’Aristote lui-méme utilisait de tels
diagrammes mais que ceux-ci se seraient perdus ensuite par la faute des copistes. Sur
I’histoire des diagrammes logiques, voir: Ernest Coumet, « Sur I’histoire des diagram-
mes logiques, “figures géométriques” », Mathématiques et sciences humaines,15°
année, n° 60, 1977, pp. 31-62 ; Martin Gardner, Logic machines and diagrams,
Brighton, Sussex, The Harvester Press, 1983; A. W. F. Edwards, Cogwheels of the
mind: the story of Venn diagrams, Baltimore, Johns Hopkins UniversityPress, 2004.

2 Euler rédige ses Lettres a une princesse d’Allemagne entre 1760 et 1762. Les deux
premiers volumes parurent en 1768 et le troisiéme en 1772. Les diagrammes logiques
apparaissent dans le volume 2, dans les lettres consacrées a la logique (lettres 102 a
108, datées entre le 14 février 1761 et le 7 mars 1761).
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On peut aussi représenter par des figures ces quatre espéces de propositions,
pour exprimer visiblement leur nature a la vue. Cela est d’un secours
merveilleux, pour expliquer trés distinctement en quoi consiste la justesse
d’un raisonnement. Comme une notion générale renferme une infinité d’objets
individus, on la regarde comme un espace dans lequel tous ces individus sont
renfermés : ainsi pour la notion d’homme on fait un espace

Dans lequel on congoit, que tous les hommes sont compris?

L’idée consiste donc a représenter 1’extension de la classe, ¢’est-a-dire a
concevoir I’ensemble de ses individus comme enfermés a 1’intérieur d’une
cloison circulaire.

La face visible des diagrammes

Grace a cette méthode de représentation des classes, simple et intuitive,
Euler représente aisément les différentes propositions logiques entre classes,
selon que les cercles s’incluent, s’excluent ou s’entrecroisent. Ainsi suffit-il
de représenter un cercle x entierement inclus dans un cercle y pour
représenter la proposition « Tous les x sont y » (figure de gauche), alors que
deux cercles entiérement distincts représentent clairement la proposition «
Aucun x n’est y » (figure de droite) :

Avec cette méthode de représentation des propositions, Euler s’applique a
résoudre des problémes logiques avec 1’usage exclusif de ses diagrammes. Le
principe de résolution des syllogismes repose sur deux régles simples
qu’énonce Euler comme suit :

Le fondement de toutes ces formes se réduit a ces deux principes sur la nature
du contenant & du contenu.

1. Tout ce qui est dans le contenu se trouve aussi dans le contenant &

1I. Tout ce qui est hors du contenant est aussi hors du contenu.*

3 Leonhard Euler, Lettres a une princesse d’Allemagne, vol. 2, Saint-Pétersbourg,
Imprimerie de I’ Académie Impériale des Sciences, 1768, p. 98.
4 Leonhard Euler, Lettres da une princesse d’Allemagne, op. cit., p. 118.
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Examinons par exemple le syllogisme dont les prémisses sont « Tous les
x sont m » et « Tous les m sont y », et essayons d’en déterminer la conclusion
avec la méthode d’Euler. La représentation de la premiére prémisse (« Tous
les x sont m ») revient simplement a dessiner, comme nous I’avons vu plus
haut, un cercle x dans un cercle m (figure de gauche). De la méme maniére,
pour représenter la seconde prémisse (« Tous les m sont y »), il suffit de
dessiner un cercle m dans un cercle y (figure de droite) :

Pour résoudre notre probléme, il nous faut combiner les deux diagrammes
ci-dessus pour entrevoir la relation entre les classes x, m et y sur une seule et
méme figure. On obtient alors trois cercles correspondant aux trois classes
susdites, de sorte que le cercle représentant x soit inclus dans le cercle
représentant m qui lui-méme est inclus dans le cercle représentant y :

y

Trouver la conclusion qui découle des prémisses revient a déterminer la
relation entre les classes retenues x et y en éliminant le moyen terme m. Pour
cela, il suffit d’effacer le cercle représentant la classe m. On obtient alors un
cercle représentant x entierement inclus dans le cercle représentant y :

On voit clairement sur ce diagramme que la conclusion du syllogisme
est : « Tous les x sont y ». Nous avons ainsi agi en conformité avec le premier
principe d’Euler énoncant que : « Tout ce qui est dans le contenu se trouve
aussi dans le contenant ». En effet, sachant que m est contenu dans y, il
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s’ensuit que x étant dans le contenu m, il se trouve donc aussi dans le
contenant y. La force des diagrammes d’Euler est qu’ils dispensent
d’apprendre ces principes pour les appliquer, puisqu’avec sa méthode
visuelle, la conclusion se retrouve d’elle-méme devant nos yeux, sans qu’on
n’ait a en déterminer ou comprendre les raisons (que sont justement les deux
principes d’Euler). Les diagrammes d’Euler permettraient donc de fagon
quasi-mécanique de résoudre des syllogismes grace a une méthode de
représentation intuitive et a des régles de manipulation élémentaires. Euler
n’en était pas peu fier et vante ainsi les mérites de sa méthode :

Ces figures rondes, ou plutdt ces espaces, (car il n’importe quelle figure nous
leur donnions) sont trés propres a faciliter nos réflexions sur cette matiére, & a
nous découvrir tous les mystéres dont on se vante en Logique, & qu’on y
démontre avec bien de la peine, pendant que par le moyen de ces figures tout
saute d’abord aux yeux.’

La face cachée des diagrammes

Un regard plus soigné montre cependant que les diagrammes d’Euler
souffrent de sérieuses limites, notamment quant a la représentation visuelle
des propositions. En effet, on peut observer qu’il y a une certaine ambigiiité
du rapport que les diagrammes ont aux propositions. Ainsi, une proposition
donnée peut en réalité correspondre a plusieurs figures. Il faut par exemple
deux figures pour représenter toutes les possibilités qu’offre la proposition «
Quelques x sont y », selon que x soit en partie a I’intérieur de y et en partie a
I’extérieur de y (figure de gauche), ou que x soit complétement a I’intérieur
de y (figure de droite). Dans ces deux cas, on voit bien qu’il y a des x qui sont
desy:

A P’inverse, une méme figure peut correspondre a plusieurs propositions.
Examinons par exemple la figure ci-dessous, constituée de deux cercles
distincts représentant les classes x et y :

00

5 Leonhard Euler, Lettres a une princesse d’Allemagne, op. cit., p. 100-101.
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On voit clairement dans cette figure qu’il n’y a pas de x qui soient aussi
des y, ce qui revient a affirmer la proposition « Aucun x n’est y ». Cependant,
on y voit aussi qu’il y a des x qui ne sont pas des y, ce qui correspond a la
proposition « Quelques x ne sont pas y ». Pour déméler cette situation,
établissons une table des correspondances entre les différentes propositions
canoniques de la logique classique et les différentes relations possibles entre
deux classes. Nous savons qu’une proposition en logique classique est
formée d’un signe de quantité (« Tous », « Aucun », « Quelques »), d’un
sujet, d’une copule (« est », « sont ») et d’un prédicat. Toute proposition
consiste donc a affirmer ou nier I’attribution d’un prédicat a la totalité ou a
une partie d’un sujet. On distingue donc quatre types de propositions, selon
qu’elle soit particuliére ou universelle, affirmative ou négative :

- La proposition affirmative universelle, dite proposition en A, a la forme
« Tous les x sont y ».

- La proposition négative universelle, dite proposition en E, a la forme «
Aucun x n’est y ».

- La proposition affirmative particuliére, dite proposition en I, a la forme
« Quelques x sont y ».

- La proposition négative particuliere, dite proposition en O, a la forme «
Quelques x ne sont pas y ».

Nous avons donc quatre formes canoniques de propositions (A, E, I, O).
En revanche, nous savons qu’il existe cinq relations possibles entre deux
classes données x et y : soit x est enticrement inclus dans y, soit y est
enticrement inclus dans x, soit x et y coincident exactement, soit x et y
s’excluent complétement, soit x et y se croisent partiellement®. A chacun de
ces cas, correspond un certain nombre de propositions logiques possibles
parmi les quatre types classiques donnés ci-dessus (A, E, I, O). La table
suivante présente 1’ensemble des correspondances entre les figures et les
propositions :

6 Ces relations, dites de Gergonne, ont été identifiées pour la premiére fois dans :
Joseph D. Gergonne, « Essai de dialectique rationnelle », Annales de mathématiques
pures et appliquées, tome 7, n° 7, janvier 1817, pp. 189-228 ; voir aussi : J. A. Faris, «
The Gergonne relations », The Journal of symbolic logic, vol. 20, n° 3, septembre
1955, pp. 207-231 ; Ivor Grattan-Guinness, « The Gergonne relations and the intuitive
use of Euler and Venn diagrams », International journal of mathematical education in
science and technology, vol. 8, n° 1, février 1977, pp. 23-30.
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On mesure clairement dans cette table ’ambiguité dans la correspondance
entre les propositions et les figures, contrairement a la présentation «
idéalisée » ou « simplifiée » d’Euler. Un diagramme peut donc en cacher un
autre, et une proposition peut en cacher une autre.

La rancon de la clarté

En utilisant cette table des correspondances, nous pouvons résoudre les
problémes logiques plus rigoureusement en représentant tous les cas de
figures découlant des prémisses, puis en éliminant le cercle correspondant au
moyen terme, et en déterminant enfin dans la table des correspondances la
(les) proposition(s) correspondant & toutes les combinaisons tolérées entre les
termes retenus. Pour illustrer cette méthode, nous allons résoudre le probléme
discuté plus haut, et qui consiste a trouver la conclusion qui découlent des
deux prémisses suivantes : « Tous les x sont m » et « Tous les m sont y ».
Commencgons par représenter nos deux prémisses, toutes deux propositions
en A. Comme I’indique la table des correspondances, chacune se décline sous
deux formes différentes suivant les 3eme et 4eme cas. Ainsi, la représentation de
la premiére proposition « Tous les x sont m » nécessite les diagrammes [1] et

[2]:

‘ me
(2]

De la méme maniére, la représentation de la seconde proposition « Tous

les m son y » nécessite les deux figures [3] et [4] :
nOy
[4]

La représentation des deux propositions avec un méme diagramme nous
améne a superposer chacune des deux figures correspondant a la premicre
avec chacune des deux figures correspondant a la seconde. Nous obtenons
quatre diagrammes possibles selon les configurations choisies. Par exemple,
en combinant les figures [1] et [3], on obtient le diagramme [5], et ainsi de
suite :

(1]

(3]
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y m y
m

[+BI5] [1+[41=[ [6]
RI+BH 7] +[41=[ [8]

On trouve ainsi quatre diagrammes ([5], [6], [7] et [8]) représentant les
quatre configurations possibles, déterminées par les deux prémisses du
probléme, des classes x, y et m. On notera que seul le diagramme [5] est
utilisé¢ avec la méthode « simplifiée » d’Euler, expliquée dans la premicre
partie de cet article. Dans un sens, le diagramme [5] « cache » les trois autres
diagrammes, pourtant pas moins légitimes, bien qu’ils nous paraissent
adhérer moins « naturellement » aux données du probléme, a cause de la
confusion entre inclusion et inclusion stricte.

Pour résoudre le probléme, il nous faut maintenant éliminer le moyen
terme m des quatre diagrammes précédents ([5], [6], [7] et [8]) pour trouver
la (les) relation(s) possibles entre les termes retenus x et y. Il en résulte deux
configurations possibles : en éliminant m des diagrammes [5], [6] et [7], nous
obtenons la figure [9], alors qu’en éliminant m du diagramme [8] nous
obtenons la figure [10] :

X Y
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On obtient deux figures ([9] et [10]) relevant respectivement du 3°™ et du
4% cas de notre table des correspondances. On peut donc établir la liste des
propositions communes aux deux cas : « Tous les x sont y » et « Quelques x
sont y », qui constituent les conclusions du probléme, la premiere (« Tous les
x sont y ») étant la conclusion compléte car elle englobe la seconde.

On le voit, la résolution rigoureuse du probléme ne peut faire 1’économie
de configurations 1égitimes et nécessaires, pourtant passées sous silence par
Euler. C’est que cette rigueur a un prix. Notre méthode est en effet beaucoup
plus compliquée, et perd I’avantage visuel de la méthode d’Euler. D’une
certaine facon, Euler ne fait que caricaturer avec ses diagrammes les relations
logiques que ’on souhaite représenter. En cela, il privilégie la clarté au
détriment de la rigueur. L’aide visuelle est a ce prix.
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