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La méthode de trichotomie permet de calculer le minimum d’une fonction
convexe définie sur [a,b] C R, avec une convergence géométrique, en f L

Conseil important sur le déroulement de ce développement : pour chaque cas
considéré, faire un dessin de la situation générique de la courbe et des points dans
ce cas aide énormément a rendre compréhensible et digeste le développement. Ces
dessins s’improvisent assez mal.

Démonstration. Tout d’abord, une fonction convexe sur [a, b] est continue, et [a, b]
est un compact, donc une fonction convexe sur [a, b] admet un minimum.

Le lemme suivant donne 1’étape de "trichotomie" permettant 1’algorithme qui
va permettre de déterminer un minimum de f.

Lemme 1. Soit [ = [a,b] CR et f: I — R une fonction convexe. Soit ¢,d deuz
éléments de |a,b| avec ¢ < d. On va montrer que si l'on connait f(a,), f(b), f(c)
et f(d), on peut déterminer si le minimum de f sur [a,b] est atteint sur [a,d] ou
sur [c,b] (éventuellement sur les deux...).

Démonstration. Soit ¢ et d deux points de [a,b], avec a < ¢ < d < b. On pose
(zo,...,x3) = (a,c,d,b), et u; la pente de la corde entre les points (x;_1, f(x;_1)) et
(x;, f(x;)), i dans {1,2,3}. f étant convexe, si z € |a, b[, la fonction |z — a,b — z[ —
R, y— f)=/(@) ) (x) , est croissante, et on en déduit que py < ps < ps.

Cela nous donne de plus que si piyq < 0, alors f(z;11) < f(x;) et f est
décroissante sur [xg, z;]. En effet, s'il existe uy < vy < x; tel que f(ug) < f(vo),
alors % > 0 et on en déduit par croissance la contradiction :

f(@ivr) = f(z) _ flzip) — fluo)  fvo) — fluo)

02 pip1 = = > >0
Tit1 — T4 Tip1 — Uo Vo — Up

De la méme maniere, si p; > 0, alors f est croissante sur [z, 1, x3].

On a alors quatre cas a traiter :

— Si tous les u; sont négatifs, f est décroissante sur [z, x5, et donc atteint son
minimum dans [zo, 3] C |21, 73]



— Sinon, si py < 0, alors f est décroissante sur [xg, x|, et donc atteint son
minimum dans [z, z3].

— Sinon, si p; < 0 mais gy > 0, alors f est croissante sur [z, x3], et donc
atteint son minimum dans [xg, 2).

— Sinon, py > 0, alors f est croissante sur [z1, x3], et donc atteint son minimum
dans [zg, 1] C [0, 22].

Dans tout les cas, f atteint son minimum sur [a,d] = [xg, 22 ou sur [¢,b] =
[x1, 3], et on peut déterminer un intervalle parmi ces deux o il est atteint, connais-
sant f(a), f(b), f(c) et f(d). O

On peut maintenant considérer ’algorithme de trichotomie. On se donne t €
[0, %}, et on débute avec (a, b) = (ag, by). Par récurrence, si on sait que f atteint son
minimum sur [a,, b,], alors en posant ¢, = % — tb"%a” et d, = % + tb"%a”,
on peut déterminer avec le lemme un intervalle parmi |a,, d,] et [cp, b,] tel que f
atteint son minimum sur cet intervalle, qu sera [a,11, by11].

La longueur des intervalles est majorée par (¢t + 3)(b, — a,) et ainsi par récur-
rence,

1
‘bn — CLn‘ < (t + §)n|bo — CL0|.

Ainsi, a priori, au bout de 2n + 2 évaluations de f, on connait le minimum de
fat+3)"b— al pres.

On peut chercher t tel que I'on puisse réutiliser les calculs de ¢, et d,, lorsqu’on
consideére [a,.1,b,11], ce qui épargnerai une évaluation a chaque étape. Ceci peut
s’écrire ¢, = d,,+1 si le minimum de f est bien atteint sur [a,, d,] et d, = ¢, 41 §'il
est atteint sur [c,, by].

On peut se ramener & [a,b] = [0,1], n =1 et alors z; = 3 —t et 2, = £ +¢. On
peut considérer le premier cas ou [ay, b] = {0, t+ %}

Alors ¢o = (t+ 3)(—t+3) = 1 —t? et dy = (¢ + )% On souhaite avoir
T1 = ¢1 = da, Soit

1 1
t+ =) == —t
<+2) 2

Soit encore : )
42t — .
4
Avec la condition t € }0, % {, ceci donne t = —1 + %
Par symétrie (par rapport a %), on vérifie que ce t convient bien dans le second
cas, pour dy = cs.
Au final, par cette méthode, on connait le minimum de f & (¢ + 3)"|b — a| pres
en n itérations, et en ayant fait n + 3 évaluations de f. Ceci donne en particulier
V5

une convergence en (f + %)", soit une convergence géométrique, en T_l 0
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