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1 Classes de conjugaison de G,

— Identité : un élément :
— les transpositions : (;l> = 6 éléments;;

— Les trois-cycles : 2x (g) = 8 éléments (un choix de 3 éléments définit 2 cycles
distincts;
— Les quatre-cycles : 4 % 3 % 2 % i = 6 éléments (les 4 permutations circulaires

sur un 4 — uplets définissent le méme cycle) ;
— Les doubles transpositions : (3) % 5 = 3 éléments (si on choisit deux éléments
parmi 4 et qu’on prend ces deux-la pour premiere transposition et les deux
autres pour la seconde, le second choix comme premier donnait la méme

permutation).

2 Représentations connues de G,

On connalt les représentations triviales et alternées de &4, de dimension 1,
ainsi que les caracteres associés.

1] 6 8 6 3

Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
1| 1] 1 1 1 1
Xe| 1] -1 | 1 1 1

Si 'on considére yp pour la représentation par permutation des vecteurs de
base de C*, alors sur la classe de conjugaison K, yp(K) est le nombre de vecteurs
de base fixés par pp(g), g € K.

On en déduit le caractére xp = (4,2,1,0,0).

OnaVp=Vi@ Vs ou V; est la triviale et Vg la standard. Ainsi, xp = x1 + Xs,
et on en déduit le caractere de la standard xs = (3,1,0,—1,—1).

On vérifie que cette représentation est irréductible : (xs, xs) = 5;(3% * 1 + 1
6+0%8+ (—=1)2%6+(—1)?*3=1.



1 6 8 6 3
Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
On obtient donc : | x1 | 1 1 1 1 1
Y- | 1| -1 1 1 1
Xs | 3 1 0 -1 -1

3 Les deux derniéres représentations

Soient ny et ny leurs degrés. On a 14 1+ 3% +nj + n? = 24 donc n3 + nZ = 13,
et ny,ns|24 donc disons, ny = 3 et ny = 2.

Pour trouver la quatrieme représentation, on regarde une représentation de
I'Hom : xy définie par W = Hom(V;, V). On a xw = (3,—1,0,1,—1). On a bien
(xw,xw) =1 et W est irréductible.

Pour trouver la cinquieme, on Z?Zl n;Xi(s) = 0si s # 1. On en déduit yy» =
(2,2,0,—1,2).

On peut donc conclure sur la table des caracteres de &y :

1 6 8 6 3

Id | (12) | (123) | (1234) | (12)(34)
vi | 1] 1 1 1 1
Ye | 1] -1 1 1 1
Ys | 3] 1 0 1 1
Xw 3 -1 0 1 -1
w | 2] 0 1 2

4 Application a la décomposition d’une repré-

sentation de degré 6 de G,

On considere la représentation pg : &4 — GLg(C), donnée par permutation
des éléments de la base de C°® & partir de 'action par permutation de &, sur les
faces du cube, donnée par 'action de &4 sur les diagonales du cube.

Comme représentation par permutation, xg(o) est le nombre de faces laissées
fixes par o.

— Pour (12), c¢’est la rotation d’angle 7 sur un axe reliant les milieux de deux

arétes opposées (on échange deux diagonales). Pas de face fixée.

— Pour (123), c’est la rotation d’angle ¢ selon une grande diagonale (on per-

mute circulairement les autres diagonales) : pas de face fixée.

— Pour (1234), c’est une rotation d’angle 7 selon un axe de coordonnées : on

permute circulairement les grandes diagonales, deux faces sont fixées.



— Une rotation d’angle 7 selon un axe de coorodnnées : on permute deux par
deux les diagonales, deux faces sont fixées.

On en déduit xg = (6,0,0,2,2). On a (xg, xg) = 3 donc cette représentation

s’écrit comme somme de trois représentations irréductibles. On calcule les produits

scalaires : (xg,x1) =1, (Xz: xc) =0, (X&: xs) =0, (xeg, xw) =1, (x&, xw’) = 1.
Ainsi, E=C@® W @ W’, comme G-module.
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