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Introduction

L’objectif de ce texte est la démonstration du théoreme de classification des
extensions abéliennes des corps locaux par la correspondance avec les corps de
classes, et d’en déduire le théoreme de Kronecker-Weber, qui énonce que toute
extension abélienne finie de Q est contenue dans une extension cyclotomique. Cette
démonstration prendra le chemin des théories du corps de classes générale et locale,
tout en commengant a partir de la construction de Q,. On s’efforcera d’étre le
plus direct sur ce chemin, hormis quelques petits a-cotés : quelques mots sur les
polygones de Newton, sur la structure des extensions d'un corps local, ou sur la
théorie du corps de classes générale infinie. Certaines connaissances de base en
théorie de Galois et en théorie algébrique des nombres seront supposées connues.

Dans notre texte, les deux premieres parties sont essentiellement inspirées d’un
cours de M2 de Pierre Colmez [4]. Néanmoins, certains éléments sont inspirés du
livre de Neukirch [1] (en particulier sur les groupes profinis), et le paragraphe sur
les polygones de Newton utilise aussi le livre de Robert [5], ainsi qu’un texte de
la préparation a l'agrégation de I'université de Rennes 1 [9] (pour le coté effectif).
Les trois parties suivantes sont, elles, tres fortement inspirées du premier livre de
Neukirch [1], avec parfois quelques incursions dans son second livre étudié ici [3],
qui contient intégralement le premier, a quelques reformulations pres. Pour les
considérations sur les bases de la théories de Galois, on peut consulter les livres
de Gozard [6] et, plus généralement, de Lang [7].

1 Présentation du contexte

Dans cette premiere partie, nous allons construire les objets de bases sur les-
quels portent la théorie du corps de classes local : valuations, corps locaux, en
particulier Q, et certaines de ses extensions, avec un petit détour par les poly-
gones de Newton.

1.1 Constructions de Q,, groupes profinis

Le premier objet qu’il convient de définir est QQ, : nous en donnerons plusieurs
construction au cours de ce texte, en particulier ici une en tant que complété de
Q, puis en tant que groupe profini.

1.1.1 Corps normés

Ici, nous allons étudier les corps muni d’une norme de corps, et notamment
voir que I'on connait toutes celles sur Q, ce qui permettra de définir une premiere

fois Q,.



Définition 1.1.1. Soit K un corps. On appelle norme sur K une application
|- : K — R,z |z| telle que :

(1) |z =0 x =0;
(i) |xy| = |2||yl;
(41) |z +y| < |z| + |yl

Elle est de plus dite wltramétrique si on a la condition (i7i') plus restrictive que
(iid") |z + y| < sup(|z], |y]).
Proposition 1.1.2. Si K est un corps et || une norme sur K, alors les conditions
suivantes sont équivalentes :
(1) || est ultramétrique ;
(ii) || est bornée sur ¢(Z) (avec ¢ : Z — K, 1 +— 1, pour limiter un peu les

abus de notations) ;
(i) Yz € Z, |p(z)] <1

Démonstration. Avec |1| = 1, on a directement (i) = (ii7) = (i7). Montrons
(i) = (). Soit M € R% tel que : Vo € Z, |¢p(z)| < M. Soit z,y € K, n € N*,
alors :

4yl = |+ ) \—12() i < (4 )M sup(lal, [y])™

En passant & la racine n-éme, on obtient |z +y| < (M (n+ 1)) sup(|z], |y]), ce qui
donne bien 'inégalité voulue en passant a la limite. O]

Corollaire 1.1.3. Toute norme sur un corps de caractéristique p # 0 est ultra-
métrique.

On peut naturellement définir une distance sur un corps muni d’une norme
(d(x,y) = |z — y|), nous allons voir quelques rapides aspects topologiques dans le
cas ol la norme est ultramétrique.

Lemme 1.1.4. Si || est une norme ultramétrique sur le corps K, et z,y € K tels
que || # [yl, alors |z + y[ = sup(|=], [y]).

Démonstration. On peut supposer, quitte a permuter, que |z| > |y|. Alors,

[z +y| < sup(|z], [y|) = 2| = [(z +y) — y| < sup(|z +yl, |y]).

Or on a |y| < |z|, et |x + y| < |z| < sup(|z + y|, |y|), donc nécessairement,
sup(lyl, [« +y[) < |z| < sup(lyl, [z +y]) et [z] = sup(|z + yl, [y]) = [z + y/, soit
finalement |z| = |z + y|. O



Proposition 1.1.5. Si || est une norme ultramétrique sur K, alors :

(i) Tout triangle est isoceéle ;

(7i) Tout point d’une boule en est "le centre” (i.e. si B = B(xq,r) avec xy € K,
re R, six e B, alors B= B(x,r), ouverte ou fermée);

(17i) Deux boules sont soit disjointes, soit l'une est contenue dans l'autre ;

(iv) Les boules sont a la fois ouvertes et fermées ;

(v) La topologie est totalement discontinue, i.e. les composantes connexes de
K sont les singletons.

Démonstration. Pour le (i), si x,y,z € K, alors on a avec le lemme : si |z — y| #
|z — z|, alors |y — z| = sup(|z — y|, |y — 2|), ce qui permet de conclure.

Pour le deuxieme point, si z1 € B(zg,r), r € R% (boule ouverte ou fermée),
alors siy € B(z1,7), on a d(xg,y) < sup(d(zo, z1),d(z1,y)) < r (ou < r pour le cas
de boules ouvertes), donc B(z1,7) C B(xg, 7). Comme, par définition, on a aussi
xog € B(xy,7), on en déduit I'égalité B(xy,r) = B(xg,r), ce que l'on souhaitait
démontrer.

Maintenant, si deux boules B; et By ne sont pas disjointes, si x € By N By,
alors By = B(x,r) et By = B(x,re) pour un certain r; et un certain ry, d’apres
(ii), ce qui donne le résultat.

Si B est une boule ouverte de rayon r € R, alors avec (ii) et (iii), si # € B*
(notation pour le complémentaire de B), alors B(z, ) C B¢, et donc B est ouvert,
donc B est fermée. Inversement, si B est une boule fermée de rayon r € R, le (ii)
donne directement que B est un voisinage de chacun de ses points, ce qui donne
bien le fait que B est ouverte.

Le dernier point se déduit du précédent : deux points distincts x et y ne peuvent
pas étre dans la méme composante connexe C, puisqu’on peut les séparer par deux
boules, B = B(x, 3|z —y|) et B(x, 5|z —y|), et alors B et B¢ étant a la fois ouverts
et fermés, C' N B et C'N B sont tout deux, disons, fermés, non triviaux, et C' n’est
pas connexe. ]

Définition 1.1.6. Deux normes sur un corps K sont dites équivalentes si elles
définissent la méme topologie.

Il se trouve que 'on peut caractériser les normes qui sont équivalentes :

Proposition 1.1.7. Deux normes ||1 et ||2 sur K sont équivalentes si et seulement
si il existe s € RY tel que ||y = | 3.

Démonstration. Si ||; = |3, alors les deux normes définissent les méme boules (les
boules de I'une sont des boules de 'autre (pas de méme rayon!)) donc la méme
topologie, et elles sont donc bien équivalentes. Réciproquement, on remarque que
si || est une norme sur K, alors |z| < 1 si et seulement si la suite (2™),en tend vers
0. Ainsi, si | |; et ||o sont équivalentes, par définition, la suite (z"),en converge pour
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'une si et seulement si elle converge pour 'autre. On a donc {x € K /|z|; < 1} =
{z € K/|z|a < 1}. Si cet ensemble est réduit a {0}, alors pour tout z € K*, on a
|z|1 = |z|] = 1 (comme |z||z7!| = 1), et les deux normes sont bien équivalentes.
Sinon, soit z € K* tel que |z|; < 1. Siy € K*, a € Z et b € N, alors :

Iy, < 1 & [yPa ™y < 1.

Alinsi, en passant au log,

{re@/r< 10g|y|1}:{r€Q/r< 10g|y|z}

log |y log |z
) ) , 1 1
Ces deux ensembles étant égaux, leur sup dans R sont égaux, donc lgi ||Z||1 = 123?\;7
I 1 .
ot enfin el — lelzh oo (i permet de conclure. ]
loglylz ~ log|z|2
Ezemple. On peut munir tout corps de la norme triviale : |x| = 1 si x # 0.

Correspondant a la topologie discrete sur K, elle est ultramétrique.
Exemple. La norme usuelle sur C est une norme de corps.

Exemple. Si L est un corps normé, et K un sous-corps de L, L est naturellement
un corps normé pour la norme restriction de la norme sur L.

Nous allons voir qu’on connait, a équivalence pres, toutes les normes sur le
corps Q.

Définition 1.1.8. Si n € Z, on définit la valuation p-adique de n par v,(n) =
sup {k € N/pk|n} (on av,(n) € NU{+oo}). Sir = ¢ € Q, on définit la valuation
p-adique de r par v,(r) = vy(a) —v,(b) (elle ne dépend pas du choix du numérateur
et du dénominateur).

Proposition 1.1.9. ||, : Q = R, z — p~ @) définit une norme sur Q, appelée
norme p-adique. Cette norme est ultramétrique.

Démonstration. Tout est conséquence directe de la décomposition en facteur pre-
mier des entiers. []

Théoréme 1.1.10 (Ostrowski). Une norme sur Q est équivalente soit a la norme
triviale, soit a la norme usuelle | |, soit & une norme p-adique pour un nombre
premier p donné.

Démonstration. Soit | | une norme non triviale. Supposons qu'’il existe k& € N tel
que |k| > 1. Comme |1| = 1, on a, par inégalité triangulaire, |k| < k, et donc
il existe a € ]0,1] tel que |k| = k% Soit m € N, m peut s’écrire en base k :



m = Y a;k', avec a; € {0,...,k —1} et a, # 0. On a en particulier k™ < m.
Comme |a;| < a; <k —1 et |k?| = |k|*, on en déduit :

LI k—1
<(k—-1 kK = ——
ml < (k=) YK = 25

=1

PRAGERY

k(n—l—l)a -1
( ) S e

e < C’ma,

ou C = ’“2&’:” > () est une constante qui ne dépend pas de m.
Appliquons cette inégalité & m', on a |m|' < Cm!®. Si on prend la racine I-éme

et qu’on passe a la limite [ — 400, on obtient |m| < m®. Au final log|m| - log |k

7 logm logk *
: At s : log|m| _ loglk| q; :
Si on suppose que |m| > 1, alors par symétrie, on obtient Togm = Togh - Sinon, il

existe [ € N tel que |k'm| > 1, et en appliquant ce qui précéde & k'm, on obtient la
méme égalité pour tout m € N. Par multiplicativité de la norme, on | — 1| = 1, et
on peut en déduire directement que |z| = |z|% pour tout z € Q. Ainsi, s’il existe
k € N tel que |k| > 1, | | est équivalente a la norme usuelle.

Maintenant, si VI € N, || < 1, c’est en particulier vrai pour tout nombre
premier p. Par décomposition en facteurs premier de tout entier, la norme étant
supposée non triviale on en déduit que nécessairement, il existe p premier tel que
Ip| < 1. S'il existe un autre entier premier ¢ tel que |g| < 1, alors par le théoréme
de Bézout, pour tout n € N*, il existe u,,v, € Z tel que u,p" + v,q" = 1. On a
alors pour tout n :

1= 1] = funp”™ + vnq"| < funl[p|" + |vallg]™ < |p[" +[gl",

ce qui est absurde avec |p| < 1 et |g| < 1. On a donc un seul nombre premier, p, tel
que |p| < 1, et tout les autres sont de norme 1. On en déduit alors que si x € Q,
T = pl% avec | € Z, a \Np =0bAp =1, alors par multiplicativité de la norme, on a
lz| = [p|', ce qui montre directement que | | est équivalente a la norme p-adique,

et clot la démonstration. O

La formule suivante permet de comprendre pourquoi on a normalisé la norme

p-adique avec |p| = % (alors que |p| valant n’importe réel de |0, 1] définirait une

norme équivalente).

Théoréme 1.1.11 (Formule du produit). Soit x € Q*, alors :

2l x ] 2l =1

p premier

Démonstration. Il suffit d’écrire la décomposition de = € Z* en facteurs premiers.
On notera que le produit infini a presque tout ses termes égaux a un. O



1.1.2 Complétion

Définition 1.1.12. Si K est un corps normé, on notera (dans cette premiere partie
seulement) K 'ensemble des suites de Cauchy a valeurs dans K, soit 1’ensemble :

{(@n)nen,/ Ve > 0,IN € N,Vn > N,Vp € N, |ap1p — an| <e}.
On notera I C K l'ensemble des suites & valeur dans K qui convergent vers 0.

Nous allons montrer que I est un idéal maximal de K, qui est un anneau, et
que K /I est le complété de K.

Lemme 1.1.13. (i) Si (ap)nen € K, alors la suite (|an|)nen converge dans
R-i- ;
(it) Si de plus, || est une norme ultramétrique et (a,)nen ¢ I, alors la suite

(|an|)nen est constante a partir d’un certain rang;
(177) Sia = (ap)nen €t b= (by)nen sont dans K et différent d’un élément de I,
alors limy, 4 o |ay| = lim,, . { |bn].

Démonstration. Pour le premier point, I'inégalité triangulaire donne ||a,4,|—|an|| <
|antp — an| quels que soient n et p, ce qui montre directement le fait que (|a,|) est
de Cauchy si (a,) l'est, R, étant complet.

Concernant le deuxiéme point, si @ = (a,)nen € K \ I, alors il existe § > 0
et N € Ntelsquesin > NetpeN, onala,| > 26 et |a,, —a,] < $. Ona
alors |an+p — ay| < |ay,|, et comme || est ultramétrique, alors |a,4,| = |a,| (sinon,
|antp — an| = sup(|ay,|, |a,|), ce qui est absurde), ce qu’on souhaitait démontrer.

Enfin, pour le dernier point, ||a,| — |b,||| < |an — b,| et 'hypotheése énonce que
a, — b, tend vers 0, d’ou le résultat. O

Lemme 1.1.14. K est un anneau et I en est un idéal mazimal.

Démonstration. Pour voir que K est un anneau, la seule chose non immédiate
est le fait que le produit de deux suites de Cauchy reste de Cauchy. On peut le
montrer en écrivant |a,1pbntp — anbn| = |@nip(bpyp — bn) + by(antp, — ay)|, puis
en utilisant 'inégalité triangulaire et le fait qu’une suite de Cauchy est bornée.
L’élément unité est bien sir la suite constante égale a 1. Le fait que I soit un idéal
est aussi immédiat, par les mémes manipulations.

Si a = (an)neny € K\ I, avec le lemme précédent, (|a,|), converge, mais pas
vers 0 vu la définition de (a,). Il existe alors 6 > 0 et N € N tel que si n > N,
la,| > & > 0. Mais alors, en posant b, = 0 pour n < N et b, = a, ! pour n > N,

—1 1

on obtient une suite de Cauchy. En effet, a, !, — a;* = — —(an — @nyp), donc
nan+p
-1

n+p Y%
ce qui montre que a € K \ I est inversible dans K /I, et donc I est bien un idéal
maximal. ]

la apt] < 35|an — anip|- Ainsi, on a bien (b,) € K, et méme (apb, — 1) € I,



_Ainsi, K = K/I est un corps, et avec le (iii) du lemme 1.1.13 | | | s’étend bien
a K, en prenant pour |a|, avec a = (ay,)nen, la limite de |ay,|.

Proposition 1.1.15. || est une norme sur K (qui reste ultramétrique si elle Uest
sur K) et K est complet pour cette norme, et contient K (identifiés aux classes
des suites constantes) comme sous-corps dense.

Démonstration. La multiplicativité de la norme et I'inégalité triangulaire (et éven-
tuellement ultramétrique) passent bien & la limite. D’autre part, |a| = 0 dans K si
et seulement si @ = (an)nen et |an| — 0, soit si et seulement si a € I, et || étendue
a4 K en fait bien un corps norme.

Pour ce qui est de la densité, si a = (a,)nen € K, alors (dans K) |a — a,| <
SUP,en+ |Antp — Gnl, €t donc tend vers 0 comme (a,,) est de Cauchy. Alors, dans K,

on a a = lim, ., a,, et K est bien dense dans f(;

Enfin, si (a,)nen est une suite de Cauchy de K, alors comme on vient de voir
que K est dense dans K on peut trouver b, € K tel que la, —b,| < 27", et alors b,
est de Cauchy dans K, donc converge dans K par définition de K et K Sa limite
est alors aussi celle de (a,)nen et on a bien le résultat sur la complétude. O

Définition 1.1.16. Le corps l?, muni de la norme | |, est le complété de K pour
la norme | |.

Ezemple. R est le complété de Q pour la norme | |, (mais la construction précé-
dente ne founit pas une construction de R, car elle utilise le fait que R soit complet,
dans le premier lemme).

Ezemple. Le complété de K(X) pour la norme | |x (définie par valxy de méme que
les | |, pour Q) est K((X)), corps des séries de Laurent a coefficient dans K.

Définition 1.1.17. On note Q,, corps des nombres p-adiques, le complété de Q
pour la norme | |,.

Remarque. D’une maniere similaire, on peut compléter 'anneau Z muni | |, pour
: ; . ; , . -

obtenir Z,, ’anneau des entiers p-adiques. On peut alors vérifier que Q, = Frac(Z,).

L’intérét de ce point de vue se situe dans le fait que, de maniere similaire a la

construction des séries formelles par rapport aux polynomes, si on écrit les élé-

ments de Z en base p, i.e. si x € Z, alors x = meoazp ou a; € {0,--- ,p— 1}
, on a une écriture pour les éléments de Z,, si x € Z,, alors z = 3 0 a;p"
ou a; € {0,---,p—1}. Ainsi, si + € Q,, on peut écrire z = Zf_oﬁk a;p’ ou

a; €{0,--- ,p—1}, et k, € N.



1.1.3 Groupes profinis

Nous allons voir une deuxieme construction, classique, de Q, a partir de groupes
profinis. Ces derniers réapparaitront un peu plus loin, et de maniere cruciale, dans
la définition du groupe de Galois G(Q|Q).

Définition 1.1.18. Un groupe profini est un groupe topologique GG qui est compact
(et séparé) et a une base de voisinages ouverts de 1 constitués de sous-groupes
distingués.

Nous allons voir que les groupes profinis sont exactement les limites projectives
de groupes finis.

Définition 1.1.19. Un ensemble dirigé est un ensemble ordonné I tel que Vi, €
13" el i <

Un systéeme projectif d’ensembles (de groupes, anneaux...) sur un ensemble
dirigé I est une famille

d’ensembles G; et d’applications (de morphismes de groupes, d’anneaux...) f;; :
G; — G telles que, sit < j < k,

fi,k = fi,j o fj,k-

On définit alors la limite projective G = lim._ GG; de ce systéme projectif comme
’ensemble (groupe, anneau, ...) :

G = {Hai e [[Gi/ fijlo;) =0y, sii < j},
el iel

Si les G; sont des espaces topologiques et que les f;; sont des applications
continues, alors G est un fermé de l'espace topologique produit [];c; G;.

Proposition 1.1.20. 5i G est un groupe profini, et si N parcours les sous-groupes
distingués ouverts de G, alors (comme ensemble et comme groupe topologique) :

G =lim G/N.
Réciproquement, si {G;, f;;} est un systéme projectif de groupes finis G;, alors

est un groupe profini.
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Démonstration. Soit G un groupe profini, et soit {N;, i € I} la famille des sous-
groupes distingués ouverts de G. Comme G est compact, chaque N; ne donne lieu
qu’a un nombre fini de classe d’équivalence g/N; modulo N;, comme ’ensemble des
gN; pour g € G forme un recouvrement ouvert de G. Ainsi, G; = G/N; est un
groupe fini. On écrira ¢ < 7 si N; D Nj, et f;; : G; — G, pour les projections
canoniques. Alors {Gj, f;;j} est un systéme projectif de groupes finis, et on va
montrer que :

f: G—>li£nGi, Ul—)HO‘i, o, =0 mod N,,
iel
est un isomorphisme et un homéomorphisme.

f est injective car le noyau de f est l'intersection ;e NV; qui vaut {1} car G
est séparé. Les groupes Ug = [Ligs G; X [Lies{1c,}, avec S parcourant les sous-
ensembles finis de I, forment une base de voisinages ouverts de 1 dans [];c; G;.
Comme f~1(UsNlim._ G;) = NiesN; qui est ouvert (S fini), f est continue. Comme
G est compact, son image par f est fermée dans lim._ G;. Par ailleurs, cette image
est dense. En effet, si @ = [[;c;0; € lim_ G; et (Us Nlim._ G;) est une base de
voisinages ouverts de @, alors on peut choisir ¢ € G tel que son image par G —
G /Ny, avec Ny = [I;cg N; est envoyée sur oy, de telle maniere que ¢ mod N; = o
pour tout ¢ € S, c’est a dire f(o) € g(Us Nlim._ G;). Ainsi, f(G) est dense dans
lim_ G; et donc f(G) = lim. G;.

Comme G est compact, f est une application fermée, donc ouverte. Finalement
f est un isomorphisme et un homéomorphisme.

Réciproquement, si {G;, f;;} est un systeme projectif de groupes finis, en
considérant les GG; comme munis de la topologie discrete, il sont compacts. Alors
G = lim._ G; est un sous-groupe fermé du groupe compact (par le théoréme de Ty-
chonov) [[;c; G, donc est un groupe compact. Les sous-groupes distingués Us NG
ouUg = [Ligs G; X [Lies Hi, avec S un sous-ensemble fini de I, H; un sous-groupe
distingué de G;, forment une base de voisinages ouverts de 1, et ainsi, G' est un
groupe profini. O]

Remarque. On a vu au passage que si N est un sous-groupe ouvert de G, alors
il est d’indice fini. Réciproquement, si un sous-groupe N est d’indice fini, il est
clairement le complémentaire d’une union finie de fermés (les classes autres que
celle de 0 modulo N), donc ouvert.

Maintenant, voici deux exemples fondamentaux de groupes profinis :
Exemple. Si p est un nombre premier, alors les anneaux Z/p"Z forment un systéme
projectif avec pour f; ; les projections canoniques Z/p’Z — Z/p'Z, i < j. La limite
projective lim. Z/p"Z est 'anneau des entiers p-adiques Z,. En effet, a partir de
écriture en base p (si z € Z,, * = S ¥ aip’, a; € {0,---,p—1}), on peut
aisément imaginer un isomorphisme Z, — lim.. Z/p"Z.
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Ezemple. Les anneaux Z/nZ, n € N forment un systéme projectif, avec pour ordre
celui donné par la relation de divisibilité, et pour f;; les projections canoniques
7)j7 — ZJiZ, i|j. La limite projective Z = lim._ Z/nZ est appelée le groupe de
Priifer, ou simplement "Z chapeau’...

Remarque. On montre que les nZ sont exactement les sous-groupes ouverts de Z
et on montre alors que Z/nZ ~ Z/nZ, et par le théoreme chinois, si n =[], pvr(™)
on a Z/nZ ~ Z/nZ = ], Z/p’»™Z. En passant & la limite projective, on obtient
7 =11, Zy,

Nous allons étudier un peu plus finement les propriétés de Z :

Définition 1.1.21. On appelle groupe procyclique un groupe profini G, qui est
topologiquement engendré par un élément o € G, c’est-a-dire que G est ’adhérence

de (o) = {ko, k € Z}.

Exemple. Deux cas particuliers de groupes procycliques sont Z, et Z, tout deux
engendrés par leur élément 1.

Proposition 1.1.22. Les sous-groupes ouverts d’un groupe procyclique G sont les
nG, avec n € N*.

Démonstration. nG est fermé car c’est I'image du compact GG par le morphisme
continu G — G, v — n7y. De plus, G/nG est fini. En effet, si 0 engendre topologi-
quement G, alors G/nG admet le groupe fini {ko mod nG,/0 < k < n} comme
sous-groupe dense. Or G/nG est compact, comme image de G par la surjection
canonique, donc fermé, et ainsi, il coincide avec la cléture de ce groupe fini, soit
lui-méme. Ainsi G/nG est fini, de cardinal au plus n. Réciproquement, si H est
un sous-groupe ouvert de G, d’indice n, alors nG C H C Getn=(G: H) < (G :
nG) < n, et ainsi H = nG. O

En fait, 7 est le prototype des groupes procycliques.
Proposition 1.1.23. Tout groupe procyclique G est un quotient de Z.

Démonstration. Pour tout n, on a un homomorphisme surjectif :
Z/nZ — G/nG, 1 mod nZ+— o mod nG,

ainsi, en passant a la limite projective, on obtient une surjection 7 — G, ce qui
donne le résultat. O

Remarque. D’un autre coté, tout morphisme continu surjectif G — Z doit étre
un isomorphisme, puisque pour tout n, il induit un isomorphisme G/nG — Z/nZ
(surjectif, puis pour raisons de cardinalité).
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1.2 Corps valués

Apres avoir vu quelques comportements de corps munis d’'une norme, nous
pouvons préciser notre étude aux corps munis d’une valuation :

1.2.1 Corps valués et corps ultramétriques

Définition 1.2.1. Si K est un corps, une valuation v sur K est une application
K — RU {400}, x +— v(z), telle que :

(i) v(z) =400 & 2 =0;

(i) v(zy) =v(@) +v(y);

(iii) v(z +y) = inf(v(z),v(y)).

Valuations et normes sont étroitement liées dans le cas des normes ultramé-
triques :

Remarque. (i) Si K est un corps muni d’une norme ultramétrique || et si A < 0,

alors : K — RU{+o0} définie par v(z) = Alog |z| est une valuation sur K.

(ii) Réciproquement, si v est une valuation sur K et 0 < a < 1, alors |z| = a*®)
défini une norme ultramétrique sur K.

(iii) On peut alors en déduire : si v(x) # v(y), alors v(z +y) = inf(v(x), v(y)).

Définition 1.2.2. On dit que la valuation est discréte si v(K™) est un sous-groupe
discret de R (i.e. de la forme aZ), et qu’elle est normalisée si v(K*) = Z.

On a vu qu’il est équivalent de raisonner en termes de normes ultramétriques
et en termes de valuations. On utilisera les deux visions par la suite.

Ezxemple. — La valuation p-adique v, défini une valuation sur Q, puis sur Q,
(et donc le nom "valuation" est bien cohérent avec ce qui précéde).
— La valuation en X, vx défini une valuation sur K (X), puis sur K((X)).

Remarque.  — Si K est muni d’une valuation v, on a vu lors de la construction
de K que si (a,) € K, alors v(a,) constante a partir d'un certain rang. On
en déduit que v(K*) = v(K*).

— Une suite est de Cauchy si et seulement si v(u, 41 —u,,) tend vers +00. Ainsi,
si K est complet, une suite converge si et seulement si v(u, 1 — u,) — +00,
et en particulier, une série converge dans K si et seulement si son terme
général tend vers 0 (ou la valuation de son terme général tend vers +o0).

On peut définir le corps résiduel d’un corps valué :

Proposition 1.2.3. 5S¢ K est un corps muni d’une valuation v, alors Og =
{z € K v(z) > 0} est un anneau local d’idéal mazimal myx = {x € K /v(x) > 0}

13



Démonstration. La définition d’une valuation donne directement le fait que O est
un anneau et mg un idéal. Reste a voir pourquoi il est maximal. Si z € Ok \ mg,
alors v(z) = 0, et donc v(z™') = 0 et 7' € Og \ mx ce qui permet de conclure
sur la maximalité. En fait, on a méme Ok \ mx = U(Og), le groupe des unités de
Og. m

Définition 1.2.4. Ok est l'anneau des entiers de K, et le corps kx = Ok /m
est le corps résiduel de K.

Ezemple. L’anneau des entiers de K ((X)) est K[[X]], et son corps résiduel est K.

FEzemple. L’anneau des entiers de Q, est Z,, son idéal maximal est pZ, et son
corps résiduel est Z/pZ.

Cette derniere affirmation découle du lemme suivant :
Lemme 1.2.5. L’application naturelle Z/p"Z — Z,/p"Z, est un isomorphisme.

Démonstration. Soit x € Z N p"Z,, on a v,(x) > n donc z € p"Z. Cela donne
I'injectivité.

Soit x € Z, et T son image modulo p". Comme Q est dense dans Q,, il existe
r € Q tel que v,(z —r) = n. On a alors v,(r) > 0 (sinon, n < v,(x — 1) =
inf(v,(z), vp(r)) = vp(r) ce qui est absurde). On écrit r = ¢. Comme v,(a) >
vp(b) et quitte a diviser numérateur et dénominateur par p?®)on peut supposer
bAp=1.Soit ¢ € Z tel que bc =1 mod p". Alors v,(r — ac) = v,(at7%) =

b
vp(a) + vp(1 —bc). On a v,(a) = n et v,(1 — be) > n, donc au final :

vp(z — ac) = inf(v,(x — 1), v,(r — ac)) = n,

et ac a pour image T dans Z,/p"Z, ce qui permet de conclure. O

1.2.2 Le lemme de Hensel

Les corps valués complets possedent un analogue de la méthode de Newton
réelle, le lemme de Hensel, qui nous donnera un puissant outil de démonstration
d’existence de racines. Nous ne le verrons pas, mais il sert aussi, de maniere effec-
tive, a "remonter' des factorisations.

Théoréme 1.2.6 (Lemme de Hensel). Soit K un corps valué complet. Soit [ €
Ox[X]. Soit x € O. Supposons que |f(x)| < |f'(z)|?. Alors il existe £ € O tel
que & est une racine de f et | — x| = \f,((?)\ < |f'(z)]. Cette racine est la seule
dans la boule ouverte B(z,|f'(x)|).

14



Démonstration. On définit (z,,)nen € O par T,11 = z, — }c,((g;”)) et zo = x. On va

montrer que la suite est bien définie, et qu’elle converge vers une racine de f.

On pose ¢ = —| fJ,C ((;”))2\ < 1. Montrons par récurrence forte sur n que z,, est bien

définie, | f/(aa)] = |f'(@)], [@n — @ama| < |/ (o), et | f (@) < | f (o) "
L’hypotheése nous donne |f'(xg)] > 0 et donc z; est bien défini. On a alors

T — X9 = _;c/(&)) = —f],c((j))Q f(x). Donc |z1 — xo| = ¢|f'(x0)| (qu'on souhaitait

2
montrer). De plus, on a (z; — z¢)? = (]{C,((?)) = cf(x) donc |x; — zo|* = c|f(2)].

La formule de Taylor pour les polynomes, a l'ordre 1 et pour f’, nous donne :

f'(@1) = (o) + (z1 — m0)s,

avec s € Ok, donc |s| < 1. Ainsi,

(1) = f'(o)| < |21 — 2ol = el f'(wo)| < [f'(wo)].
On en déduit que (norme ultramétrique) |f'(z1)| = |f'(xo) + (f'(x1) — f'(z0))] =
| (o)

La formule de Taylor pour les polynomes, a l'ordre 2 et pour f, nous donne :

f(@1) = fzo) + (21 — x0) [ (w0) + (21 — m0)?r,
ou r € Og. Par définition, f(zo) + (x1 — o) f'(z9) = 0, donc

|f(21)] < |21 — 20| = | f(z0)],

ce qui termine l'initialisation de la récurrence.
Pour ce qui est de I'hérédité, on remarque que si la suite est définie jusqu’au
rang n — 1 > 0, alors d’apres les hypotheses :
| f(@n1) a1 [ (20)? gn-1

| K - = < 1.
f/(xnfl)ﬂ ‘ ‘

fr(@p-1)?
On peut donc appliquer les calculs qui précédent avec x,,_; a la place de zy. On
obtiendra alors exactement la démonstration de I’hypothéese de récurrence au rang
n.

On peut donc conclure la récurrence. Maintenant, on a :

[f ()] < | (o)
donc f(z,) — 0;

|Tn — Tno1] < CQn_l|fl(x0)|

donc la suite (z,,) est de Cauchy dans K complet, elle converge alors dans
K. Comme de plus, Ok est, par définition, un fermé de K, (x,) converge
dans Ok vers £ € Og.
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— On voit facilement que les polynémes définissent des fonctions continues.
Comme f est un polyndme, il est continu, donc f(§) = 0.
— De plus, on remarque que, f” étant continu et |f'(x,)| = |f'(z)|,ona|f' ()| =
7).
Enfin, pour ce qui est de 'unicité, soit n = £ + h une autre racine de f, avec
|h] < |f'(x)| = |f'(§)|- La formule de Taylor pour les polynémes, a 'ordre 2 pour
f,en &, donne :

0= f(n) = f&)+hf(&)+ht
avec t € O, donc |t| < 1.

Ainsi (£(€) =0),
0= h(f'(€) + ht),

ce qui est absurde si h # 0 car |ht| < |f'(£)]
On a donc montré le résultat, ainsi, au passage, que la vitesse de convergence
de la méthode (ordre 2). O

Corollaire 1.2.7. Soit f € Ox[X] un polynéme unitaire et soit f la réduction de
f modulo mg. Si @ est une racine simple de f dans k, alors il existe & € Ok,
unique, dont la réduction modulo my est @, et tel que f(&) = 0.

Démonstration. Soit @ € Ok dont la réduction modulo my est @. Supposer que
@ est racine simple de f revient & dire que v(f(a)) > 0 et v(f'(a)) = 0, ce qui
nous place exactement dans les conditions d’applications du lemme de Hensel, et
permet de conclure. O

Maintenant, nous allons voir que le lemme de Hensel peut, sous une version
un peu différente, permettre de relever, non seulement des racines, mais aussi des
factorisations.

Définition 1.2.8. Si g € K,[X] et h € K,,[X], on note 6,, l'application de
K, [X] ® K, [X] dans K,,,+,[X] qui & (u,v) associe ug + vh, et on note R, (g, h)
le déterminant de la matrice de 6,; exprimée dans les bases (e;,€;)i<m,j<n €t
(€k)i<min- Clest le résultant de ces deux polynéomes (modulo la considération de
ces polynomes dans des espaces trop "gros").

Lemme 1.2.9. R, ,(9,h) = 0 si et seulement si degg < n —1 et degh < m —1
ou g et h ne sont pas premiers entre euz.

Démonstration. Sidegg < n—1et degh < m —1, alors 0, ,(K,,[X] @& K,[X]) C
Ky im+41[X] et 0, ne peut étre bijective pour des considérations de dimension. Si
g et h sont divisibles par w avec degw > 1, alors 6, , (g, —%) = 0 et 0, n'est pas
injective. Ainsi, dans chacun de ces deux cas, Ry, (g, h) = 0.
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Réciproquement, si ¢ A h = 1, alors une solution de I’équation gu + hv = 0
doit vérifier glv et h|u, donc si (u,v) # 0, degg < degv et degh < degu. Or,
si degg = n ou degh = m, comme on regarde (u,v) € K, [X] & K,[X], c’est
absurde. Ceci implique que 6, est injective, donc bijective pour des considérations
de dimension. Ainsi, on a bien Ry, (g, h) # 0. O

Définition 1.2.10. Si f = Y1 ja; X" € K[X], on définit vg(f), valuation de
Gauss de f, par la formule vg(f) = infogicn v(a;). On peut remarquer qu’elle
correspond, sur K,[X], & la norme infinie de K™,

Théoréme 1.2.11 (Forme forte du lemme de Hensel). Soit C' > 0 et soient
f,9,h € Og[X] tels que :

(i) degg < mn, degh <metdegf—gh<n+m-—1;

(7i) va(f — gh) =2 C 4+ 20(Rmn(g,h)) (en particulier, cela suppose que ce ré-

sultant est non nul),

alors il existe des polynomes §,h € Ok[X] tels que l'on ait :

(i) deg(§ —g) <n—1 et deg(h —h) < m—1;

(i1) va(g — g) = C 4+ v(Rmn(g,h)) et vg(h —h) = C+v(Run(g, h));

(iii) f = gh.
Démonstration. L’essentiel de la preuve sera de se ramener au théoreme de point
fixe de Picard.

En effet, on cherche (u,v) € K,[X]| @ K,,[X] tel que :

f=(g+v)(h+u)@f—gh—uv:gquhv(:)(u,v)zé;,ll(f—gh—uv).

On remarque que I'hypothese (ii) montre, avec le lemme précédent, que 6 ; o €st
bien définie.

Soit ¢(u,v) =0, (f — gh — uw), on est ramené a chercher un point fixe de ¢.
Soit B = {(u,v) € K [(X] & K, [X], inf(ve(u),va(v)) = C + v(Rmnl(g, b))}

B est une boule fermée de K, [X]® K,,[X], donc en particulier, B est complet.

Lemme 1.2.12. ¢ est une application strictement contractante de B dans lui-
méme.

Démonstration. Soit (u,v) € B, alors

va(f — gh —uwv) < inf(vg(f — gh),vg(uv))
<inf(C + 20(Rmn(g, 1)), 2C 4 20(Rimn(g,h))) = C + 20(Rpun(g, b))

D’autre part, comme g et h sont a coefficient dans O, alors 0, a tous ses

coeflicients dans O et la matrice de G;i est donc & coefficients dans WO K,
9 m,n 9
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et va (0,
si (u,v) e

UG<¢<U7 U) - (;5(11/, Ul))

() =2 vg(x) —v(Ryn(g, h)). Ainsi, ¢ envoie B dans lui-méme. De plus,
t (u',v") sont dans B alors :

Ug(e; (uwv — u'v"))

va(u(v —v") + v (u—u')) — v(Rmn(g,h))
inf(ve(u) + ve(v —v'),v6(V") + va(u — u') — V(Rmn(g, b))
¢+ inf(vg(u — '), vg(v — ")),

WV \\/ WV

et ainsi, on a bien le fait que ¢ soit contractante. O

On peut donc appliquer le théoréme du point fixe de Picard dans B, et on a
montré le théoreme. O

Corollaire 1.2.13. Soient f,g,h € Ok[X] tels que : g est unitaire de degré n,
degh < m et deg(f — gh) < n+m — 1, les réductions g et h et de g et h modulo
my sont premiéres entre elles, et va(f — gh) > 0. Alors il existe § et h € Og[X],
uniques, tels que deg(g—g) < n—1, deg(h—h) < m—1, vg(§—g) > 0, vg(h—h) > 0
et gh = f.

Démonstration. Comme g et h sont premiers entre eux, on a R, (g, h) # 0. Ceci
implique v(R,,n(g,h)) = 0. On peut alors appliquer le théoreme précédent pour
n’importe quel C' € R tel que vg(f — gh) = C > 0, et il suffit alors de faire tendre
C vers 0 pour obtenir le résultat.

]

Corollaire 1.2.14. Soit f € K[X] un polynome unitaire irréductible tel que f(0) €
Og. Alors f a tout ses coefficients dans Op.

Démonstration. Soit i le plus grand indice tel que v(a;) soit minimal. On a ve(f) =
v(a;) et si on pose :
a; (X)) =0, X" 4+ b X X b X by,

alors les by, sont dans Ok, et en particulier, v(b;) > 0sii+1 < k < n. Remarquons
que si on pose g(X) = X+ b X 4+ byet h=1+b,X"" alors a; ' f =
gh modulo my. On est en fait exactement dans les conditions d’applications du
corollaire précédent, qui nous donne g et h dans Ok[X] tels que f = a;gh, vu les
définitions, ni g, ni h ne soit constant, ce qui contredit I'hypothese f irréductible,
et donne le résultat. O
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1.3 Clé6ture algébrique d’un corps valué complet, le corps

Cp

Muni de ces résultats, nous allons pouvoir étudier la cloture algébrique d’un
corps valué complet, ainsi que le comportement par rapport a la complétion d'un
corps algébriquement clos. Au passage, on montrera le théoréme fondamental sur
les extensions de valuations et on donnera quelques mots sur la théorie des poly-
gones de Newton.

1.3.1 Espaces vectoriels de dimension finie sur un corps normé complet

Ici, nous allons voir que 1’équivalence des normes en dimension fini ne concerne
pas seulement les R-espaces vectoriels, mais que seul le fait d’étre un corps normé
complet suffit.

Proposition 1.3.1. Soit K un corps normé complet, et V' un espace vectoriel de
dimension finie sur K. Alors toutes les normes d’espace vectoriel sur V qui sont
compatibles avec la norme sur K (i.e. que |[Az|| = |A|||z]| si A € K, x € V) sont
équivalentes et rendent V' complet.

Démonstration. Montrons qu’elles sont toutes équivalentes a la norme "infinie',
par récurrence sur la dimension, et qu’elles rendent I’espace complet.

Si V' est de dimension 1, on n’a rien a prouver.

Sinon, si on a le résultat pour tout K-espace vectoriel de dimension n — 1 >
1, alors soit V un K-espace vectoriel de dimension n et || || une norme sur V'
compatible avec la norme sur K.

Soit (ey,...,e,) une base de V. On a :

2]l = llzrert- - +anenl| < (leall+--+lleall) sup(lzal, .- fzal) = (lleall+ - +lenlD 2[00,

ce qui montre la premiere inégalité pour 1’équivalence des normes.

Montrons la seconde par l'absurde : supposons qu'il existe une suite z¥) =
eWey + - 4 e, qui tende vers 0 pour la norme || || mais pas pour la norme
infinie.

Alors, il existe C' > 0,4 € {1,...,n} et ¢ : N — N strictement croissante,
#(k)

tels que pour tout k& € N, on ait |z; | > C. Ainsi, la suite de terme général

22) o) .

Uk = e + oo+ Simen tend encore vers 0 pour la norme || ||. Ainsi, e; est
dans I'adhérence de Véct(el, ey €i1,€i41,.-.,€n) qui est complet donc fermé par
hypothese de récurrence, ce qui implique e; € Vect(er, ..., € 1,€i11,-..,6€n), CE
qui est absurde.

Par ailleurs, la norme infinie rend bien V' complet : étre de Cauchy pour || ||«
implique I'étre pour chaque coordonnées, et K est supposé complet. On a donc
montré 'hérédité, et le résultat par récurrence. O
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1.3.2 Extensions de valuations

Apres avoir vu I’équivalence des normes en dimension finie, nous allons en
déduire qu’il n’y a qu'une maniere de prolonger une valuation sur un corps complet
a une extension finie de celui-ci.

Définition 1.3.2. Soit L une extension finie d'un corps K, et x € L. Alors on
définit la norme de x de L sur K, Ny x(x) comme le déterminant de I’'endomor-
phisme y +— 2y du K-espace vectoriel L. Si P = X%+ --- 4+ aq est le polynome

d [L:K]

minimal unitaire de  sur K, alors Ny /k(z) = ((=1)%o) @

Théoreme 1.3.3. Soit K un corps complet pour une valuation v, et soit L une
extension finie de K. Alors il existe une unique maniére de prolonger v en une
valuation de L. De plus, si x € L, alors :

1
[L: K]

v(z) = V(N ()).

Démonstration. Considérons d’abord I'unicité : L peut étre vu comme un K-espace
vectoriel de dimension finie [L : K. Si vy et vy sont deux valuations sur L prolon-
geant v sur K, alors par I’équivalence des normes en dimension finie et la carac-
térisation de cette équivalence en terme de valuations : il existe s € R% tel que
vo(x) = svy(z). En prenant z € K, on obtient s = 1, ce qu’on voulait démontrer.

Maintenant, pour l'existence, montrons que la formule donnée défini bien une
valuation sur L. La seule chose, non immédiate, a vérifier est I'inégalité ultratrian-
gulaire : v(a + () > inf(v(a),v(5)). En soustrayant v(«) ou v(3) de chaque coté
de légalité (et en supposant «, 3 # 0, sans ¢a, il n’y a rien & montrer), on est
ramené a v(1 + z) > inf(0,v(z)) et v(1 + 2) > inf(0,v(2)) Ceci revient alors a
montrer que si v(z) > 0, alors v(1 + z) > 0 (en effet, montrer cette implication
couvre bien le second cas de v(1 + x) > inf(0, v(x)), qui se raméne bien I'inégalité
ultratriangulaire).

Soit x € L, supposons que v(Np/k(x)) = 0 et montrons que v(Np k(1 +
7)) = 0. Soit f(X) = X%+ -+ ag le polynome minimal de z sur K. On a alors
(par multiplicativité des degrés) d|[L : K] et Np/k(z) = ((—1)da0)[L:TK]. Ainsi,
v(Np/k(x)) = 0 implique ay € Ok et l'irréductibilité de f implique alors f a
coefficients dans Og, d’apres le corollaire 1.2.14. De plus, le polynéme minimal
de 1+ x est f(X — 1) et donc Np (1l + z) = ((—1)df(—1))¥ € Og, ce qui
conclut. O

Remarque. Le résultat est faux si K n’est pas complet. Par exemple, si K = Q
muni de vs, et si L = Q(i), alors on a dans L, 5 = (2 —4)(2 + i), décomposition en
facteurs premiers, et donc on peut définir naturellement sur L les valuations v,_;
et vo44, qui prolongent toutes deux vs sur K.
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Corollaire 1.3.4. Si K est une cloture algébrique de K, il existe une unique
maniére de prolonger v a K. De plus, Aut(K /K) agit sur K par des isométries.

Démonstration. L'unicité est directe par le résultat précédent, de méme que I'exis-
tence, en considérant x € K comme z € L = K(z). Enfin, si on remarque que si
re K, o€ Aut(K/K), alors Nk k(%) = Ni(o(2))/x(0(T)).

]

Corollaire 1.3.5. Si P € K[X] est irréductible, alors toutes ses racines dans K
ont la méme valuation.

Démonstration. Aut(K/K) permute transitivement les racines d'un polyndme ir-
réductible, ce qui permet de conclure. O

1.3.3 Polygone de Newton

Ces outils étant développés, nous pouvons maintenant considérer la théorie des
polygones de Newton, outil puissant d’étude des polynomes. Elle nous permettra,
par exemple, de donner une généralisation du criere d’Eisenstein.

Pour ce qui suit, on fixe une cléture algébrique de K et on va prendre les
racines des polynomes de K[X] dans cette cloture. Ce qui précéde montre qu’on
peut aussi considérer leurs valuations.

Définition 1.3.6. Soit f(X) = ag + -+ + a, X" € K[z] un polynéme. Soit P =
{(0,v(ag)), ..., (n,v(an))}.

On définit le polygone de Newton de f comme I’ensemble des points d’abscisse
dans [0,n] qui sont au-dessus de I'enveloppe convexe "inférieure" de P, ainsi que
cette enveloppe convexe. On entend par enveloppe convexe "inférieure" I’enveloppe
convexe des points de P, a 'exception de ceux qui sont au-dessus du segment
joignant (0, (ag)) a (n,v(a,)).

Cela correspond aussi au graphe de la plus grande fonction convexe sur [0, n),
f, qui soit "sous" les points de P, c¢’est-a-dire telle que f est convexe et vérifie pour
tout 7, f(i) < v(a;), et elle est le plus grande (au sens d’étre plus grand en chaque
point) a le vérifier.

Cette fonction convexe sera notée Newt;.

Vue cette définition, une petite modification de I’algorithme décrit dans le texte
[9] permet de calculer facilement ’enveloppe convexe d'un polynéme a coefficients,
par exemple, rationnels, donné. C’est ce qui m’a permis de tracer, en Maple, les
exemples donnés ici.

Lemme 1.3.7. Soit P(X) = a, X" + -+ + a9 € K[X]| un polynome de degré
n, et soient vy, ..., q, les racines (avec multiplicité) de P dans K, rangées par
valuation décroissante : v(aq) = v(ag) = -+ = v(ay). Alors, sii € {0,...,n}, on
a:v(a) = v(a,) + X0 v(an k), avee égalité siv(ay) > v(ag).
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Polyzone de Newton pour p=2, de P=

4+32X+4X + %f + %Xﬁ +4X +288%°

+832X%

& &

FIGURE 1 — Un premier exemple

Démonstration. Tout est conséquence des relations coefficients-racines, en remar-
quant que pour le cas d’égalité cité, si v(cy;) > v(ay1), alors dans la fonction
symétrique d’ordre n — i, tous les autres termes que HZ;é‘l a,_j ont une valuation
strictement plus grande que 37— v(ay,_x). O]
Corollaire 1.3.8. Soit w : [0,n[— R la fonction définie par u(x) = —v(a;) si
x € [i — 1,i[. Alors Newts(x) = v(ay,) + [, u(t)dt.

Démonstration. D une part, la fonction v(a,,) + [ u(t)dt est affine par morceaux,
et convexe car u est croissante (et donc on aura les inégalités nécessaires sur les
demi-tangentes). L’inégalité et le cas d’égalité du lemme précédent permettent
alors de conclure sur le fait que Newty = v(a,,) + [, u(t)dt. O

Définition 1.3.9. On note Newt; la fonction convexe associé au polgone de New-
ton de f. On appelle pente du polygone de Newton un élément de Newt's([0,n]).
Si A est une pente de Newty, on appelle segment de pente A de Newt; I’ensemble
{(x, Newty(x)),/ Newt)(x) = )\}. La longueur de ce segment sera, par définition,
la longueur de son projeté sur I’axe des abscisses.

On peut maintenant reformuler le lemme précédent en termes de polygones de
Newton :

Théoreme 1.3.10. P a une racine de valuation \ si et seulement si —\ est une
pente de Newtp. De plus, le nombre de racines de P de valuation \, comptées avec
multiplicité, est la longueur du segment de pente —\ de Newtp.
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Remarque. Du fait que si P € K[X] est irréductible, toutes ses racines ont méme
valuation, on obtient que si P est irréductible, alors Newtp n’a qu'une pente. La
réciproque est, bien stir, fausse (prendre par exemple (X — 1)(X — 2) sur Q, muni
de vs).

Remarque. Ainsi, si le polygone de Newton de P n’est pas un segment, P n’est
pas irréductible. C’est en particulier le cas dans I’exemple donné dans la Figure 1.

Lemme 1.3.11. Si f et g sont deux polynomes, alors le polygone de Newton de
fg a pour pentes celles de f et g, avec longueur la somme de celle de f et de celle
de g.

Démonstration. Ceci est immédiat par la caractérisation des pentes en fonction
des valuations des racines sur K. O]

Ceci va permettre de montrer un critere d’irréductibilité, plus fort que le critere
d’Eisenstein :

Proposition 1.3.12 (critere de Dumas). Si P € K[X], de degré n, avec v valua-
tion discrete normalisée, et si le polygone de Newton de P, Newtp, est un segment
qui n’a que (0,v(ag)) et (n,v(a,)) comme points entiers (i.e. comme points de Z*),
alors P est irréductible.

Remarque. La réciproque est fausse : 1+ X + X? est irréductible sur Q (car par
exemple unitaire, irréductible sur Fy donc sur Z donc sur QQ), mais son polygone
de Newton est le segment [0, 2] (de I'axe des abscisses).

Démonstration. Nous allons montrer le résultat par contraposée. Supposons que
P=fg=3%7, a; X7 sur K, avec f # 1, g # 1. Soit A une pente de P, de longueur
[x.

Supposons d’abord que A est une pente de f mais pas de g. P a alors comme
pente A, toujours de longueur [y, joignant les sommets (i, v(a;) et (7 4 Iy, v(aiq, ))-
Comme g # 1, ce ne sont pas les seules pentes de Newtp : (i, v(a;) et (i+1x, v(a;s,))
ne peuvent étre exactement égaux a (0,v(ag)) et (n,v(ay)), et donc Newtp a
nécessairement un point entier autre que (0,v(ag)) et (n,v(ay)).

Maintenant, si A est pente de f et g, de longueur respectivement [ et [y dans
chaque polygone, alors P a pour sommets (consécutifs), pour un certain 7, (i, v(a;))

et (i + 11 + I, v(aiy1,41,)), avec A = W Mais alors, montrons que (i +
I, AN+ 11) + (v(a;) — \i)) = (i + 11, v(a;) + Aly) est un point entier de Newtp.
D’une part, on peut noter que ce point est bien un point de Newtp, comme il est,
de part sa définition, sur le segment joignant (i,v(a;)) et (i + I3 + lo, v(@it1,415)),
qui est de pente A.

Ainsi, il reste, comme v(a;) € Z, seulement a montrer que Al; est bien un entier.
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Or, par définition, si f = 3T, b; X7, on a A qui est la pente du segment
joignant les deux sommets consécutifs de Newty, (j,v(b;)) et (j+11,v(bj1,)). Ainsi,
A= ”(b]ﬂllz:;(bj) — ”(bﬂlllz*”(bf), et donc A\l € 7Z, ce qui clot la démonstration. [
Corollaire 1.3.13 (Criteére d’Eisenstein). 97 P(X) = ag+ -+ ap 1 X" + X"
vérifie v(a;) = 1 quel que soit 0 < i <n—1 et v(ag) =1, alors P est irréductible.

Démonstration. On remarque que son polygone de Newton est le segment de lon-
gueur n joignant (0,1) et (n,0) (de pente _71) donc la proposition précédente
s’applique directement. O

Pour finir, les figures 2 et 3 présentent deux exemples, dont I'un ou 'on peut
appliquer le critere de Dumas, mais pas celui d’Eisenstein.

Polyzons de Newton, pour p=3, de P=25 + 25 X~ + X°
2 <&

FIGURE 2 — Un cas d’irréductibilité, par le critere de Dumas.

1.3.4 Le complété d’un corps algébriquement clos

On a vu qu’il existe une unique maniere de prolonger une valuation a la clo-
ture algébrique d’un corps valué complet, mais cette cléture algébrique n’a aucune
raison d’étre compleéte (et elle, en général, ne le sera pas). Cela dit, on peut la com-
pléter, mais est-ce que le résultat sera algébriquement clos, ou devra-t-on prendre
la cloture algébrique, puis encore le complété... Le résultat suivant permet de voir
que l'on peut s’arréter au complété d’un corps algébriquement clos.

Lemme 1.3.14. Soit P(X) = X"+ a,_1 X"+ -+ ag € Og[X]. Alors les racines
de P (dans une cloture algébrique) sont de valuation positive.
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Polvzone de Newton, powur p=3, de P=X? — 15X+ 50

FI1GURE 3 — Un cas de non-irréductibilité, le critere ne s’applique pas.

Démonstration. Si x € ]0,n[, alors les taux d’accroissement de Newtp & gauche
et & droite de x sont, par convexité, inférieurs a ”(“")_n]\izwtp (@) — _Nziﬂtf @) Or, les
v(a;) sont positives, donc par convexité, Newtp(z) > 0, et donc on en déduit que
les pentes du polygone de Newton de P sont toutes négatives, ce qui veut dire que

toutes les racines de P sont de valuation positive. O]

Théoreme 1.3.15. Si K est un corps algébriquement clos muni d’une valuation,
son complété, K est algébriquement clos.

Démonstration. Soit P(X) = X™ + a, 1 X" ' + --- + ap un polyndme unitaire
irréductible de K [X]. Montrons que P a une racine dans K. Quitte a changer P
en " P (%), ce qui revient a multiplier chaque a; par a™~%, on peut supposer que
les coefficients de P sont de valuation positive.

On suppose d’abord que P est séparable, c’est-a-dire que P A P’ = 1. Soit
alors U,V € K[X] tels que UP + VP = 1. On note comme plus haut vg la
valuation de Gauss sur K[X]. Soit C' > sup(0, —vg(U), —2vs(V)), et soit, pour
i € {0,...,n—1}, by € K tel que v(b; —a;) = C (c’est bien possible car, par
définition du complété, K est dense dans K). Comme K est algébriquement clos,
soit zp € K une racine de Q(X) = X" + ngol b, X'. Comme () a ses coefficients
de valuation positive, alors nécessairement, v(xy) = 0.
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Ainsi, on a :

v(U(xo) P(x0)) = v(U(z0)) + v((P — Q)(z0))
> iIilf v(u;) +iv(zo)) + irilf(v(ai —b;) +iv(xo))
> vg(u) +C >0,

et on a montré au passage que v(P(xg)) = C. Comme 1 = U(xg)P(zo)+V (x0) P’ (x0),
alors v(P'(z)V (z9)) = 0, d’ou v(P'(x0)) = —v(V(xp)). Or, V(xg) = inf;(v; +
iv(z0)) = ve(V). De plus, On a donc v(P'(z9)) < —vg(V) < £ < 2v(P(x)). On
est alors dans les conditions d’application du lemme de Hensel, qui donne ainsi
'existence d’une solution x € K a P(z) = 0.

Maintenant, si P est irréductible mais non séparable, alors on est nécessaire-
ment en caractéristique p # 0, et donc il existe @ irréductible et séparable, et
m € N tel que P(X) = Q(X?"). Si x est une racine de Q et z, une suite d’élé-
ments de K tendant vers z dans K, alors la suite 27" est une suite de K qui est de
Cauchy (car on a p™v(x —y) = v((z — y)?") = v(z’" — yP")), donc qui converge
dans K , vers une racine de P. D’ou le résultat. O

1.3.5 Le corps résiduel d’un corps algébriquement clos

Tout ce qui précéde nous permet maintenant d’étudier le comportement du
corps résiduel par rapport au passage a la cloture algébrique, ou au fait d’étre
algébriquement clos.

Lemme 1.3.16. Soient K un corps valué complet, et L une extension finie de K,
alors ky, est une extension algébrique de ky de degré < [L : K].

Démonstration. On a Og N'my = mg, donc ki s’injecte dans ky,, et ainsi ky, est

une extension de kg. Soient @jy,...,ay des éléments de k; formant une famille
libre sur kx. Pour chaque i € {1,...,d}, soit o; € Oy, tel que son image dans kj,
est @;. Supposons que les «; forment une famille liée sur K, et soit (Ay,..., A\g)

une famille d’éléments non tous nuls de K telle que A\jay + - - - + Agag = 0. Quitte
a diviser par I’élément de valuation la plus faible, on peut supposer tout les \;
dans Og, et que I'un d’entre eux est égal a 1. C’est une contradiction lorsqu’on
réduit modulo m; comme les @y, ..., @y forment une famille libre sur kg . Ainsi,
[k : kx| < [L: K], ce qu’on souhaitait démontrer. O

Lemme 1.3.17. Si K est un corps ultramétrique algébriquement clos, alors kg
est algébriquement clos.

Démonstration. Soit P(X) € kg[X] unitaire de degré n > 1, et soit P(X) €
Ok[X] relevant P. Soit a € K une racine de P, on a alors a € Ok avec le lemme
[7]. L’image de o dans kg est alors une racine de kg, ce qui permet de conclure. [
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Lemme 1.3.18. Si K est un corps ultramétrique et K dénote son complété, alors
ki = k.
K

Démonstration. On a Og Nmgz = {r € Og/v(x) > 0} = mg, et donc I'appli-
cation naturelle de kx dans kg est injective. D’autre part, comme Oy est dense
dans Oz, cette application est surjective. En effet, soit § € kz, et soit y € Oz qui
releve 7. Il existe x € Ok tel que v(x — y) > 0. Alors, par définition, Z, classe de
x modulo mg est naturellement envoyé sur 7, ce qui permet de conclure. O

En corollaire de tout ce qui précede, on peut conclure :

Corollaire 1.3.19. Si K est un corps valué complet, alors le corps résiduel de K
est une cloture algébrique de k.

Définition 1.3.20. On définit C, = Q,. Comme kg, = F,, on a ke, = F,.

2 Extensions de corps locaux et présentation des
théoremes

Avec ce que 'on vient de voir sur les corps valués, nous pouvons maintenant
débuter I'étude des corps locaux, et en particulier celle de leurs extensions. Ceci
nous permettra d’énoncer les théoremes qui constituent 1'objectif de ce texte. Pour
cela, bien siir, on commence par une définition d’un corps local.

2.1 Extensions de corps locaux
2.1.1 Corps locaux

Définition 2.1.1. On appelle corps local un corps complet pour une valuation
dicrete. En particulier, si K est un corps local muni de la valuation v, alors il
existe a € Z tel que v(K*) = aZ. On appelle uniformisante de K un élément 7 de
K tel que v(7) = a.

On a alors la propriété immédiate suivante :

Proposition 2.1.2. L’idéal maximal mg de 'anneau Ok de K est principal, et
un élément de K en est un générateur si et seulement si ¢’est une uniformisante.

Ezxemple. — @, muni de v, est un corps local, et p en est une uniformisante.
— Si K est un corps, alors K((T")), corps des séries de Laurent a coefficient dans
K, muni de la valuation v, est un corps local, et T" en est une uniformisante.
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2.1.2 Ecriture et corps résiduel

Nous allons voir que les corps locaux possedent tous une écriture particuliere
pour leurs éléments, sous forme de série, a partir de leur corps résiduel.

Définition 2.1.3. Si A est un anneau et [ un idéal de A, on dit que A est sé-
paré et complet pour la topologie [-adique si 'application naturelle de A dans
lim. (A/I™A) est un isomorphisme d’anneaux topologiques, lim. (A/I"A) étant
muni de la topologie produit, chacun des A/I"A étant muni de la topologie dis-
crete.

Lemme 2.1.4. (i) Si K est un corps complet pour une valuation v, et sim € K
vérifie v(m) > 0, alors O est séparé et complet pour la topologie m-adique.

(i) Si A est un anneau, si m € A, si S est un systéme de représentants de

A/mA dans A, et si A est séparé et complet pour la topologie w-adique, alors

tout élément de A peut s’écrire de maniére unique sous la forme 3720 s, 7",
avec s, € S.
Démonstration. (i) On note ¢ : O — lim. (Ok/7"Ok) lapplication qui, a

x € Og, associe la suite des images de x modulo 7". On a alors :

— 1(z) =0 < v(z) = nu(m) quel que soit n € N < v(x) = 400 < 2 =0, ce
qui montre que ¢ est injective.

— Si(Zp)nen € lim_(Og /7"Ok), et si x,, € Ok est un relevement de x,,, alors
V(Tnin—2n) = nv(r) quel que soit n € N. On en déduit que ¢(z) = (2, )nen,
ce qui prouve la surjectivité de ¢.

—v(z —y) = nv(r) & x = y dans Ok /7*Ok pour tout k < n, ce qui
montre que la topologie induite par v sur Ok correspond bien a la topologie
produit sur lim. (Og /7" Of), chaque Ok /7" Ok étant muni de la topologie
discrete.

(ii) Soit s : A — S l'application qui & x associe 'unique élément s(z) de S
vérifiant x — s(z) € TA. Siz € A, on définit par récurrence une suite (,,)nen
d’éléments de A en posant xg = z et, sin > 1, x, = %(%_1 — 8(Tp_1))-
On a alors z = Y s(z;)m + 7" a1, quel que soit n € N, et donc
= Y120 s(x, )", série qui est bien convergente car A est séparé et complet
pour la topologie m-adique, et que cette série converge bien pour la topologie
m-adique. Ceci prouve 'existence de I’écriture sous la forme annoncée.

Pour ce qui est de I'unicité, si 37> oo ! 7", en réduisant modulo

n=0 n=0 “n
7, on trouve sy = s, et on procéde a partir de la par récurrence.

S, " =

[]

Corollaire 2.1.5. Si K est un corps local, si S est un systéme de représentants
de kx dans Ok, si m est une uniformisante de K, alors tout élément de Ok peut
s’écrire de maniére unique sous la forme Y% s, ™, avec s, € S.
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2.1.3 Ramification et inertie

Nous allons maintenant voir que la théorie de la ramification pour les corps
locaux (de corps résiduel de caractéristique non nulle) se trouve bien plus simple
que celle des corps de nombres.

Dans toute cette partie, sauf mention du contraire, ' désigne un corps complet
pour une valuation discréete, dont le corps résiduel kr est de caractéristique p.

Définition 2.1.6. Si K est une extension finie de F', on a vu que kg est une
extension finie de kp. Le degré de kg sur kr est I'indice d’inertie de I'extension
K/F, et seranoté f = f(K/F).

Définition 2.1.7. Siz € K,onav(z) = ﬁv(NL/K(x)), doncv(K*) C ﬁv(F*)
et v(F*) est un sous groupe d’indice fini e = e(K/F) de v(K*) (en tant que sous-

groupes, discrets, de R). e est appelé 'indice de ramification de l'extension K/F'.

Lemme 2.1.8. Soiente = e(K/F) et f = f(K/F), soient uy,...,us des éléments
de Ok dont les réductions modulo my forment une base de ki sur kp, et soit mx
une uniformisante de Oy . Alors les ﬂ}(ui, pour0 < j<e—1etl <i<f forment
une base de Ok sur Op.

Démonstration. Soit Sp un systéme de représentants de kr dans Op, et soit S =
Sruy+- - -+ Spup, ce qui forme, par définition, un systeme de représentants de kg
dans Og. Soit g une uniformisante de F'. D’apres la définition d’uniformisante, la
définition de I'indice de ramification, 7% a méme valuation que 7p. On en déduit
que Ok /O = O /75 Ok. Alors, avec le corollaire précédent, Sx + mx Sk +
S 7r§<_1$ K est un systéme de représentants de O /mrOg, et ainsi, tout élément
de Ok peut s’écrire de maniére unique sous la forme :

400 e—1 f e—1 f ) 400

> (Z T (Z si,jmui)) =3 > mhu <Z W,"psmjn) ,

n=0 j=0 i=1 j=0i=1 n=0
avec s; i, € Sp, ce qui implique, sachant que tout élément de Op peut s’écrire de
manié¢re unique sous la forme Y129 7lks,, . avec s, € Sp, que tout élément de Ok
peut s’écrire de maniere unique sous la forme Zj;(l) sz:l W%uiym, avec y; ; € Op,
ce qui permet de conclure. O

Corollaire 2.1.9. ¢(K/F)f(K/F) = [K : F]

Démonstration. Ceci vient du fait qu'une base de Ok sur Op est aussi une base
de K sur F. N

Définition 2.1.10. On dit que 'extension K/F est non ramifiée si e(K/F) = 1,
et si kg /kr est séparable. Elle est totalement ramifiée si e(K/F) = [K : F|. Elle est
modérément ramifiée si e(K/F) est premier a la caractéristique du corps résiduel
et si ki /kr est séparable, et sauvagement ramifiée dans le cas contraire.
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Lemme 2.1.11. Si L/K et K/F sont deux extensions finies, alors e(L/F) =
e(L/K)e(K/F) et f(L/F) = f(L/K)f(K/F).

Démonstration. Pour la seconde égalité, c¢’est simplement la multiplicativité des
degrés. Pour la premiere, la multiplicativité des degrés, le corollaire précédent, et
la seconde égalité permettent de conclure. O

2.2 Structure des extensions

A travers cette théorie de la ramification, nous allons étudier les différents types
d’extensions que l'on vient de définir, jusqu’a arriver a un théoreme de structure
sur les extensions.

2.2.1 Extensions totalement ramifiées

Nous allons d’abord voir que 'on peut caractériser les extensions totalement
ramifiées en termes de polynomes d’Eisenstein.

Définition 2.2.1. Si K est un corps local, on appelle polynome d’Eisenstein de
degré d € N un polynéme P(X) = X9+ a4 1 X' + -+ ag € K[X] tel que ag
soit une uniformisante de K et aq,...,a4_1 € mg.

Remarque. Un polynéme d’Eisenstein est irréductible (c’est le critéere d’Eisen-
stein!), d’apres ce qu’on a vu sur les polygones de Newton.

Lemme 2.2.2. Soit K un corps complet pour une valuation discréte, et P un
polynome d’Eisenstein de degré d. Soit L = K[X]/P et x limage de X dans L.
alors :

(i) Siv(K*) =uZ avecu >0, alors v(x) = 5 et L/K est totalement ramifice.

(1i) x est une uniformisante de L.

(iti) Siy= Y1y a;x', avec les a; dans K, alors v(y) = inf;(v(a;) +i%).

(iv) 1,z,...,2%7" forment une base de Oy, (respectivement L) sur Og (respec-

tivement K ).

Démonstration. Pour le (i), on a la formule v(x) = Tl F} v(Nk/p(x)) et P étant

d’Eisenstein, ao est une uniformisante, donc v(Ng/p(z)) = (LK])u = u. Le (i)
donne alors le (ii), comme on connait v(L*). Pour le (iii), cela vient directement
du fait que chaque terme a une valuation différente. Pour voir le fait qu’elles soient
différentes, il suffit de constater que v(a;) + 1% = u(v; + %) avec v; € Z, d’aprés la
définition de u, et tout les v; + 5 ont une partie fractionnaire disctincte (comme
i < d). Le (iv) est enfin, une conséquence immédiate du (iii), donnant la liberté
du systeme tandis que le fait qu’il soit générateur est issu de la définition. O
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Proposition 2.2.3. Si K/ F est totalement ramifiée et si my est une uniformisante
de K, alors mx engendre Ok en tant que Op-algebre, et le polynome minimal de
T sur ' est un polynome d’Eisenstein.

Réciproquement, si P € F[X]| est un polynome d’Eisenstein, si K = F[X]/P,
et si x est limage de X dans K, alors K est une extension totalement ramifiée de
F' et x en est une uniformisante.

Démonstration. Par la section précédente, les W}(ui forment une base de O sur
Op, mais ici, f = 1 et uy = 1. Si [K : F] = d, le polynéme minimal de P de 7
est irréductible de degré d. Son polygone de Newton n’a donc qu’'une pente. Par
ailleurs, si P = X% +ag_ 1 +---+ag, on a ay = +Ng/r(mK), donc v(ag) = dv(mg),
et ainsi, ag est une uniformisante de F'. De plus, comme le polygone de Nexton de
P n’a qu’'une seule pente, alors par convexité, v(a;) > (d — i)v(mg) > 0, et donc
a; € mg, si 1 < i < d. Ainsi, P est d’Eisenstein. Pour la réciproque, elle est une
simple conséquence du lemme précédent. O

2.2.2 Monogénéité de ’anneau des entiers

Nous allons voir que les extensions totalement ramifiées ne sont pas les seules
a étre monogenes sur O (c’est-a-dire telles que Ox = Op[z]), mais qu’en fait, une
tres large classe d’entre elles vérifient cette propriété.

Proposition 2.2.4. Si K est une extension finie de F, et si ki /kp est séparable,
alors Ok est une extension monogéne de Op.

Démonstration. Soient mp et mx des uniformisantes de F et K respectivement.
Soit y € O dont la réduction ¥ modulo mx est un élément primitif de kg sur kg
(qui existe car I'extension kg /kp est supposée séparable, et ainsi, le théoréme de
I’élément primitif peut s’appliquer). Soit P € Op[X] unitaire dont la réduction P
modulo 7 est le polynéme minimal de 7 sur kr. On a ainsi P(y) = 0 modulo 7,
et P'(y) # 0 modulo 7. En effet, 7 est racine simple de P : P est le polyndme
minimal de 7, d'une part, et d’autre part, ne peut pas étre de dérivée nulle, sinon,
il serait un polynome élevé a la puissance p, avec p caractéristique de kg, et ne
serait donc pas minimal. Ainsi, a — P(y+arg) = P(y)+arg P’ (y) mod 7% n’est
pas identiquement nulle sur Ok, et donc il existe z = y+amg tel que P(z) soit une
uniformisante de K (il convient par exemple de ne pas annuler P(y) + arg P'(y)
modulo 7%, comme P(y) + arxP'(y) =0 mod 7). Mais alors, on comme on a
vu précédemment, les xiP(x)j avec 0 <1< f—1et 0<j <e—1forment une
base de Ok sur O, et donc x engendre O comme Op-algebre. O
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2.2.3 Extensions non ramifiées et dévissage des extensions finies

Maintenant, quelques résultats sur les extensions non-ramifiées. On pourra ca-
ractériser I’extension non ramifiée maximale de Q,.

Théoreme 2.2.5. — Soit k une extension finie séparable de kg, alors il existe
une extension non ramifiée F(k) de F' dont le corps résiduel est k. En terme
de diagramme, de . donne F(k) -

sep nr

kr F
— Si L est une extension finie de F', et si ki /kp est une extension séparable,
alors F(kr) C L, Uextension L/F(ky) est totalement ramifiée, et F (k) est
l'unique extension non ramifiée de F' ayant ces deux propriétés. En terme de
diagramme, 1 el p ~ donnent el g .

t.r.

sep
F ok Flk) Ky
F kr

Démonstration. Nous allons d’abord construire F'(k). Soit @ un élément primitif de
k/kr (qui existe car Pextension est séparable), et soient P € kr[X] son polyndome
minimal, et P € Op[X] unitaire dont la réduciton est P. Comme on I'a vu plus
haut, avec le lemme de Hensel, si L est une extension finie de F' dont le corps
résiduel contient k, alors L contient une unique racine o de P dont I'image dans kj,
est @. Ainsi, [F(a) : F] < deg P = [k : kp|. D’autre part, le corps résiduel de F(«)
contient @ par construction, on a pour U'indice d’inertie f(F(«)/F) > [k : kg|, ce
dont on déduit [F(«) : F| = [k : kp] = f(F(@)/F), ce qui implique que F(«a)/F
est non ramifiée.

Maintenant, si L est une extension finie de F', de corps résiduel k, on a F(«) C
L, si on prend o comme ce qui précede, on a F'(a) C L et, F(a) ayant méme corps
résiduel que L, on en déduit que I'extension L/F(a) est totalement ramifiée. En
particulier, si I'extension L/F' est non ramifiée, alors L = F'(a). Ceci permet de
conclure si 'on pose F(k) = F(a). O

Remarque. Par multiplicativité des degrés et le bon comportement de la notion de
séparabilité, la composée de deux extensions non ramifiées est encore une extension
non ramifiée. Ainsi, si I est une cloture algébrique de F, on peut définir F™,
I'extension maximale non ramifiée de F', réunion de toutes les extensions non
ramifiées de F. F™ est un sous-corps de F.
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Ezemple. Le polyndme X? — X n’a que des racines simples dans F,, ¢ = p? (il
suffit de considérer sa dérivée), et ses racines sont exactements les éléments de IF,.
Avec les notations précédentes, Q,(FF,) est alors le corps engendré par les racines
du polynéme X971 —1, c’est a dire les racines (¢ — 1)-ieémes de 1'unité. Par exemple,
du fait que ¢**' —1=(¢g—1D)(1+---+¢*) etsiyAn =1,9°" =1 mod n, alors
sin € Nest tel que nAgq =1, il existe f € N tel que n divise ¢/ — 1 (par exemple
f = n(¢(n) —1)). On en déduit que Q" contient toutes les racines de 1'unité
d’ordre premier & p de Q,. Le théoréme précédant donnant une correspondance
(bijective) entre extensions non ramifiées finies de F' et extensions finies séparables
de k, on en déduit que Q)" est en fait engendré par les racines de I'unité de Q,
d’ordre premier a p.

2.2.4 Extensions modérément ramifiées

Au tour maintenant des extensions modérément ramifiées.

Proposition 2.2.6. Soit L/F une extension totalement ramifiée de degré n =
nop® avec ng Ap = 1. Alors L contient une unique extension K de F vérifiant
K : F| =ng. De plus, il existe une uniformisante my de K telle que 730 € F. En

terme de diagramme, |, donne
tr, n=ngp” pk |t sr.

F K
no | t.r., m.r.

F

Démonstration. Soit my, une uniformisante de L. D’apres ce qu’on a vu auparavant,
7, est racine d’'un polynome d’Eisenstein, et il existe mp uniformisante de F,
ai,...,a,_1 € Op tels que l'on ait mp + X" a7t + 77 = 0, ou encore 77 = unp,
avec u = (1+a1mp+- -+ a, 17} ") € O tel que v(u—1) > 0. Comme ngAp =1,
le lemme de Hensel montre que I’équation X™ = u a une unique solution, x, dans
14+my. Alors, (x_lwik)”o = 7, ce qui montre que L contient ’extension K définie
par le polynéme d’Eisenstein P(X) = X" — 7, qui est donc, avec ce qui précede,
totalement ramifiée, et de degré ng sur F.

Maintenant, supposons que L contienne deux extensions K et Ky de F' de degré
no. Si on applique ce qui précede a ces deux extensions, on voit que si i € {1, 2},
il existe une uniformisante m; de K; telle que 7;° € F. Mais alors, v(m) = %, et
donc z = 7} € 07, est tel que sa puissance ng-eme soit dans F. Comme L/F
est totalement ramifiée, les corps résiduels de L et F' sont les mémes, et on peut
trouver u € Op tel que v(zu™! — 1) > 0 (on releve dans O l'image de x dans
kr = kp). Mais alors, zu~! est 'unique racine ng-¢me de z™u=" € 1 + myp telle
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que v(zu~t—1) > 0, et ainsi par le lemme de Hensel, zu~! € 1+mp. Alors, x € F
puisque u € F', ce qui prouve que ;1 = Ks. O

2.2.5 Extensions galoisiennes

Le cas particulier des extensions galoisiennes nous permet de définir les groupes
d’inertie et d’inertie sauvage. On voit le lien entre groupe de Galois de I'extension
et groupe de Galois de I'extension correspondante sur les corps résiduels.

Si L est une extension galoisienne finie de F, et si ¢ € Gal(L/F), alors
v(o(x)) = v(z) pour tout z € L, et donc 0(Or) = Op, o(my) = my, et o passe au
quotient : on a une application naturelle de Gal(L/K) dans Auty,.(kr), qui est de
plus un morphisme de groupes.

Définition 2.2.7. On appelle sous-groupe d’inertie de Gal(L/F) le noyau I1,/p de
I'application naturelle de Gal(L/F') sur Auty, (k). Par définition, c’est un sous-
groupe distingué de Gal(L/F).

Proposition 2.2.8. Soit L une extension finie de F' telle que kr,/kr soit séparable.
(1) Si L/F est galoisienne, alors ki, est une extension galoisienne de kp.
(i) Si L/F est non ramifiée, et si k/kp est galoisienne, alors L/F est aussi
galoisienne, et on a Gal(F(k)/F) ~ Gal(k/kp).
(1ii) Si L/ F est galoisienne, alors lapplication naturelle Gal(L/F) — Gal(kr/kr)
est surjective, et le corps fizé par le sous-groupe d’inertie Iy /p est F(kr).

Démonstration. Pour le (i), nous devons montrer que kp/kr est normale. Pour
cela, nous allons montrer que cette extension est un corps de décomposition d'un
polynome irréductible.

Supposons que L/F est galoisienne. kp/kp est séparable, et on peut donc
prendre @ € ky un élément primitif de kz/kr. Soit P € kp[X] son polynome
minimal (unitaire, il est irréductible), soit P € Op[X] unitaire dont la réduction
modulo mp est P, et,vu la démonstration du théoréme sur I’extension non ramifiée
d’un (sur)corps résiduel donné, soit o € F'(kr) C L une racine de P se réduisant
sur @ modulo my,. L’extension L/F est supposée galoisienne, donc P se décompose
sur L sous la forme P(X) = (X —aq)...(X —ay). P est par définition, unitaire a
coefficients entiers, donc, comme vu plus haut, ses racines sont de valuation posi-
tive, et donc les réduction @; des a; modulo m;, sont des racines de P. Ainsi, P se
décompose sur ky,, et ceci permet de montrer que ky, est le corps de décomposition
de P, et donc 'extension ki, /kp est galoisienne.

Réciproquement, pour le point (i7), si on suppose que L/F' est non ramifiée et
k1 /kr est galoisienne P défini comme plus haut se décompose sur kr,, sous la forme
P(X)=(X—a1)...(X —ay), et de plus, si P € Op[X] releve P, on a vu que
(par Hensel), pour tout 4, il existe o; € F(ky) = L (car extension non ramifiée)
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relevant @;, tel que P(X) = (X —aq)... (X — ay), et F(aq) = L. Alors P est
irréductible (par critere de réduction), et se décompose dans L = F'(«;), donc L est
un corps de décompositino d’un polynéme irréductible, et L/F est bien galoisienne.
L’application naturelle Gal(L/F) — Gal(kr/kr) qui & une permutation des «;
associe une permutation des @; est clairement un isomorphisme.

Enfin, pour le (ii7), ce qui précede montre que Gal(F(kr)/F) ~ Gal(kp/kr), et
onaGal(F(kp)/F) = Gal(L/F)/I/p, L/F étant galoisienne.On a alors Gal(L/F (k1)) =
I r et F(ky) = L't/ par correspondance de Galois. ]

Proposition 2.2.9. Si L/F est une extension galoisienne telle que kp/kp est
séparable, et si I p est le sous-groupe d’inertie de Gal(L/F), alors Ipp a un
unique p-sous-groupe de Sylow IZF/F, qui est distingué dans I p et Gal(L/F).

Démonstration. On pose K = Lt/F. D’aprés la proposition précedente, K est
'extension maximale non ramifiée de F' contenue dans L, et L/K est galoisienne
totalement ramifiée, de groupe de Galois I . Les p-sous-groupes de Sylow de I, /¢
correspondent donc, via correspondance de Galois, aux extensions de K contenues
dans L, et de degré premier a p. Hors, on a vu dans le paragraphes "extensions
modérément ramifiées" qu’il n’y a qu’une unique telle extension de degré maximal.
On en déduit que le groupe I1,/F n’a qu'un seul p-sous-groupe de Sylow. On le no-
tera [Zr/ et il est distingué dans I/ (et méme caractéristique), en tant qu’unique
p-sous-groupe de Sylow.

Si g € Gal(L/F), alors g];j/Fg*1 est un p-groupe contenu dans Ij,p puisque
I)r est distingué dans Gal(L/F). Il est donc inclus dans I}, puisque I, est
I'unique p-Sylow de I;/p, ce qui permet de conclure. O

Définition 2.2.10. Le p-Sylow IL+/F de Ir,/r est le sous-groupe d’inertie sauvage.

2.2.6 Conclusion sur la structure des extensions finies

Les théoremes et propositions précédentes, mises dans l'ordre, permettent de
montrer le résultat suivant sur les extensions finies de F'.

Théoréme 2.2.11. Si L est une extension finie de F' telle que ki /kr soit sépa-
rable, alors L contient deur sous-extensions Ly C Ly de F qui sont uniquement
déterminées par les propriétés suivantes :

(1) Lo/F est non ramifiée.

(1) L/Ly est totalement ramifiée de degré une puissance de p.

(1ii) Li/Lq est totalement ramifiée de degré une puissance de p.
De plus, Ly = F(kg), et il existe une uniformisante m de Ly telle que wlFilol € L.
Enfin, si L/F est galoisienne, alors Ly = L't/F e tL; = Lir,

Ceci peut se résumer avec les diagrammes suivants :
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Pour L/F avec k, s ona I , avec [’action des groupes

Sep Ig/F ( t'r‘7 pk
]’CF [L/F \ L1
\\ t.r., m.r
F(kz) = Lo
F

a gauche sur le diagramme) seulement si 'extension L/F est galoisienne.
g g g

2.3 Enoncé des théoréemes

Le but de ce qui suit dans ce texte va maintenant étre de montrer le résul-
tat suivant, but de la théorie du corps de classes, donnant une classification des
extensions abéliennes finies d’'un corps local de caractéristique nulle K, ainsi que
quelques unes de ses conséquences :

Théoréeme 2.3.1. L’application
Ll—>{ 11 a(a),aEL}CK*
c€Gal(L/K)

définit une correspondance bijective entre les extensions abéliennes finies de K et
les sous-groupes d’indice fini de K*.

L’intérét étant qu’on connait assez bien K* :

Proposition 2.3.2. On a la décomposition suivante pour K*, avec ™ une uniformi-
sante de K, 141 le groupe des racines q—1-emes de ['unité de K, et UI(? = 1—|—<7T>l :

K* = (m) X pig_1 x UY.
On en déduira aussi :

Théoréme 2.3.3 (Kronecker-Weber). Toute extension abélienne finie L/Q est
contenue dans un corps Q((), avec ¢ une racine de l'unité.

Pour montrer ces résultats, on utilisera des outils développés dans la partie
suivante, notamment cohomologiques, puis on montrera des résultats généraux,
dont I'essence serait aussi utile en théorie du corps de classes globale (pour des
corps qui ne sont pas des corps locaux), et enfin on concluera sur les résultats, et
leurs applications directes.
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3 Quelques outils

3.1 Théorie de Galois infinie

Nous allons définir, si k est un corps et € une extension galoisienne de k (finie
ou infinie, événtuellement méme sa cloture algébrique), Gal(§2/k), sa topologie, et
voir qu’il est en fait un groupe profini, comme défini en premiere partie.

3.1.1 Quelques définitions

Définition 3.1.1. On définit G = Gal(2/k) comme le groupe des k-automorphismes
de Q. Sur G, on appelle topologie de Krull la topologie définie en prenant comme
base de voisinage de 0 € G les 0Gal(Q2/K) (aussi notés cG(2/K)) ou K parcourt
les extensions finies galoisiennes K /k de k.

Lemme 3.1.2. G, muni de la topologie de Krull, est un groupe topologique.

Démonstration. Pour la multiplication, I'image réciproque du voisinage ouvert de
base 07G(§2/K) de o7 contient le voisinage ouvert cG(Q2/K) x TG(Q2/K) de o x T
dans G x G. Donc la multiplication est bien continue.

On procede de méme pour l'inverse, avec le fait que l'image réciproque de
o 'G(Q/K) soit G(Q2/K)o, qui est bien ouvert grace a la continuité de la multi-
plication. 0

3.1.2 Compacité et correspondance de Galois

Proposition 3.1.3. Si Q/k est une extension galoisienne (finie ou infinie), alors
le groupe de Galois G(S2/k) est compact (séparé) pour la topologie de Krull.

Démonstration. Si o,7 € G, tels que o # 7, alors il existe K une sous-extension
finie de € sur k telle que ok # 7k (ils différent au moins en un point de €2, donc
ils différent sur le corps engendré par ce point). Ceci veut dire que cG(Q2/K) #
TG(Q/K), et méme 0G(Q/K)N7G(QY/K) = 0. En effet, si = 0g; = 7g avec
gi € G(Q/K), alors 7710 = gog;* € G(Q/K) et donc 7710 est I'identité sur K, ce
qui est absurde. Ceci montre que G est séparé.

Pour montrer la compacité, on considere I'application :

h:G—[[GK/k), o [[onx,

ou K parcours les sous-extensions finies galoisiennes de €2 sur k. Les G(K/k) sont
des groupes finis, et ainsi des groupes topologiques compacts. Leur produit est
alors, par le théoreme de Tychonov, un compact. Le morphisme de groupes h est
injectif, étant donné que si ojx = 1 pour tout K, alors 0 = 1. Les ensembles
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U = Tlkzr, G(K/k) x {7}, on Ky/k est une sous-extension finie galoisienne de €
sur k et ou o € G(Ky/k), forment une base de voisinages ouverts dans le produit
[Ix G(K/k). Si 0 € G est releve & dans G, alors h™1(U) = 0G(Q/Ky), ce qui
montre que h est continue, et aussi que h(cG(2/Ky)) = h(G)NU. Ainsi, h est de
plus ouverte. Enfin, montrons que h(G) est fermé dans [[x G(K/k). Pour cela, on
pose, pour chaque paire L C L' de sous-extensions galoisiennes finies de €2 sur k,

ML’/L = {HO’K c HG(K/k‘)/(O’ILhL = O'L} .
K K
On a directement h(G) = Npcp Mpyp. Or, si G(L/k) = {o1,...,0,} et si
S; C G(L'/k) est I'ensemble des prolongements de o; sur L', alors :

My = O ( H G(K/k) x S; x {Uz‘}> )

i=1 \K#L' L

et ainsi M/ est fermé (union finie de produits de fermés), et ainsi, comme inter-

section de fermés, h(G) est fermé, et c’est donc un compact de [[x G(K/k).
Ainsi, h est un homéomorphisme de G sur le compact h(G), et donc G est

compact. ]

Théoréme 3.1.4. Soit Q/k une extension galoisienne de k (finie ou infinie).
Alors Uapplication K — G(2/K), de l’ensemble des sous-extensions de Q0 sur k
dans l'ensemble des sous-groupes de G(2/k), définie une correspondance bijective
entre les sous-extensions K/k de QU/k et les sous-groupes fermés de G(2/k). De
plus, les sous-groupes ouverts de G(2/k) correspondent auz sous-extensions finies
de Q/k.

Démonstration. On remarque tout d’abord quun sous-groupe ouvert A de G(£2/k)
est aussi fermé. En effet, les 0 A, 0 € G, avec 0 € G(§2/k) \ A sont ouverts et leur
union est le complémentaire de A dans G(§2/k). Par ailleurs, si K/k est une sous-
extension finie de €2 sur k, alors G(£2/K) est ouvert, car tout o € G(2/K) admet
pour voisinage ouvert cG(2/N) C G(2/K), ou N/k est la cloture normale de K /k
(extension finie).

Si K/k est une sous-extension de Q/k, alors

G(O/K) = G(©Q/K)),

avec K;/k parcourant les sous-extensions finies de K /k. Ainsi, G(2/K) est fermé.

Maintenant, considérons I'application définie dans 1’énonce, K — G(Q2/K).
Cette application est injective car si G = G(Q/K) pour un K donné, alors K = Q¢
par correspondance de Galois.
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Pour ce qui est de la surjectivité, montrons que si H est un sous-groupe fermé
de G(Q/k), alors H = Gal(Q2/Q7). Déja, on a H C Gal(2/Q). Réciproquement,
si o€ Gal(2/QM), si L est une extension galoisienne finie intermédiaire entre Q¥
et Q, alors 0G(2/L) est un voisinage ouvert de o dans G(£2/Q). Montrons que
I'application ¢ : H — G(L/QH), a — a}i, est surjective. Pour cela on remarque
que ¢(H) a Qf comme corps fixe, donc par correspondance de Galois (on considére
des extensions finies), ¢(H) = G(L/Q).

On peut alors prendre 7 € H tel que 71, = oy, et on a7 € HNoG(2/L) car
7 € H et To~! fixe L. Ainsi tout voisinage ouvert de o rencontre H, et donc o est
dans la fermeture de H, c’est-a-dire dans H car H est supposé fermé, et ainsi, on
a montré que H = G(Q/K).

Maintenant, si H est un sous-groupe ouvert de G(£2/k), alors il est aussi fermé,
avec ce qui précéde, et donc de la forme H = G(Q2/K). Or, G(Q2/k) est I'union
disjointe des classes d’équivalence modulo H, de la forme oH. Il n’y en a qu'un
nombre fini car elles forment un recouvrement ouvert de G(€2/k), qui est compact.
Ainsi, H = G(Q/k) est d’indice fini dans G(2/k), ce qui implique que K/k est de
degré fini. Réciproquement, une extension finie correspondra bien a un sous-groupe
ouvert, car elle correspondra de la méme maniére a un groupe d’indice fini. O]

3.1.3 Groupes de Galois et groupes profinis

Proposition 3.1.5. Le groupe de Galois G = G(Q2/k) d’une extension galoisienne
Q/k est un groupe profini. On a G(2/k) = lim_ G(K/k).

Démonstration. En effet, on a vu que G est compact, et si K/k parcour les
sous-extensions galoisiennes finies de €/k, alors les sous-groupes distingués de
G(Q/K) forment une base de voisinages ouverts de 1'élément neutre. De plus,
comme G/G(Q/K)=G(K/k), on a: G(Q/k) =lim_ G(K/k). O

Nous allons voir le cas particulier de G(F,/F,).
Proposition 3.1.6. On a G(F,/F,) ~ Z.

Démonstration. Pour tout n € N*, on a un isomorphisme canonique G(F,» /F,) ~
Z/nZ, qui envoie I'automorphisme de Frobenius ¢ € F, sur 1 € Z. Vu la définition
de Z, ceci permet de conclure. De plus, le groupe (¢) est naturellement envoyé sur
le sous-groupe (dense) Z de Z. O

3.2 G-modules

Ici, nous allons définir les objets de base et donner les premieres propriétés
concernant la notion de G-module, permettant de développer les groupes de coho-
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mologie H° et H' qui interviendront de maniére cruciale au fil de notre démons-
tration.

3.2.1 Quelques définitions

Soit G un groupe, dont on notera 1 le neutre.

Définition 3.2.1. Soit A un groupe abélien. A est un G-module si on a une action
de G sur A vérifiant :

(i) Va € A, la = a.

(ii) Yo € G, Va,be A, o(a+b) = ga + ob.

(iii) (o7)a = o(ra).

On définit le module invariant d'un G-module A comme le sous-groupe de A :

A% ={a € A/oa=a, Yo € G, Vac A}.

A est appelé un G-module trivial si A = A“.

Si G est un groupe profini, alors nous ajoutons la condition de continuité sui-
vante :

(iv) A= Uy AY, ou U parcourt les sous-groupes ouverts de G.

Remarque. Cette derniere condition est équivalente au fait que I'action soit conti-
nue, pour A muni de la topologie discrete. En effet, ceci signifie que I'application
h : GxA— A, (0,a) — oa est continue, ce qui revient au fait que : pour tout
(0,a) € Gx A, il existe un sous-groupe ouvert U C G tel que cU x {a} C h™'({ca},
ce qui se réécrit simplement en a € AY.

Définition 3.2.2. On appelle G-homomorphisme, entre A et B deux G-modules,
un morphisme de groupes abéliens f : A — B tel que : Vo € G, Va € A, f(oa) =

of(a).
On notera Homg (A, B) le groupe des G-homomorphismes de A dans B.

Définition 3.2.3. Si G est un groupe fini, alors tout G-module A contient le
groupe des normes :

NgA:{NGa: ZO’CL/CLEA}.

oeG

On appelera norme de a I'élément > o oa, mais le terme trace est parfois utilisé.

Remarque. Sia € A, 7 € G, alors TNga = > ,cqToa = Nga, et ainsi on a bien
NgA C AC.
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Définition 3.2.4. On appelle alors groupe résiduel des mormes, ou groupe de
cohomologie d’ordre 0 du G-module A, le quotient :

H°(G, A) = A /NGA.

Ce dernier aura un réle primordial dans la suite. Nous allons aussi définir un
groupe de cohomologie d’ordre 1.

Définition 3.2.5. Tout d’abord, on appelle homomorphisme croisé (ou 1-cocycle)
une application f : G — A telle que

Vo, 7 € G, f(or) = f(o) +af(1).

Les homomorphismes croisés de A forment un groupe abélien, noté Z1(G, A).
On remarque que pour tout a € A, I'application

fo:G— A o f.(0) =0a—a,

est un homomorphisme croisé : f,(07) = (07)a—a = o(ta—a)+oa—a = f,(0)+
o f.(7). L’ensemble des fonctions f,, a € A forme un sous-groupe de Z'(G,1),
noté B'(G, A), appelé groupe des 1-cobords, et on définit le premier groupe de
cohomologie par :

HY(G,A) = Z(G,A)/B*G, A).

3.2.2 Quelques suites exactes

Le comportement des groupes de cohomologie par rapport aux suites exacts
sera crucial, en particulier par le théoreme suivant, qui permet de déduire une suite
exacte "longue" d’une suite exacte courte.

Proposition 3.2.6. Si0 — A —' B —J C' — 0 est une suite exzacte de G-modules
(et G-homomorphismes), alors on a la suite exacte :

0— A% ' B¢ =7 0% = H'(G, A) =" H'(G,B) =" H'(G,C).

Démonstration. On va d’abord identifier A a son image, et ainsi ¢ devient une
inclusion. La définition de G-homomorphisme donne déja directement le fait que
les applications 7 et j de la deuxiéme suite sont bien définies. L’exactitude en A
est immeédiate, comme on ne fait que restreindre i. De méme, 'exactitude en B¢
est directe : Ker(j) N BY = Im(i) N BY = AN B¢ = A%, Regardons maintenant
la définition de § et I'exactitude en CY. Soit ¢ € CY et soit b € B tel que j(b) = ¢
(bien défini du fait que j est surjective). Alors j(ob —b) = oc — ¢ = 0, c’est-a-dire
ob—be A. Soit f: G— A, 0 — f(0) =0b—0b. C’est un homomorphisme croisé,
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et on définit, si ¢ € C%, §(c) = f mod BY(G, A). §(c) n'est pas un 1-cobord en
génétal car on a a priori b € B et pas nécessairement b € A.

L’application 6 : ¢ — §(c), C¢ — HYG,A) est bien définie. En effet, si
b =b+a, avec a € A, est un autre antécédent de ¢, alors ’homomorphisme croisé
f'(o) =0t/ =V = f(o)+oa—a = f(0)+ fu(o) ne différe de f que d’un 1-cobord de
A. Maintenant, si ¢ est tel que dc = 0, alors f(0) = ob—b = oca—a pour un certain
a € A, et ainsi 0(b—a) = b—a, cest-a-dire b—a =V € BY, et j(b') = j(b) = c, et
c € j(B%). Réciproquement, si ¢ € j(BY), alors ¢ = j(b) pour un certain b € BY,
et donc Vo € G, ob— b = 0, ce qui veut dire que dc = 0. On a donc bien montré
I'exactitude en C¢.

Montrons I'exactitude en H'(G, A). On va noter i, la composition par i a
gauche, qui envoie H'(G, A) dans H'(G, B), et on fera de méme pour j. Tout
d’abord, on a i, 0d(c) =io favec f : o+ ogb—0b, G — A, avec b € B tel que
c=j(b). Soit 0 € G, alors i o f(0) =i(0b—b) = ob— b car i est l'inclusion. Donc
i, 00(c) =0 dans HY(G, B), et i, 04 = 0.

Réciproquement, si f € H'(G, A) est tel que i.(f) = 0, alors pour un certain
b € B, i étant l'inclusion, soit ¢ € G, on a : f(o) = i o f(o) = b — b. Posons
c=7j(b), alors f = d(c), et on a bien I'exactitude.

Enfin, pour la derni¢re exactitude & montrer, soit f € H'(G, A), alors, pour
o€ G, jioif)(o) =joiof(o)et joi=0dans C, donc joi(f)(o) =0 et
J« 0 i.(f) = 0. Réciproquement, si f € H'(G, B) tel que jo f = 0 dans H'(G, C),
alors il existe ¢ € C tel que si ¢ € G, on a jo f(o) = ogc — c. j est surjectif,
donc il existe b € B tel que ¢ = j(b). Mais alors on j(f(c) — ob+ b) = 0 donc
f(o) — b+ b € A. Mais alors, dans H' (G, B), f =iowu avec u € H'(G, A), tel
que u(o) = f(o) — ob+ b. Ceci permet de conclure sur I'exactitude en H'(G, B),
et clot la démonstration. O

Remarque. En fait, si 'on définit les groupes de cohomologie supérieure, la "suite
exacte longue" se poursuit avec tout les groupes de cohomologie supérieure.

Remarque. Si g est un sous-groupe de G, alors tout G-module est aussi un g-
module. Mais si g est distingué, alors de plus, A9 est un G/g-module.

Cecl nous amene a existence de la suite exacte suivante :

Proposition 3.2.7. Si g est un sous-groupe distingué de G, et si A est un G-
module, alors on a la suite exacte :

0— H'(G/g,A?) — H'(G,A) — H'(g, A).

Démonstration. La flecche de gauche est définie ainsi : si f : G/g — A9 est
un homomorphisme croisé, alors la composée f : G —" G/g —/ A est un
homomorphisme croisé de G, avec can la surjection canonique de G dans G/g. Il
n'y a ensuite pas de souci pour passer au quotient par les B!.
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Si f est tel que f(0) = oa—a pour un certain a € A, alors si @ = ¢ mod g, on
a par définition f(7) = f(0) =oca—a € AY. Maissi 7 € g, f(o71) = f(o) = f(7),
donc 07a —a = 0a —a donc a = Ta et a € A9, ce qui montre bien que f = 0 dans
H'(G/g, A%). Ainsi, la fleche de gauche est bien injective.

Pour ce qui est de la fleche de droite, on 'obtient par restriction des homomo-
phismes croisés G — A a g, ils deviennent des homomorphismes croisés g — A et
il n’y a pas de probléme pour passer au quotient.

Pour l'exactitude, soit f € HY(G/g, A9), et f € H(G, A) obtenu par la fleche
de droite. Alors en restreignant f a g, on tombe bien sur 0 (avant de quotienter,
dans Z', on a focany, et can, = 0). Réciproquement, si f € H'(G, A) est tel que
f(1) = Ta — a pour un certain a € A et tout 7 € g, alors 'homomorphisme croisé
[ f'(o0) = f(o) — (ca—a) est dans la méme classe modulo B'(G, A) que f, et ne
dépend, modulo B'(g, A) que de la classe de o modulo g, comme f'(c7) = f'(0)
pour tout 7 € g. En effet, f'(o1) = f(17) + of(7) — (10a —a) = f(o) + oTa —
oa —toa+ a = f'(0). De plus, f'(0) € A9 puisque f'(0) = f'(70) = 7f'(0). En
effet, classes a gauche et a droite modulo g sont les mémes (g est distingué dans
G), et f'(to) = f(1)+7f(0) — (toa — a) = 7f(0) — T(ca — a) = 7f'(0). Ainsi,
f" est la composée G —“" (/g —f a9, avec f(o mod g) = f'(0). Ceci conclut la
démonstration de 'exactitude de la suite. ]

Définition 3.2.8. A chaque g-module B, on associe, de maniére canonique, un
G-module, appelé G-module induit, définit comme suit :

A=MLB)={f: G- B/N1€gVreq,f(rx)=1f(x)}.

L’action de G sur A est définiepar:sioc € G, f € A,z € G alors (o f)(x) = f(zo).
De plus, on a un g-homomorphisme canonique :

™ ME(B) — B, f— f(1),
qui donne un isomorphisme entre B et le sous-g-module de M (B),

B ={fe M{DB), Vr &g, f(x)=0}.
On identifiera B’ et B.

Remarque. Si g est d’indice fini dans G, alors on montre que l'on a 'égalité de
G-modules :
M§(B) = @ 0B,
ceG/g

ou la somme sur o est prise dans un ensemble de représentants de G/g. Si g = {1},
on notera Mg(B) pour MZ(B).
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Proposition 3.2.9. 57 g est un sous-groupe d’un groupe fini G, et si B est un
g-module, alors on a canoniquement :

H'(G,M¢(B)) ~ H'(g,B), i =0, 1.

Démonstration. On traitera d’abord le cas ¢ = 0, puis le cas ¢ = 1. Soit A =
MZ(B). Si f € A% alors f(o) = f(1) pour tout o € G, et f(1) = f(1) = 7£(1)
pour tout 7 € g. Ceci montre que 7 : A — B induit un isomorphisme 7 : AY — B9,
f— f(1) (f € A% est entierement déterminé par sa valeur en 1, et tout y € BY
permet de définir un f € AY avec f(1) = y).

Montrons alors que 7 envoie isomorphiquement NgA sur N,B. Soit f € A et
h = Ngf € NgA. Soit o; un ensemble de représentants de G/g, alors :

h(1) = ZZ(TUif)(l) = ZZf(TUi) = ZT (Z f(oz)> € N,B.

TEYG 1 TEG 1@ TEY

Ainsi, m(NgA) C N,B. Réciproquement, soit N,b € N,B, avec b € B, et soit
f € A tel que f(z) = 0 pour tout = ¢ g et f(7) = 7b pour 7 € g. Si on pose
h = Ngf, alors :

W(1) = (o)1) =3 f(r) = 2 7b = Nyb.

oeG TEG TEY

Ainsi, on a bien le fait que 7 envoie isomorphiquement NgA sur NyB. Ceci permet
de conclure pour I'isomorphisme canonique, par m, concernant les H°.

Nous allons maintenant montrer le résultat pour le cas ¢ = 1. Par définition de
ZYG,A) et MEL(B), Z'(G, A) est constitué des fonctions v : G x G — B telles
que :

(i) v(x,7y) = 7y(x,y) pour T € g (pour le fait que v(x,.) soit dans MZ(B)).

(i) v(zy,z) = v(x, 2) + v(y, 2x) (pour avoir un homomorphisme croisé, tout

en utilisant la définition de I’action sur MZ(B)).
Les v € BY(G, A) sont ceux tels que y(z,z) = f(zz) — f(2) avec f € A. Si on
considere 'application :

p: ZHG,A) = Z'(g, B), v(x, 2) = F(x) = ~(x,1),

alors celle-ci est bien définie, avec les propriétés (i) et (i7). De plus, elle est surjec-
tive. En effet, soit 3 € Z!(g, B) et soit g} un systéme de représentants de G/g. On
étend (3 en une application § : G — en posant (7o) = (1), pour T € g. Alors
on a directement 3(7z) = 73(x) + B(7) pour 7 € g et x € G. On vérifie alors que
la fonction ~y(x, z) = [(zx) — B(z) satisfait les conditions (7) et (i), et donc est
dans Z'(G, A). Comme (x,1) = 3(x) — (1) = B(x), alors p est bien surjective.
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Il reste & montrer que I'image réciproque de B'(g, B) par p est BY(G, A).
Si y(x,2) = f(zx) — f(z) est une fonction de B'(G, A), alors son image par p
est la fonction F(x) = f(z) — f(1) = xf(1) — f(1) qui est donc dans B'(g, B).
Réciproquement, si v € Z'(G, A) est envoyé dans B'(g, B) par p, alors on a
v(z,1) = axb — b pour z € g¢. Ainsi, f(x) = ~(z,1) + b est une fonction dans
MZ(B). Alors y(x,2) = v(zz,1) — v(2,1) = f(zz) — f(2). Ainsi, v € BY(G, A), et

on peut conclure sur la démonstration du résultat. O

3.2.3 Le quotient de Herbrand

Un autre outil important concernant nos considérations cohomologiques est le
quotient de Herbrand, concernant en particulier les groupes de cohomologie d’ordre
—1.

Dans tout ce paragraphe, G est un groupe cyclique fini, et o est un générateur
de G.

Définition 3.2.10. Si A est un G-module, alors on définit H (G, A) par :
H Y G, A) = y,A)IGA,
avec
NGA = {CL S A/NGa = O}
IcA={0a—a/a€ A},
qui est clairement un sous-groupe distingué de yA.

Proposition 3.2.11. $i0 — A —! B —J C — 0 est une suite evacte de G-
modules, alors on a [’hexagone exact suivant :

H(G, A) —~ H°(G, B)

fe f2
c—Ngb

HYG,C) HY(G,C)

fs f3
c—(ob—b)

H™\(G, B)<;— H\(G, A)

Démonstration. Les morphismes f; et fo sont directement induits par les mor-
phismes 7 et 7. De la méme maniere, les morphismes f4 et f5 sont aussi induits par
i et 7. Pour simplifier, on identifiera A avec son image dans B par 'injection i, et
1 devient une inclusion.

Définissons maintenant fs.

Soit ¢ € CY et soit b € B tel que j(b) = ¢ (j est surjective). Alors j(ab —b) =
oc—c=0doncob—be Kerj=A, et Ng(cb—0b) = Ng(cb) — Ng(b) = 0 et ainsi
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ob—b e y,A. On pose alors f3 : ¢ mod NgC +— (cb—b) mod I5A. f3 est bien
défini : il ne dépend pas de bcarsit/ =b+a (ona Kerj = A), ca—a € IgA, et il
ne dépend pas du choix du représentant modulo Ng(C). En effet, si c = Yo 7¢,
alors ¢ = j(b) avec b =Y .o 7V) et j(b') = . On a alors clairement ob — b = 0.

Pour ce qui est de fg, soit ¢ € y,C et soit b € B tels que j(b) = c. Alors
J(Ngb) = Nge = 0 et donc Ngb € kerj = A. De plus, cNgb = Ngb (vu la
définition de Ng), donc Ngb € A% On pose ainsi fs : ¢ mod IoC — Ngb
mod NgA. On montre de méme, directement, que fg est bien défini.

Prouvons maintenant l'exactitude en H°(G, A). Soit a € A% tel que fi(a
mod NgA) = 0, c'est-a-dire a = Ngb avec b € B. On pose ¢ = j(b) et on a
fe(c mod IC) = a mod NgA, avec ce qui précede. De plus, vu la définition de
fs, fe(c) est une norme de B, donc on a bien f; o fg = 0, ce qui montre 'exactitude
a H(G, A).

L’exactitude en H°(G, B) est immédiate avec I'exactitude de la suite exacte
initiale.

Pour I'exactitude & H°(G, C'),sib mod NgB € H°(G, B), alors fo(b mod NgB) =
j(b) mod Ng(C), et fzo fo(b mod NgB) =0b—b mod IcA =0 mod IgA. Par
ailleurs, si ¢ mod Ng(C) € ker(fs), avec oc = ¢ et ¢ = j(b) pour un b € B,
alors f3(¢c mod Ng(C)) =0=0b—b mod IzA. Mais alors il existe a € A tel que
ob—b=o0a—a,dottb—ac B Comme j(a)=0cara € A, ona jlb—a)=c
et donc on en déduit que ¢ mod NgC = fo(b—a mod NgB).

Considérons maintenant 'exactitude & H~ (G, A). Soit a € y,A tel que fi(a
mod I A) = 0, c’est-a-dire a = ob—b, pour un b € B. Posons ¢ = j(b), on voit alors
que f3(¢ mod NgC) = a mod IgA, vu la définition de f3. Réciproquement, f4
envoie tout (ob—b) mod IgA, b € B sur 0 mod IgB, ce qui montre 'exactitude
A HYG,A).

L’exactitude en H (G, B) est aussi immédiate avec l'exactitude de la suite
exacte initiale.

Enfin, pour l'exactitude en H~ (G, ), soit b mod IocB € H'(G,B), b €
ngB. Alors f5(b mod IgB) = j(b) mod IC et fsfs(b mod IgB) = Ngb mod NgA,
or b € y.,B donc Ngb =0, et on a bien fs o f5 = 0. Réciproquement, si ¢ € y,C
est tel que fg(c mod IC) = 0 mod NgA, alors soit b € B tel que ¢ = j(b),
étant donné que kerj = A, on a ngb = Nga, pour un certain a € A. Mais alors,
Neg(b—a)=0etc=j(b—a)doncb—aec n,Betc= f5(b—a).

On a ainsi montré que '’hexagone était exact, ce qu’il fallait démontrer. O]

Nous allons maintenant introduire la notion de quotient d’Herbrand :

Définition 3.2.12. Si G est un groupe cyclique fini, et si A est un G-module,
alors le quotient de Herbrand de A est défini par :
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¢H" (G, A)
tH-Y(G, A)

lorsque les ordres de ces deux groupes sont finis.

WG, A) =

La puissance du quotient de Herbrand vient en particulier de son caractere
multiplicatif par rapport aux suites exactes.

Proposition 3.2.13. S10 - A — B — C — 0 est une suite exacte de G-modules,
alors

h(G, B) = h(G, A)h(G, C)

au sens ou si deux de ces quotients de Herbrand sont bien définis, alors le troisieme
Uest aussi et on a bien l’égalité. De plus, si A est un G-module fini, alors h(G, A) =
1.

Démonstration. On considére ’hexagone exact de la proposition précédente. Si
§H°(G.B)

on note n; = {Im(f;), alors, par exactitude de I’hexagone, on a

tker fo
ﬁHﬂ;S?fIB) ﬂHO(G B) On fait de méme pour les autres sommets du diagramme et on

obtient : joO(G A) = ngny, joO(G B) = ning, tH°(G, B) = ngns, tH (G, A) =
nang, $H (G, B) = nyns et tH (G, C) = nsne.

Ainsi, 1H(G, A) x tH (G, B) x $tH°(G,C) = tH°(G,B) x tH (G, A) x
tH1(G, C). On en déduit donc que lorsque deux des quotients h(G, A), h(G, B),
ou h(G,C) sont définis, alors le troisieme l'est aussi, et on obtient bien 1'égalité
voulue.

De plus, si A est un G-module fini, alors on a les suites exactes :

:n2:

0— AY - AT [oA—0,
0— nyA—A—7NcA— 0

avec f(a) = oa — a et g(a) = Ng(a). On en déduit que 1A = A% x $IgA =
fho A X ENGA, et ainsi, que (G, A) = 1. O
Proposition 3.2.14. Si G est un groupe fini cyclique, alors H (G, A) ~ HY(G, A).

Démonstration. Soit o un générateur de G, et soit n 'ordre de g. Si f € Z'(G, A)
est un homomorphisme croisé, alors pour k£ > 1,

f(0") =of(o" ) + flo) = 0*f(c"*) + o f(0) + 0 =3 0'f(0)

et f(1)=0car f(1) = f(1) + f(1) (avec 0 = 1).
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Ainsi, comme G est cyclique d’odre n,

n—1

Nef(o) =2 o'f(o) = f(o") = f(1) = 0.
i=0
Alors, f(o) € n,A. De plus, si a € y,A, on obtient un homomorphisme croisé f
en posant f(o) =a et

By
f(e®)=> o'a
=0

L’application f +— f(o) est alors un isomorphisme entre Z'(G, A) et y.A. Cet
isomorphisme envoie B} (G, A) sur IgA car f € BY(G, A) si et seulement si f(o*) =
oFa—a pour un certain a € A, soit si et seulement si f(0) = ca—a (par téléscopage
sur la formule de développement de f(co*) précédente), ce qui revient & dire f(o) €

I A, et montre le résultat. O

3.3 Théorie de Kummer

Dans cette sous-partie, nous allons étudier les extensions dites de Kummer,
pour obtenir un premier résultat de correspondance. Pour cela on commencera
par montrer le fameux théoreme Hilbert 90. Sa démonstration nécessite le lemme
suivant :

Lemme 3.3.1 (lemme de Dedekind). Soient G un groupe et K un corps. Soit
(0:)ier une famille d’homomorphismes de groupe de G dans K* qui sont tous dis-
tincts. Alors (0;)ier est une famille libre du K -espace vectoriel K¢ des applications

de G dans K.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N* pour montrer la propriété
P(n):"sioy,...,o0,sont n homomorphismes distincts de G dans K*, alors (0;)1<i<n
est une famille libre de K¢".

Pour ce qui est de P(1), on remarque que si A € K et 0 € Hom(G, K*) vérifient
Ao =0, alors Vg € G, Ao(g) =0 donc A = Ao(e) =0, et on a le résultat.

Maintenant, supposons P(n — 1) pour un certain n € N, n > 2. Soient
01,...,0, n homomorphismes distincts de G dans K*. Soit (A\,...,\,) € K"
tel que Y7, N\jo; = 0. On a donc Vg € G, > | \ioi(g) = 0.

On en déduit, compte tenu de la qualité de morphisme des o; :

V(z,y) € G* ) Now(x)oi(y) = 0.
i=1
On peut aussi écrire, par simple multiplication de 0 = -7 ;| \;o;(z) par 0,(y) :

Y(z,y) € G?, i Aioi(x)o,(y) = 0.

=1
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En combinant ces deux égalités, on trouve :

V(z.y) € G2 3" Aoi(@)(on(y) — ou(y)) = O,

i=1
ce qui peut se réécrire, comme K est un corps donc commutatif,

n—1
Vy e G Yz € G,> Nlon(y) — oi(y))oi(z) = 0.
i=1
Or, d’apres P(n — 1), (0;)1<i<n—1 est une famille libre du K-espace vectoriel
K% donc Vi € {1,...,n—1},Vy € G, \(on(y) — 0i(y)) = 0. Or, pour chaque
i # n, 0; # op, donc Jy € G,o,(y) — o;(y) # 0. Ainsi, Ay = -+ = \,_1 = 0.
Enfin, comme YI' | \;o; = 0, alors avec P(1), A, = 0, et on a montré P(n). Par
récurrence, on a donc Vn € N*, P(n).
Au final, si (0;)ier est une famille liée de K€, alors elle admet une sous-famille

finie liée, ce qui est absurde avec ce qui précede.
]

Théoréme 3.3.2 ("Hilbert 90"). Soit L/K une extension Galoisienne finie, de
groupe de Galois G = G(L/K). Alors le groupe multiplicatif L* est un G-module
et

HYG,L*) = {1}.

De plus, si G est cyclique et si o est un générateur de G, alors tout élément a de
L* de norme N i(a) =1 s’écrit :

pour un certain b € L*.

Démonstration. Soit f : G — L* un homomorphisme croisé. Pour ¢ € L*, on pose :
a=> flo)oc
ceqG

Du fait de I'indépendance linéaire des automorphismes o, application directe du
lemme précédent, ¢ € L* peut étre choisi tel que @ # 0. On obtient alors pour

T € G, du fait que 7(f(0)oc) = (7(f(0)))(roc) et f(ro) = f(r)1f(0) :
T = ZTf (toc) Zf Y f(ro)(roc) = f(r) ta.

Ainsi, f(7) = Tof‘:l , et donc f € BYG, L*), et H'(G,L*) = 1.

De plus, si G est cyclique, on a vu que H (G, L*) = H'(G,L*) = 1, donc
neL* = IgL*, et ainsi, tout élément a € L* avec Nga = Np/k(a) = 1 est de la
forme a = %b pour un certain b € L*. O
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Maintenant, soit K un corps tel que X" — 1 soit scindé sur K, et soit u, le
groupe de ses racines n-émes de 1'unité, avec n un entier naturel premier avec la
caractéristique de K (si celle-ci est non nulle).

Définition 3.3.3. On appelle extension de Kummer de K une extension de la
forme

L=K(VA)

ou A est un sous-groupe de K* contenant le groupe K*" des puissances n-eme de
K. Ainsi, L est engendré par les racines {/a, a € A.

Remarque. Une extension de Kummer L/K est abélienne d’exposant n, c’est-a-
dire qu’elle est galoisienne (pas nécessairement finie), que son groupe de Galois
est abélien et que 0" = 1 pour tout o € G(L/K). En fait, pour tout a € A, la
sous-extension K (/a)/K est cyclique de degré divisant n, donc la restriction de
o™ a K(/a) est 1, et ainsi 0™ = 1 car L est engendré par les racines a.

Réciproquement, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.4. Si L/K est une extension abélienne d’exposant n, alors L =
K(V/A) avee A = L*" N K*,

Démonstration. Déja, on a K (\"/Z) C L. Par ailleurs, nous pouvons d’abord ré-
duire le probléme car L/K est la composée de ses sous-extensions cycliques : L/ K
est la composée de ses sous-extensions finies L'/ K et le groupe abélien fini G(L'/K)
est le produit direct de groupes cycliques (par le théoreme de structure des groupes
abéliens finis (ou de type fini)), et chacun de ces sous-groupes cycliques peut étre
vu comme le groupe de Galois d’une sous-extension cyclique de L'/ K. Ainsi, L/ K
est la composée de ses sous-extensions cycliques.

Soit maintenant M /K une sous-extension cyclique de L/ K, alors G(M/K) est
d’ordre d divisant n. Soit o un générateur. Alors, M = K({/a) pour un certain
a e M*™NK*. .

En effet, soit {y, une racine primitive n-¢me de I'unité, alors ( = (J € K
donc Ny/k(¢) = ¢* = 1. Par le théoreme d’'Hilbert 90, il existe ¢ € M tel que
o(c) = cC. Alors, o(c) = (o(c))* = ¢¢" = ¢ donc ¢* € MEM/K) = K De plus,
par récurrence, on montre que o'(c) = (' et donc les ¢'(c) sont tous distincts,
pour 0 < 72 < d — 1. Par conséquent, le polynéme minimal de ¢ sur K les a tous
comme racine, et il est donc de degré > d. Ainsi, [K(c) : K] < det [M : K| =d
et M D K(c), donc K(c) = M et ¢ € K. On a donc bien M C K(c) C K(/A).
Ainsi L € K(3/A), ce qui permet de conclure. O

Nous pouvons maintenant montrer le théoreme de correspondance de Kummer.
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Théoréme 3.3.5. Les extensions de Kummer L/K (contenues dans une cloture
algébrique donnée) sont en correspondance bijective avec les sous-groupes A de K*
contenant K**. Si L = K(Y/A), alors A = L*" N K* et on a un isomorphisme

canonique :
Hom(G(L/K), ) ~ AJK*™.

Un élément a mod K*™ € A/K*" est associé a un caractére x, : G(L/K) — iy,
donné par :
oy/a
Xa(0) = f
Va

Remarque. La composée de deux extensions de Kummer d’exposant n est encore
une extension de Kummer d’exposant n, et on peut donc considérer que toutes les
extensions de Kummer d’exposant n sont contenues dans une extension maximale
de Kummer d’exposant n, K = K({/K*), vérifiant :

Hom(G(K/K), pn) = K* /K™,

en considérant que pour les groupes G(L/K) et p, sont munis de la topologie de
Krull et discrete, et que ce sont les morphismes continus que 'on regarde dans
Hom.

Démonstration. Soit L/K une extension de Kummer. Alors L = K ({/A) ot A =
L*™ N K* d’apres la proposition précédente.
Remarquons tout d’abord que, du fait que G(L/K) agit trivialement sur K et
que p,, C K par hypothese, alors on a H(G(L, K), pi,) = Hom(G(L, K), ).
On définit 'homomorphisme suivant, A — Hom(G(L/K), i1n), @ — Xa, avec

Xa(o) = ‘77\;‘/66 . Le noyau de ce morphisme est K*" car x, = 1 équivaut a Vo €

G(L/K),o{/a = /a, soit /a € K*, et finalement ceci équivaut & a € K*". On a
donc un homomorphisme injectif :

A/K*™ — Hom(G(L/K), ).

Nous allons prouver la surjectivité de ce morphisme, d’abord en considérant
le cas ou L/K est une extension finie, par le théoreme de Hilbert 90, puis nous
généraliserons ensuite.

Soit x € Hom(G(L/K), ). Alors x : G(L/K) — L* est un homomorphisme
croisé et le théoréme Hilbert 90 nous dit qu’il existe un b € L* tel que x(0) = 2
pour tout o € G(L/K). Alors, o(b") = (ob)” = x(o)"b™ = b", puique x(0) € fin,
et ce pour tout 0 € G(L/K). Ainsi, b" =a € K*NL*"™ = A, et on a x = X,, Cce
qui donne la surjectivité.

Maintenant, si L/K est de degré infini, on regarde A;/K*" pour A; parcourant

les sous-groupes finis de A/K*".; et on pose L; = K(/A;). Alors A/K*™" =
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U; A;/K*™ et L = U; L;, puisque L/K est une extension d’exposant n : tout
élément y est d’ordre fini.

Ainsi, les groupes G(L/L;) forment une base de voisinages ouverts de 1 €
G(L/K). Le noyau d’'un homomorphisme continu y est ouvert, il doit donc contenir
un sous-groupe G(L/L;).

Comme L/K est abélienne car de Kummer, le théoréeme de correspondance
de Galois nous permet de voir que Gal(L;/K) = Gal(L/K)/Gal(L/L;). Comme
G(L/L;) est inclus dans le noyau de x, on en déduit que si ¢ = 7p avec o €
Gal(L/K), 7 € Gal(L;/K), p € Gal(L/L;), alors x(c) = x(7) x 1.

Ainsi x fournit un homomorphisme X : G(L;/K) — pi,, avec X(0) = x(o1,)-
Avec ce qu'on a vu dans le cas précédent, Y est de la forme X, : G(L;/K) — pin,
a € §;. Mais alors, x(0) = Xa(o|z,) = U;aa = Xa(0), et ainsi x = x,, ce qui prouve
la surjectivité.

Considérons maintenant la correspondance. On prend A un groupe entre K*
et K*", et on pose L = K(3/A). On veut montrer que A = L** N K*. Ce que I'on
vient de montrer nous donne un isomorphisme L** N K*/K*" ~ Hom(G, ).

Par un argument de dualité (c’est vrai pour des groupes finis par un petit
bricolage sur le fait qu’un groupe est isomorphe a son dual et a son bidual, on
peut le généraliser ici du fait que les considérations topologiques sont bien choisies
et permettent de factoriser par des extensions finis), on montre que le sous-groupe
A/K*™ de L™ N K*/K*" est isomorphe, via un isomorphisme obtenu & partir du
précédent, a un sous-groupe Hom(G/H, u,) de Hom(G, pi,,), avec H un certain
sous-groupe distingué de G.

Cet isomorphisme est donné par l'isomorphisme que 'on a construit : si 'on
écrit le fait que A/K*" ~ Hom(G/H,u,), H est caractérisé par la fait que si
o € H, alors pour tout a € A/K*", on a ¢{/a = {/a. Ainsi, o fixe K(V/A) = L,
donc o =1 et en fait H = {1}.

On en déduit que A = L*™ N K*, et cela permet de conclure la démonstration
du fait que A — K( {L/K) est une correspondance bijective, et on a montré le
théoreme. O]

4 Théorie du corps de classes générale

4.1 Frobenius et éléments premiers

Dans ce chapitre, nous allons développer des outils, venant purement de la
théorie des groupes, qui nous serons utiles dans notre but de démonstration. On
pourrait voir ces outils sans réellement parler de corps, et en ne considérant que
la structure de groupe dans les groupe de Galois, agrémentée de quelques axiomes
(c’est ce que fait [1]), mais nous allons essayer de considérer une approche inter-
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médiaire, c’est-a-dire que I’on n’oubliera le fait que les groupes de Galois vont avec
les corps sur lesquels ils agissent. L’intérét de I’approche générale et formelle est
qu’elle peut servir dans I’étude de la théorie du corps de classes global.

Notons que dans ce qui suit, K désignera toujours une extension finie d’un
corps k.

Les notations seront les suivantes : on considére k un corps, k une cléture
algébrique de k, G = G(k/k) le groupe de Galois de k sur k, muni de sa structure
de groupe pro-fini.

On considere aussi un homomorphisme continu surjectif :

deg : G — Z.
Le noyau de deg a pour corps fixe k, et deg induit un isomorphisme G(/; Jk) ~ 7.

Définition 4.1.1. On dit qu'une extension dont le groupe de Galois est isomorphe
a Z est une Z-extension.

Comme exemple de Z-extension, on peut penser a l’extension maximale non
ramifiée d’un corps local.

Pour toute extension finie K /k, on pose K = Kk et fi = [K Nk : k], qui cor-
respond, si k£ est un corps local, au degré d’inertie. deg induit un homomorphisme
surjectif

1 ~
deg, = —deg : Gx — Z,
fx

ainsi qu'un isomorphisme degy : G(K/K)>Z.

Définition 4.1.2. L'élément ¢x € G(K/K) tel que deg(¢x) = 1 est appelé le
Frobenius sur K.

Pour toute extension finie L/K, on pose L° = LN K, fr = [L°: K] = J’:—IL( et
¢L0/K = (CbK)\LO-
Dans le cas de corps locaux, L° = K™,

On note aussi que 1'on a le diagramme commutatif :
degr,

GLHZ

e

GK degK Z
Il correspond au fait que (¢r)z = QL/ ~
Maintenant, soit L/K une extension galoisienne finie. On considere le dia-

gramme suivant, ot L = LN K et L = LK :
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Li

K——1L° K
deg : Gg — Z induit (on connait les sous-groupes compact de Z) un homo-
morphisme surjectif :

e

deg : G(L/K) — Z,
et on pose
®(L/K) = {5 € G(L/K)/ deg(5) € N"} .
Sig e ®(L/K) et n = degy(5), alors &5 = ¢
Proposition 4.1.3. L’application ®(L/K) — G(L/K), 6 + 6|1, est surjective.

Sio e G(L/K), et 6 € ®(L/K) tel que 0 = 61, on dit que & est un relevé de
Frobenius de o.

Démonstration. Sio € G(L/K), alors o0 = ¢fo, pour un certain n > 0 (comme
on considere une extension finie, le groupe de Galois est fini, et donc on peut
prendre n > 0 sans que cela pose de probleme pour obtenir 1). Soit ¢ une extension
de ¢ & L. Alors, ng‘Lo = 1, autrement dit, 06" € G(L/L°) ~ G(L/K). En effet,

L et K sont linéairement disjointes (c’est-a-dire d’ intersection égale a L) donc,
par exemple d’apres [7] page 276, on a G(L/L°) ~ G(L/K). Ainsi, 0¢;[" = 71,
avec T € G (NIZ /K). Maintenant, on a & = 7¢™ qui est un relevé de Frobenius de o
avec 0| = @[ = P, c'est-a-dire deg (o) =n € N*. O

Le nom de relevé de Frobenius vient du fait qu’il transforme les éléments de
G(L/K) en morphismes de Frobenius :

Proposition 4.1.4. Soit & € ®(L/K) et soit X le corps fixé par &. Alors

(i) [2: K] < o :
(ii) fs/x = degg(F);
(iii) S =L ;
(Z’U) o= ¢E~
Démonstration. On note £° = ¥ N K, qui est le corps fixé par 0|k deex @ vu

les définitions et les isomorphismes en jeu. Mais alors fy/x = [2°: K ] = degy(5),
et on a le (ii).

De plus [¥: X = [BK : K] < [L: K] < co. Comme [2°: K] = fsx est aussi
finie, alors par multiplicativité des degrés, [¥ : K] est fini, et on a le (7).

Pour le (iii), G(L/X) est topologiquement engendré par & et ainsi, est procy-
clique. Mais alors, par ce que l'on a vu lors de la définition des groupes procy-
cliques, I'homomorphisme surjectif obtenu par restriction G (L)o) — G(X/%) ~ Z
est nécessairement un isomorphisme. Alors 3 = L et on a (iii).
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Enfin, on a par définition fy/x degs(d) = degy(d et avec (ii), on a alors
[y/k degs, = fx K, donc degy,(6) = 1, et ainsi, & = ¢, est bien un Frobenius. [

Définition 4.1.5. Soit A un G-module noté multiplicativement. Pour tout corps
K, on pose : A = A% =la € Ao € G(R/K), a” = a}.

Définition 4.1.6. Si L/K est une extension finie, on a Ax C Ay et on définit
I’ application norme :

NL/K . AL —>AK, NL/K(a) :HCLU,

avec o parcourant un systéme de représentants a droite de G /Gy.

Remarque. Si K C L C M, alors :
NM/K = NL/K o NM/L-

Si L/ K est une extension galoisienne, alors Ay est un G(L/K)-module et Ax =
Ag(L/K).

Définition 4.1.7. On appelle valuation henselienne de A, par rapport a deg un
homomorphisme v : A, — 7, vérifiant :

(i) v(Ay) =Z D Z et Z/nZ ~7Z/nZ pour tout n € N.

(ii) v(NkgmAk) = fxZ pour tout corps K.

Remarque. Pour tout corps K, une valuation henselienne v : A, — Z, définit un

homomorphisme vg = f%v o Nk 1 Ax — Z d’image Z.

Proposition 4.1.8. (i) v = vge 0 0 pour tout o € G, ou K7 = o(K).
(ii) Pour toute extension L/K finie, on a le diagramme commutatif :

vy, ~

Ap—=17
NL/K\L J/fL/K
Ak —>7
Démonstration. Nous allons d’abord montrer le (7). Si 7 parcourt un systéme de

représentant a droite de G /G, alors 0~ 7o parcourt un systéme de représentants
a droite de G /o7 'Gko = G}, /Gg-. Ainsi, si a € Ay, alors :

vieo (a%) = f1 o([[ao" ') = flvmaw“) - flvwm(a)) — v (a).
Ko K 7 K
Maintenant pour le (ii), si a € Ay, alors :
F1 v (a) = fL/Kflv(NL/k(a» = (Vi (Ve (@))) = i (Vi (@),
I fr
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Définition 4.1.9. Un élément premier de Ag est un élément mx € Ax tel que
vg(mr) = 1 (ceci correspond a l'idée d’uniformisante qu'on a vu plus haut). On

pose Ux = {u € Ax,vg(u) =0} .

Si frk = [L: K], c’est-a-dire L° = L (ce qui correspond & une extension non
ramifiée), alors par le (i4) du point précédent, (vi)ja, = vk. En particulier, un
élément premier de Agx est aussi un élément premier de Ay. D’un autre coté, si
fr/k = 1, c’est-a-dire si L’ = K (ce qui correspond a une extension totalement
ramifiée) et si m, est un élément premier de Ay, alors mx = Np/k(mp) est un
élément premier de Ag.

4.2 L’application de réciprocité
4.2.1 Une condition axiomatique, conséquence

Dans la suite, on va supposer que le G-module A satisfait la condition axioma-
tique suivante :

Axiome 1. Pour toute sous-extension L/K de K/K, #H°(G(L/K),AL) = [L :
K], et tH"Y(G(L/K),AL) = 1 et est bien défini.

Remarque. L/K sous-extension de K /K correspond, pour des corps locaux de
corps résiduel de caractéristique non nulle, au fait que L/K soit non-ramifiée. En
particulier si le corps résiduel est fini et I'extension fini, on a bien G(L/K) fini et
cyclique.

A partir de cela, nous allons construire 'application de réciprocité, piece cen-
trale de la théorie du corps de classes. On commence par une conséquence directe
de 'axiome.

Proposition 4.2.1. Si L/K est une sous-extension finie de f(/K, alors pouri =0
ou —1, '
HY(G(L/K),UL) =0

Démonstration. Soit n = [L : K|. On va considérer Z = wvp(Ar) comme un
G(L/K)-module trivial. On a, vu les définitions, H(G(L/K),Z) = Z/nZ et
HYG(L/K),Z) = 0, en se rappellant que Z C 7 wa pas d’élément d’ordre
fini (par exemple, on a vu que 7 ~ I, Zy).

Par le (i) de la proposition 4.1.8, on a

1—-U — A —Z2—0

qui est une suite exacte courte de G(L/K)-modules. On en déduit, avec ’hexagone
exact donné lors de I’étude du quotient de Herbrand, proposition 3.2.11, que l'on
a la suite exacte suivante :
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1 — HYG(L/K),Uy) — H'(G(L/K),AL) =t H(G(L/K),Z) — H Y(G(L/K),U) — 1

Si 7k est un élément premier de Ay, alors vy, (7x) = vk (7x) = 1, ce qui montre
que 'application v} : H*(G(L/K), Ar) — H°(G(L/K),Z) = Z/nZ est surjective,
et ainsi bijective comme $H°(G(L/K), A) = n (c’est notre axiome). A partir de
14, on en déduit directement, le diagramme étant exact, que H'(G(L/K),Ur) =0
pour ¢ =0 ou —1. ]

4.2.2 Définition de Papplication réciprocité
Définition 4.2.2. Soit L/K une extension galoisienne finie. On définit [’applica-
tion réciprocité vk : G(L/K) — Ag/Np/kAp par :

TL/K<0-> :NE/K(WE) IﬂOd NL/KALa

avec ¥ le corps fixé par un relevé de Frobenius ¢ € ®(L/K) de 0 € G(L/K) et
7y, € As; un élément premier.

Nous allons bien stir montrer que cette application est bien définie, cela sera le
premier but de cette sous-section.

Pour cela, on pose N = Np o (voir 4.1.6). Soit F//K une sous-extension de
L/K telle que FL° = L. Alors F° = F N L° et ainsi on peut montrer que, en
revenant aux définitions :

N, = Npjpo.

On rappelle que 'on est dans la situation suivante :

/\
\/

K
On fixe ¢ € ®(L/K) qui prolonge ¢x & L. On a la décomposition :

Npjg = No N
ou ’homomorphisme A% : Ap — Aj est défini par :
f-1
Np(a) =Tl o™, f=[F": K].

v=0
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En effet, le groupe G(F°/K) est d’ordre f et est engendré par ¢po/x = (G )ro,
c’est ce qu’on a vu au tout début de cette partie, et ainsi, pour a € Ap,

f—1
N(Aw(a)) = T Neyro(a)® = Npojx (Npspo(a)) = Ny (a).

v=0

Lemme 4.2.3. Soit 61, &3, 65 € ¢(L/K) et tels que 65 = 6154. Si 5 est le corps
fixé par &, et si m; € Ag, est un élément premier pour i = 1,2 ou 3, alors :

NE3/K(7T3) = NZl/K(ﬂ-l)NEQ/K(ﬂ-Q) mod NL/KAL-

Démonstration. Soit ¥ le corps fixé par ¢. Alors X0 = XN K = K car ¢ est de
degré 1. On peut supposer que ¥, ¥; C L, 7 = 1,2, 3. En effet, si ce n’est pas le cas,
on peut trouver une sous-extension galoisienne I'/K de L/K contenant L et X et
les ;. Alors L/ = L, et par l'injection canonique ApL/NpkAL — Ap /Ny kAvw,
une égalité modulo Ny, g Ap implique I'égalité modulo Ny, /K{lL.

Maintenant, soit n = [L : K] et M/L la sous-extension de L/L de degré n. On
dit la sous-extension de degré n car, par exemple, Z na qu'un seul sous-groupe
d’indice n.

Ceci nous conduit au diagramme suivant :

by L M

S

2

K E? L0 MO

Soit n; = degy(d;), alors n3 = ny + ny. Pour simplifier les notations, on pose
Gy = ¢ "2a10™ avec degy (d4) = ny = ng. Alors ¥y = 29" est le corps fixé par
04, €t Ty = me est un élément premier de Ay,, du fait que vg = vge 0 0. Ainsi,
Ny, /k(m1) = Ny, /k(74), on est ramené a montrer la congruence :

NES/K(TFg) = NE4/K(7T4)N22/K(7T2) mod NL/KAL'

On pose o
T =06, '¢" € G(L/K) = G(M/M°),

(cette derniere égalité venant d'un lemme classique de théorie de Galois, que 'on
peut trouver dans [7] et que 'on a déja evoqué plus haut) et on a 73 = 757y et du
fait que ¢, € Gy,

Ne—1 _ gmiTh 6Nl
N5, (1) T s T
i\ =T =T =Ty -

3 K3

o8



On écrit E = N5, (m3) N5, (m2) A5, (m4) " € Up, et on a alors :
E¢~t = 7T§3_17T%_T27Ti_74.

Maintenant, les éléments o, 73, T4 sont aussi des éléments premiers de Ay, et
on peut alors écrire m, = 52_17r4, T3 = €3, avec 9,63 € Up. En effet, on a le
diagramme suivant :

L=%

T

nr
L/

S
NP

et comme L' = XN L = LN L, lextension L = L'/% est non ramifiée, ce qui
permet de voir que vy, = v.

On pose ¢4 = 7> ' € Up. En effet, L/K étant non ramifiée, vy (r(my)) =
Vi (T2(74)) = vgm (m4) = v (m4) ce qui donne ce résultat.

Remarquant que, du fait que 73 = 707y, (3 — 1) + (1 + 1) + (1 —74) = (12 —
1)(14 — 1), et ainsi :

4
El = Ha‘f—l.
i=2
Soit f = [L : X] = fr/k, tel que ¢/ = ¢r. On avu que H(G(M/L),Uy) = 0,
on en déduit facilement qu’il existe E, &; € Uy, pour i = 1,2, 3,4 tels que :

Nyyp(E) = E, Nyyo(&) = e

Alors, B9~ et [[L, &7 différent seulement d’un élément = € Uy, avec N, wvyn(x) =
1.
Ainsi, HY(G(M/L),up) =1 et on obtient :

N 4 4 f-1 ¢—1
Eo-1 — Hé{i*lﬁh—l — Hg?’*l (H)
=2 =2

v=0

avec @ € Up;. Comme 7; € G(M/MP), on a :

f—1 ¢K_1
N(E)ys~t =N (H a¢”>
v=0
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et ainsi

f—1
=N (H 71‘75”) T
v=0

avec un z € Uppo tel que %71 = 1, c’est-a-dire en fait x € Ug. En posant
u = Npy/r() et en se rappellant que NMO/LOON NoNyyyp, et que Npjx = NoANp,
on obtient :

Ny, /i (w3) Ny, i (w2) " Ny, i (ma) ™ = N(E) = Nygopo(N(E))

1:[ NMO/L()( ) N(NL/E(U))I‘H
N

Lk (u) Nk () € NpjrAr,

et on a ainsi montré le lemme. OJ

\

Corollaire 4.2.4. L’application
rpx @ G(L/K) — Ak /Npk AL
est bien définie et est un homomorphisme.

Démonstration. Soit &, ' € ®(L/K) deux relevés de Frobenius de o. Soit ¥ et
les corps fixés par & et ¢, et soit m € Ay et 7' € Ay des éléments premiers. On
peut supposer que m = degy (') — degy(6) > 0. Traitons d’abord le cas m = 0.
On en déduit que (7)z = (6') z et par hypothese, ()L = (6')L. Alors, L=LK
et ainsi & = &’. Ceci implique X = ¥/ et 7’ = wu avec u € Us. Soit M une sous-
extension finie galoisienne de L/K contenant L et ¥ (c’est bien possible vu qu’on
a montré que [¥ : K] < +o00). Comme H ' (G(M/X),Uy) = 1, avec ce qu'on a
vu précédemment, il existe @ € Uy tel que v = Nyy/x(1), et ainsi, en prenant les
normes dans 7’ = mu, on obtient :

NZ//K(F,) = Nz/K(ﬂ')NM/K({L) = NE/K(’F) mod NL/KAL
car Ny (i) = Nyyx o Nyys () et Ny (@) € Ny Anv C NpjxAr puisque
LcM.
Par ailleurs, si m > 0, alors 7 = 7'’ € G(L/K) est un relevé de Frobenius de
1 € G(L/K) avec degy(7) = m. Si M D L est le corps fixé par 7 et si myy € Ay
est un élément premier, alors par le dernier lemme,

NE//K(TI'/) = NE/K(W)NM/K(WM) = NE/K(W) mod NL/KAL~

Ceci montre bien I'indépendance de 71/ (c) du choix du relevé de Frobenius
et de I’élément premier dans Asy,.

Le fait d’étre un homomorphisme est direct avec le lemme précédant, avec
01,092 € G(L/K) et 3 = 6109 qui est une relevé de Frobenius de 03 = 0109. [
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L’intérét de cette application de réciprocité apparait clairement dans 1’énoncé
suivant, envoyer des Frobenius sur des éléments premiers :

Théoréme 4.2.5. Si L/ K est une sous-extension finie de f(/K, alors 'application
de réciprocité vk + G(L/K) — Ag [Nk AL est donnée par

TL/K(¢L/K) =g mod NL/KAL>

et est un isomorphisme.

Démonstration. ¢ € ¢(K/K) est un relevé de Frobenius de ¢/ € G(L/K), vu
les définitions, et il est de corps fixé K. Ainsi, 71/x(¢r/k) = 7k mod Ny /xAp.
Le groupe Ax /Ny kAL = H'(G(L/K), Ar) est du méme ordre, n, que G(L, K),
par I'axiome 1 et le fait que I'extension soit non ramifiée. Or 7 mod Ny kAL
est un élément générateur de Ag /Ny AL, puisque ¢ = Np/k(a) € NpkAr
implique m = v (%) = vk (N k(a)) = nvg(a) =0 mod n. Ainsi, 7,k est bien
un isomorphisme. O

4.2.3 Propriétés de nature fonctorielle

L’application de réciprocité vérifient un certain nombre de propriétés de nature
fonctorielle, utiles pour la suite.

Proposition 4.2.6. Soit L/K et L'/ K' deuz extensions galoisiennes et soit K C
K' et L C L. Alors le diagramme :

G(L//K/> gKAK’/NL’/K’AL’

| e

TL/K

G(L/K)— Ag/NrxAL

est commutatif, la fléche de gauche étant donnée par la restriction o’ — a|’L.

Démonstration. Soit o’ € G(L'/K') et 0 = o, € G(L/K). Si ' € O(L'/K') est
un relevé de Frobenius de ¢, alors & = ¢'; € G(L/K) est un relevé de Frobenius
de o puisque degy (6) = fixr/i degy (o) € N*.

Maintenant, soit ¥’ le corps fixé par o’. Alors ¥ = ' NL = X' NY est le
corps fixé par 7, et fs/» = 1. Ainsi, si 7y est un élément premier de Ay, alors
Ty, = Nsv /E(W’E,) est un élément premier de Ay, et on peut déduire la proposition
de I’égalité suivante :

NE/K(TF) = NE/K(NE’/E(W,)) = NZ//K(ﬂJ) = NK’/K(NE’/K’(T‘-/))‘

61



Proposition 4.2.7. Si L/K est une extension galoisienne finie, et si o € G, alors
le diagramme :
G(L/K) —5 Ax /Ny kAL
G(LU/KU) ngaKa /NLU/KUALD’
est commutatif et la fléche de gauche est induite par la conjugaison T +— o~ '70.

Démonstration. Soit 7 € ®(L/K) un relevé de Frobenius de 7 € G(L/K) et soit
7 € G(k/k) qui étend 7 & k. Alors (07'70) . est un relevé de Frobenius de o*(7)
comme degy. (07 170) = degy(7) = degy(7) € N*. Si X est le corps fixé par 7,
alors X7 est le corps fixé par U‘l?al jo, et si mest un élément premier de Ay, alors

du fait que vy, = vso 00. On peut alors déduire la proposition de ’égalité de normes
NEG/KU(TFU> = NE/K(’TF)U. D

Définition 4.2.8. Soit G un groupe, et soit G’ son groupe dérivé. Alors on note
G*™ = G/G', I'abélianisé de G.

Définition 4.2.9. Soit G est un groupe et H un sous-groupe d’indice fini de G.
Alors on a morphisme de groupes canonique Ver : G — H*. Ver est pour
Verlagerung, et ce morphisme est aussi appelé morphisme de transfert.

Explicitons la maniere dont ce morphisme est défini. Soit R un systeme (fini)
de représentants de G modulo H. On a G = RH et on suppose que 1 € R. Si
o € GG, on pose pour p € R,

op=ypo, o,€ H, p€R.

Alors Ver(oc mod G') := [[,cp0, mod H’, et cette définition ne dépend pas
du choix des représentants dans R.

On a une autre description de Ver : soit o € GG et soit S le sous-groupe engendré
par o. Soit 7 dans un ensemble fini tel que G = IL,.STH. Soit S; = 77 'St N H
et soit f(7) le plus petit entier naturel tel que o, = 7 '¢/7 € H. Alors o,
génere S; et Ver(c mod G') =[], 0, mod H’. On retrouve la premiere formule
en prenant R = {o'r /7,1 <i < 7}.

Proposition 4.2.10. Soit L/ K une extension galoisienne finie et soit K' un corps
intermédiaire. On alors le diagramme commutatif suivant :
G(L/K")® ;/K;AK’/NL/K’AL

ver| T

TL/K

G(L/K)* —— Ag/Np/k AL,
ot la fleche de droite est donnée par 'inclusion Ax C Akr.
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Démonstration. On pose G = G(L/K) et H = G(L/K'). Soit & un relevé de
Frobenius de o € G(L/K), ¥ le corps fixé par & et S = G(L/¥). On considére
la décomposition G = I1,S7H obtenue en quotientant a gauche et a droite, et on
pose S, = 77 1SN H et 6, = 77'67(D7 comme plus haut. Soit G = G(L/K),
H=G(L/K"),S= (o), T=1 et 0, = (6,)1.

Alors on a directement G = I1,.S7H, et ainsi

Ver(c mod G(L/K))=]]o, mod G(L/K')".

Pour tout 7, soit w, un systeme de représentants de H/S.. Alors
H=1.5w, et G=1,, Stw,.

Soit 3, le corps fixé par &,, c’est-a-dire le corps fixé par S;. X7 est le corps
fixé par 77167, et ainsi ¥, |X7 est une sous-extension de L/X7 de degré f(7). si 7w
est un élément premier de Ay, alors 77 est un élément premier de Ay-, et aussi de

As

e

Par la décomposition décrite, on a

Nsy(m) = [ «™ = [I(I1(=")*") = [] Ns./x (7).

T,Wr T Wwr

Comme &, € ®(L/K') est un relevé de Frobenius de o, € G(L/K"), ceci
implique :

ro(o) =] rox (o) =ryx(]] or) = ryw(Ver(e mod G(L/K)')),

ce qui permet de conclure. O

4.3 Loi de réciprocité générale
4.3.1 Nouvelle condition axiomatique

Dans cette partie, nous allons imposer une condition axiomatique de plus sur
le G-module A, qui concernera les extensions cycliques :

Axiome 2 (Axiome du corps de classes). Pour toute extension cyclique finie L/ K,
tHY(G(L/K),AL) = [L: K| et tH Y (G(L/K), Ar) = 1.

A partir de celle-ci, on verra que 'application de réciprocité conduit en fait a
la construction d’un isomorphisme, premier pas vers la correspondance que l'on
souhaite montrer.
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4.3.2 Loi de réciprocité générale

Définition 4.3.1. On appelle théorie du corps de classe pour un G-module un
couple d’homomorphismes (deg : G — Z, v : A, — Z), avec deg continu et
surjectif et v une valuation henselienne par rapport a deg.

Le théoreme suivant est le théoreme principal de la théorie du corps de classe,
dernier grand pas dans cette partie formelle de la démonstration des théoreémes
que nous avons énonce.

Théoréme 4.3.2 (Loi de réciprocité générale). Si L/K est une extension galoi-
sienne finie, alors
TL/K : G(L/K)ab%AK/NL/KAL

est un isomorphisme.

Démonstration. Si M /K est une sous-extension galoisienne de L/K, alors d’apres
la premiere propriété de fonctorialité que nous avons vu, on a le diagramme com-
mutatif suivant :

1 G(L/M) G(L/K) GIM/K)——1

\LTL/JVI lTL/K lTM/K
Nuyi

AM/NL/MAL — AK/NL/KAL — AK/NM/KAM —1
Ceci va nous permettre de procéder en quatre étapes, dont les trois premieres
consisteront a se ramener au cas d'une extension cyclique totalement ramifiée.

Etape 1. Montrons que l'on peut se ramener & montrer le cas ot G(L/K) est
abélien.

En effet, si I'on a le théoreme vrai dans ce cas, alors montrons qu’on en déduit
le résultat.

On pose M = L*" la sous-extension abélienne maximale de L/K . Alors G(L/K)* =
G(M/K) et le groupe engendré par les commutateurs G(L/M) est exactement le
noyau de rz,x dans G(L/K) (c’est direct par une chasse au diagramme sur notre
diagramme, en utilisant le fait que 7,k est un isomorphisme et que la suite sur
la premiére ligne est exacte). Ainsi, G(L/K)*™ — Ak /Ny x Ay est injectif. Pour
la surjectivité, on peut procéder par récurrence sur le degré des extensions dans le
cas ou G(L/K) est résoluble.

En effet, dans ce cas, on a M = L, soit G(L/K) abélien, ou bien il existe
H <G non trivial tel que G/H abélien (c’est la définition d’étre non trivialement
résoluble), mais alors D(G) C H # G et on a donc [L : M] < [L : K]|. Alors avec
I'hypothese sur les groupes abéliens et I'hypothese de récurrence, on a 7/ et
rr/m qui sont surjectifs, et alors 77/ aussi, vu le diagramme.
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Maintenant, si G(L/K) n’est pas résoluble, on peut procéder encore par récur-
rence : on pose M le corps fixé par un p-sous-groupe de Sylow de G(L/K). L’exten-
sion M /K n’est pas nécessairement galoisienne. Si M = K, c’est-a-dire G(L/K) est
un p-groupe, alors il est résoluble, et on est ramené au cas précédent. Sinon, on peut
tout de méme utiliser la partie gauche du diagramme, celle considérant G(L/M)
et G(L/K). On va montrer que si S, est un p-Sylow, alors il est atteint par rp k.
On a, par hypotheése de récurrence, /5 qui est surjectif. Or, 'inclusion Ax C Ay,
induit un homomorphisme i : Ag/Np/kAr — An/NpmAr (effectivement,
Gm C Gg donc on peut bien factoriser I'application Ax — Ay — Ay /NpAr),
qui vérifie Nyyx oi = [M : KJ. En effet, si a € Ag, comme Gy C Gk,
Nyyk 0 i(a) = Tloeay/ay (@) = Hrear/ay 0 = a*Cx/G = MK vy les
définitions.

Or [M : K] est premier avec p, G(L : K) étant un p-Sylow, et par multipli-
cativité des degrés. Donc S, — S,, a — alM:K] est surjectif, et ainsi S, est dans
I'image de Ny k. Tout p-Sylow est alors dans I'image de Ny, donc Nk est
surjectif. Comme 7 /) I'est aussi, on a bien 7,k qui est surjectif.

On est donc ramené a montrer le résultat pour G(L/K) abélien.

Etape 2. Montrons maintenant qu’on peut se ramener & montrer le résultat pour
L/K extension cyclique. Ainsi, si M /K parcours les sous-extensions cycliques de
L/K, alors notre diagramme commutatif montre que le noyau de rz,x est inclus
dans le noyau de G(L/K) — [y G(M/K). En effet, 'hypothese sur les extensions
cycliques donne, si a : G(L/K) — G(M/K), b : Ax/Nr/x AL — Arx/Nu/xAwr,
alors ryr/x 0 a = rp/k o b avec ry/k bijective, et donc kerrp/x C ker a. Son noyau
est donc dans U'intersection des noyaux des G(L/K) — G(M/K), et donc inclus
dans le noyau de G(L/K) — [ G(M/K).

Or, si L/K est abélienne, le morphisme G(L/K) — []y; G(M/K) est injectif.
En effet, si ¢ € G non nul, K = M est bien une extension galoisienne cyclique
(tout sous-groupe est distingué dans G(L/K)).

On peut montrer la surjectivité de la méme maniere que plus haut dans le cas
résoluble, par récurrence.

On est donc ramené a étudier le cas cyclique.

Etape 3. Maintenant, soit L/K une extension cyclique. Montrons qu’on peut se
ramener au cas ou fr;x = 1. On suppose qu'on a le résultat dans ce cas, et
on pose M = L° On a alors fr,; = 1, et alors, par la proposition que 'on a
montrée sur les sous-extensions L de K /K, ry/k est un isomorphisme. De plus,
NM/K est injective. En effet, ﬂAM/NL/MAL = [L . M], uAK/NL/KAL = [L . K}

et Ak /Ny/kAyv = [M : K] vu la condition axiomatique admise, et cela nous
donne, avec l'exactitude et la surjectivité, §/m(Nyy k) = % = [L : M] et donc

8Im(Nuyyk) = BAm/NijmArL et Nk injective. Avec notre hypothese, 11/ est
un isomorphisme, et on a vu que 7k aussi, donc vu le diagramme, 7/ en est
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aussi un.
Ainsi, on est ramené a étudier le cas ot fr/x = 1.

Etape 4. Soit L/K une extension cyclique avec fr/x = 1 (totalement ramifiée
donc). Soit ¢ un générateur de G(L/K). Via l'isomorphisme entre G(L/K) et
G(L/K) que 'on obtient par un résultat de [7] déja évoqué, on consideérera o
comme un élément de G(L/K). Alors, soit & = o¢p € ®(L/K) un relevé de
Frobenius de o avec degy (6) = degy(¢r) = fr/x = 1. Ainsi, le corps fixé par o,
Y/ K vérifie fx/x = 1 et ainsi CNK = K. Soit M/K une sous-extension galoisienne
finie de f// K contenant X et L. Soit N = Ny/pp0, avec M 0 la sous-extension non-
ramifiéee maximale de M/K. Comme fy/x = fr/x = 1, on a Nja, = Ny/k,
Nja, = Nk

Montrons 'injectivité de 7. Pour cela, montrons que si r, K(a"’) =1 avec
0<k<n=I[L:K] alors k=0.

Pour cela, soit s, € Ay et m;, € Ap des éléments premiers. Comme X, L C
McL= f], 7y, et w7, sont aussi des éléments premiers de M.

On pose T& = urk | avec u € Uy;. On a alors :

rik (%) = N(rk) = N(u)N(7¥) = N(u) mod Ny kA,

or 1k (0%) =1, donc N(u) = N(v) pour un certain v € Uy. Ainsi, N(u"'v) =1,
et on a u"'v = a’!, avec la condition axiomatique que 'on a imposé. On en

déduit que 'on a dans A, :

(Wllc/v)afl — (7‘(”2?))&71 — ( Izc:uflvffl — (aafl)&fl — (a&fl)afl'
Ainsi, on a z = 7hval? € Ayp. Comme vyo(z) € Z et nuypo(z) = vy () = k,
on en déduit que k£ = 0, et ainsi, on a I'injectivité de rp k. Pour la surjectivite, elle
est alors directe pour des raisons de cardinaux, a cause de la condition axiomatique
que l'on a imposé.

On a ainsi montré le théoreme.

4.3.3 Conséquences

Ayant un isomorphisme dans le cas du théoreme précédent, on peut considérer
son application inverse.

Définition 4.3.3. L’application inverse de rp/x : G(L/K)*™ — Ag/NpxAL
donne une application surjective :

(,L/K) : Ag — G(L/K)™.

On nomme cette application le symbole résiduel de norme.
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Les propriétés de fonctorialité que I'on a montré pour rz/x nous donnent di-
rectement le résultat suivant sur le symbole résiduel de norme.

Proposition 4.3.4. Soit L/K et L'/ K' deux extensions galoisiennes finies telles
que K C K" et L C L'. Soit 0 € G, on a alors les diagrammes commutatifs :

A LG L 1Ky Ax — MG K
NK’/K\L l Ul la*
A~ K Age CELE(L7 o)

et si K' C L, on a aussi :

A LR L Ry

JK ﬂ%@jﬁ;b

En passant a la limite projective, le symbole résiduel de norme s’étend a toutes
les extensions galoisiennes L/K. En effet, si L;/K parcourt les sous-extensions
finies de L/K, alors :

G(L/K)™ =lim G(L;/ K)™
Ainsi, si a € Ag, le symbole résiduel de norme donne (a,L;/K) € G(L;/K) et
on définit alors (a, L/K)|., = (a,L;/K), en remarquant bien que (a, Ly /K), =
(a,L;/K) pour Ly D L; (c’est une conséquence de notre premiere propriété de
fonctorialité).

Dans le cas particulier de l'extension K /K, ona:

Proposition 4.3.5. degy o( , K/K) = vk, et en particulier,
(0, K/K) = 0.

Démonstration. On a (1x, K/K) = ¢x comme (WK,K/K)‘L = (WK,L/K)
¢k = (6)L pour toute sous-extension finie L/K de K/K, et (u, K/K) =
pour u € Ug. Alors, si a = mlta pour u € Uk, on a :

deg (a, K/K) = degx(9%) = n = vk(a).
On peut ainsi conclure. O]

Ceci permet de voir que donner une valuation hensélienne v (avec les vg)
est équivalent & donner le symbole résiduel de norme (,K/K). On peut ainsi
interpréter ce que 'on a vu par le fait que si une théorie du corps de classes est
donné pour les Z-extensions K /K, alors, en supposant I’axiome du corps de classes,
elle s’etend automatiquement a toute extension abélienne L/K.
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4.4 Corps de classes

Le théoreme d’isomorphisme précédent va nous permettre de voir une corres-
pondances entre extensions abéliennes finies de K et sous-groupes ouverts (pour
une topologie que 'on définira) de Ay pour A satisfaisant I’axiome du corps de
classes. On verra plus tard a quel G-module A on appliquera ce résultat pour finir
notre démonstration des résultats que l'on a énoncé.

Définition 4.4.1. Soit A un G-module satisfaisant I'axiome du corps de classes,
et soit (deg : G — Z, v : Ay — Z) une théorie du corps de classes. Pour tout
corps K, on définit une topologie sur Agx par : pour tout a € Ak, on prend les
aNp/kAr, avec L/ K parcourant les extensions galoisiennes finies de K, pour base
de voisinage de a. Cette topologie est appelée la topologie de la norme sur Ag.

On va voir que cette topologie est tres proche de la topologie de Krull que I'on
a défini précédemment.

Proposition 4.4.2. (i) Les sous-groupes ouverts de Ak sont exactement les
sous-groupes fermés d’indice fini.
(ii) La valuation vy : Ax — Z est continue.
(iii) Si L/ K est une extension finie, alors Nk : Ap — A est continue.
(iv) Ak est séparé si et seulement si le groupe A% = NNy Ar, appelé groupe
des normes universel, est trivial.

Démonstration. (i) Si A est un sous-groupe de Ag, alors
JV:AK\UaJy;éJVCLl/V.

Maintenant, si .4 est ouvert, alors les a.4" aussi, et alors .4 est fermé.
Comme .4/ doit contenir un voisinage Nz g Ay, de 1, et comme Ny, Ay est
d’indice fini (c’est 'axiome du corps de classes), on en déduit que A4 est
d’indice fini.

Réciproquement, si 4" est fermé d’indice fini, alors I'union, finie, des a.4
tels que a.¥” # A est un ouvert, dont .4 est le complémentaire. Il est donc
bien fermé.

(ii) Les groupes fZ, avec f € N*, forment une base de voisinages ouverts de
0€Z. Si L/K est une extension non ramifiée de degré f = fi/k, alors on a
vu (dans la sous-partie "Frobenius et éléments premiers") que vg (N kAr) =
fur(AL) C fZ. On en déduit la continuité de v.

(ili) Soit Nar/x A un voisinage ouvert de 1 € Ag. Alors :

Ni/x(NovnypAmve) = Nvryx (Ave) € Ny (A,

et on en déduit la continuité de Ny k.

68



(iv) Ce dernier point est direct : étant donné a € Ay, que le groupe des normes
universel soit trivial revient a voir qu’on peut séparer 1 et a.

O
On en déduit le résultat de correspondance sur les extensions abéliennes L/ K :

Théoreme 4.4.3. L’application
Lw— A, = NpkAL

fournit une correspondance bijective entre extensions abéliennes finies L/K et
sous-groupes ouverts A de Ax. En outre,

Ly C Ly N DNy, Niary = Ny DNy Niint, = Ay Ny

Si L correspond au sous-groupe ouvert A de Ak, alors L est appelé le corps

de classes de A". On a de plus G(L/K) ~ Ay /N .

Démonstration. Si L; et Ly sont deux extensions abéliennes de K, alors on a
directement A7, C A7, N AL,. Si, réciproquement, a € A7, N A7, alors I'élé-
ment (a,L1Ly/K) € G(L1Ly/K) s’envoie trivialement sur G(L;/K), c¢’est-a-dire,
(a,L;/K) =1, pour i = 1,2. Ainsi, (a,L1Ly/K) = 1, soit a € A7,1,. On a donc
bien A7,1, = AL, N A,. Ainsi, A, D N, & N, NN, = N, = N, &
[L1Ly: K| =[Ly: K] & Ly C L.

Ceci montre directement l'injectivité de la correspondance L +— A7.

Si A est un sous-groupe ouvert, alors il contient le groupe de normes A7 =
Np/kAp pour une certaine extension galoisienne L/K. Mais alors, vu l'isomor-
phisme réalisé par 'application de réciprocité, comme A7 = A7, on peut sup-
poser L/K extension abélienne. Or, (A", L/K) = G(L/L') pour un certain corps
intermédiaire L' de l'extension L/K. Comme A" D A7, le groupe .4 est exacte-
ment l'image réciproque de G(L/L") par 'application (,L/K) : Ax — G(L/K),
et ainsi, est exactement le noyau de application (,L'/K) : Ax — G(L'/K). On
a alors .4 = _A7,. Ceci montre bien que la correspondance L +— .47, est surjective.

Enfin, on peut montrer 'égalité .A7,~r, = A1, 41,- L1 N Ly C L;, donc
NiiaL, O A, pour i = 1,2. On a alors A7,np, O A7,41,. Comme A7, .47,
est ouvert, on a déja montré que A7, .47, = A7 pour une certaine extension abé-
lienne L/K. Comme A7, C A7 implique L C Ly N Ly, vu ce qu'on a montré
précédemment, alors A7, A7, = AL D NAL,-

Pour finir, la derniére affirmation est directe par l'isomorphisme réalisé par
I’application de réciprocité. O
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4.5 Extensions infinies

Soit A un G-module satisfaisant ’axiome du corps de classes et soit (deg
G —1Z, v : Ay — 7Z) une théorie du corps de classes.

Nous allons essayer d’étendre la loi de réciprocité aux extensions infinies. Ainsi,
dans la suite, K sera une extension quelque entre k et k. On va définir Ax un sous-
G-module associé & K, méme si en toute généralité, on aura Ax # A®K : pour
K, et Kz deux extensions finies de k avec K3 D K, on peut définir I’application

norme Nk, /r, - Ak, — Ag,. Vu le comportement de la norme, on forme un

systeme projectif {AKQ, NKB/KQ} et on peut définir :
AK = lim AK&'

Si L/K est une extension (de degré fini ou infini), alors pour chaque sous-
extension finie L, /k de L/k, on a I'application de norme : Ny k., @ Ar, — Ak,
ou K, = KN L,. En passant aux limites projectives, on obtient alors directement
un homomorphisme canonique : Ny /g @ A — Ag.

Si M D L D K sont deux extensions, alors on montre facilement que Ny;/x =
N, L/K © N, M/L-

Si L/K est une extension galoisienne, alors Ay est un G(L/K)-module. En
effet, si L, parcourt les sous-extensions finies de L/k telles que L,/K, = K N L,
est galoisienne, alors A = lim. A, et chaque Ay a une structure de G(L/K)-
module a travers I'homomorphisme naturel G(L/K) — G(L,/K.,).

Si L/ K est une extension finie, on a aussi 'inclusion A C Ay et Ax =
si L/K est une extension galoisienne (ceci est bien cohérent avec la notation que
I'on utilisait précédemment).

Pour voir cela, si L,/k parcours les sous-extensions finies de L/k, soit K, =
K N L, Comme L/K est supposée finie, on a L. = LK si L, D L,, pour un
certain ag. Ainsi, si Lg D Ly D Ly, alors on a le diagramme commutatif siuvant :

Ag,—— Ar,

NKﬂ/Kal/ lNLﬁ/La

Ag,— AL,
En passant a la limite projective, on obtient une injection Ax = lim. Ax, —
lim. Ay, = Apr. Il ne reste plus qu’a identifier Ay a son image par cette applica-
tion.

Par ailleurs, si L/K est une extension galoisienne, alors L, /K, est aussi galoi-
L/K) _ lim Af(L/K)

Af(L/K)

«—

. . G .
sienne si L, est assez grande, et on a A L( =lim. Ag, = Ax.

Maintenant, on se restreint aux corps K dont le degré d’inertie fr = [K Nk : /j]
est fini. Alors deg induit un homomorphisme surjectif deg, = fiK deg, Gx — Z,

qui détermine la Z-extension K = KF.
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D’un autre c6té, si K3 D K, sont deux sous-extensions finis de K/k et si K,
contient K Nk, alors on montre que K 5N K, = K,. En effet, comme K Nk C K,,
la tour d’extension K Nk C K, C K C K est totalement ramifiée, et ainsi
Kgn K, = Ko, ou autrement dit fx, x, = 1.

On a ainsi, avec Z = v(Ak), le diagramme commutatif suivant :

Ay ——

[

’UKﬁ

NKﬁ/Ka

En passant a la limite projective, on obtient un homomorphisme vg : Agx — Z.
Si L/K est une extension de corps avec degrés d’inertie finis f et fx, alors on
montre que les diagrammes suivant sont commutatifs :

G, 5 AL e g
l \L NL/K\L l
degr  ~ VK

K—>17 Ak —= 7

Par contre, v n’est pas, a priori une valuation hensélienne puisqu’elle n’est pas
nécessairement surjective sur Z.

Axiome 3. Pour toute sous-extension finie de K/k et k/k, le groupe Ay séparé
pour la topologie de la norme, et Uk est compact.

Proposition 4.5.1. Si K est un corps d’indice d’inertie sur k fr < 400, alors
vk : Ag — Z est une valuation henselienne par rapport a degy, d’image Z =

Démonstration. Vu le diagramme précédent, il suffit de montrer que vk (Ax) = Z
et on va voir qu’il s’agit d'une conséquence directe de ’axiome de séparation que
I'on a pris. En effet, si Kz D K, D KN k sont des extensions finies de K /k, alors
frs/k, =1 (on I'a remarqué plus haut) et on a le diagramme exact :

UK/B

1 Uk, Ak, Z 0

\L iNKﬁ/Ka

1 Uk, Ag, =5 7 0

constitué de groupes topologiques et de morphismes continus. Comme les Uy
sont compacts, on peut passer a la limite projective (voir [1], page 34, pour une
référence) avec U = lim. Uk, pour obtenir la suite exacte 1 — Ux — Ax —
Z — 0. O

Nous allons maintenant pouvoir prouver ’axiome du corps de classes pour les
extensions infinies de k.
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Proposition 4.5.2. Pour toute extension finie cyclique L/K de K, avec fr <
+00, on a tH°(G(L/K),A) = [L : K], et tH Y(G(L/K), Ar) = 0.

Démonstration. Soit ¢ =0 ou —1.

Soit L, /k qui parcourt les sous-extensions finies de L/k et soit K, = K N L,.
Alors L = KL, et L,/K, est galoisienne, de groupe de Galois G(L,/K,) =~
G(L/K) (c’est encore le résultat de [7]), pour Ly D Lg,-

Si Ly D La, on ales G(L/K)-homomorphismes : A, —""/%s Ap, —Neg/ta Ap
Ceux-ci induisent des homomorphismes : H(G(L/K), AL) — H'(G(L/K),Ar,) —
H(G(L/K), Ar,). La seconde fleche est un isomorphisme. En effet, le premier ré-
sultat de fonctorialité suivant la démonstration de la bonne définition de I'appli-
cation de réciprocité, combiné avec le fait que celle-ci soit un isomorphisme sur les
extensions finis, donne la surjectivité, et comme les groupes ont, vu 'axiome du
corps de classes, méme cardinal, on a le résultat.

Il reste donc a montrer que 'homomorphisme obtenu en passant a la limite
projective, H'(G(L/K), Ar) — lim_ H'(G(L/K), Ar,), est bijective, le groupe de
droite étant cyclique d’ordre [L : K] pour i = 0 et étant le groupe trivial pour
i=—1.

On considere, avec I, = lim. Uj_, le diagramme exact suivant :

1 U A —~t>7 0
1 Ur. Ar, Lo 7 0

On peut, en utilisant un hexagone exact donné par Herbrand, proposion 3.2.11,
se ramener, comme dans la preuve de la premiere proposition découlant du premier
axiome, a montrer que H (G(L/K),Uy) ~ lim_ H(G(L/K),Uy,). On va voir que
cela vient de la compacité de Uy, et Ur. En effet, pour tout «, on a la suite exacte
1 — Np k. Ur, — Uk, — H(G(L/K),Ur,) — 1 de groupes topologiques. En
admettant encore une fois qu’on peut passer a la limite projective, on obtient la
suite exacte

1 —1lim Ny, /k,Up, — Uxg — lim H'(G(L/K),Up,) — 1

. Par définition de la norme Ny k, on a Ny ,gUp = lim_ Ny k., Uy, , et ainsi,
hm(_ HO(G(L/K), ULa) = UK/NL/KUL = HO(G(L/K), UL)

Pour le cas + = —1, la démonstration est tres similaire, en considérant la suite
exacte : 1 — Ig/k)Us U, — H Y G(L/K),Up). O

7 No(/K)

Mais alors, les deux propositions précédentes montrent que (degy : G — 7 —
Z, vk : A — 7Z) est une théorie du corps de classes. On peut alors appliquer le
théoreme d’isomorphisme de ’application de réciprocité pour obtenir :
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Théoréme 4.5.3. Si L/K est une extension galoisienne finie de K une extension
de k avec fr, alors

TL/K . G(L/K)ab — AK/NL/KAL
est un isomorphisme.

De la méme maniére qu’avant, on obtient un homomorphisme surjectif (, L/K) :
Ax — G(L/K)®™, qui s’étend & des extensions galoisiennes quelconques L/K, en
prenant la limite projective.

On peut alors montrer, directement par des arguments similaires a ceux déve-
loppés précédemment, ou en passant a la limite projective, que le symbole résiduel
de normes vérifie encore une propriété de fonctorialité :

Proposition 4.5.4. Soit L/K et L'/K’' deux extensions galoisiennes (de degré
fini ou infini) telles que K C K', L C L' et fr, fx < +00. Alors le diagramme :

A LG Ly

NK’/K\L i
Ax G Ky

est commutatif.

5 Théorie du corps de classes local

Dans cette derniere partie, nous allons voir que les corps locaux, ou au moins
certains d’entre eux, vérifient, d’une certaine maniere, les axiomes du corps de
classes, et que 'on peut leur appliquer les résultats que 1'on a montré dans la
partie précédente. Enfin, on verra pour conséquence le théoréeme de Kronecker-
Weber, sur lequel s’achevera ce document.

5.1 L’axiome du corps de classes

Soitt K un corps local, de corps résiduel fini. Ax sera le groupe multiplicatif
K™, et nous allons voir que nous pouvons bien lui appliquer la théorie précédente.
Pour cela on va commencer par voir que l’'on connait une décomposition du groupe
K*. On notera UI(?) = 14+mf;, p la caractéristique de ki et ¢ = §kx. On supposera
la valuation sur K, vy, normalisée : vg (K*) = Z.

Proposition 5.1.1. Le groupe K* admet la décomposition en produit direct sui-
vante :
K* = (r) X pg—1 x U
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De plus, on a une chaine Ux D Ul((l) D Ul(?) D ... telle que UK/UI(Q) ~ kj et
U(") U(n+1) —k
K Uk K-

Démonstration. On prend 7 une uniformisante de K. Alors, si a € K*, a a une
décomposition unique en a = 7% @y, avec u € Ug. Le groupe U contient le
groupe 1,1 car, par le lemme de Hensel, le polynome X%! —1 = 0 est scindé sur
K.

Le morphisme Ux — K}, v — u mod mg envoie bijectivement p, 1 sur k.
Il est de noyau U IS ).

Ceci montre que Ug = p14—1 X U[((l) et UK/U(l) ~ k.
On a de plus un homomorphisme surjectif UI(?) — kg, 1+ ar™ — a mod mg,

de noyau U™ et ainsi I /U™ ~ kg O

Remarque. Les groupes U [(? ) = { 1_1} forment une base de

voisinages ouverts et compacts de 1 € K*.

Démonstration. En effet, la compacité vient du fait que U ; est la limite projective
UI(?) = lim_ UI(?)/U[(?JFU) et les groupes UK)/U ") sont finis. ]

Remargue. Or, on a directement Ux = Uee,,_, € U & qui est donc ouvert et com-
pact, et K* est alors un groupe localement compact : tout élément a € K* a un
voisinage ouvert compact, aUk.

Théoréme 5.1.2. Si K est une extension finie de Q,, et si e = vi(p) et si

n> &, alors les séries entiéres exp(x) = 1+ x + ’; + %? + ... etlog(l+x) =
-5 —|— 3, —.... donnent des isomorphismes (et homéomorphismes) réciproques :
m _&P (n)
log

R TN
Démonstration. Soit v = vg. On pose pour x € K, |z| = ¢ K] x (@) (on rappelle

que q = tkk). Soit z € K tel que v(x) > -7, ou de maniere équivalente, lz| <

ppl Sipr <v<ptletov>2, alors

v

d v—1
log, || — log, || = (v = 1)log, || ~log, [v] < = =3 =7 <0,

Ceci montre que Z- tend vers 0 si v — +oc et |£-| < |z|, donc la série log(1+x)
converge et vérifie v(log(1+4x)) = v(z). Ainsi, si n > 4, alors log envoie U I(? ) sur

D’un autre c6té, on considere maintenant les termes |f}—?| En écrivant v =
ag+---+ap",avec 0 < a; <p—1.
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c 12 s . E(v—
Pour considérer la série exponentielle, on va montrer que val,(v!) = w.

En effet, on a: E(Y) = a1+ +ap™, E(p) =a+ - +ap ™2 ..., et
E() =a,. Iy a E(;5) ¢léments de 1,2,..., v qui sont divisibles par p'. En effet,
cela est direct vu quun tel nombre est de la forme ap’ < v.

On en déduit que
valy(v!) = E(;;) +---+E(;}r> =a+p-—1La+-+0@ "'+ +1a,,

et donc
(p— Dval,(v!)) = (p— Dar + (p* = Dag + -+ (" = Va, =v—(ag + - - + ar),

ce qui prouve le résultat.
(&

1 _
Maintenant, pour v(x) > ou de manicre équivalente si |x| < pPT et si

p—1’
v =2, 0na
i | 1
log, |F| = wvlog, |z] —log, [v!| < v (log, |z| + pa—]
et ainsi
v v—1 1

-1 p—1

T
log, \J\—logp 2| = (v—1)log, |z|-log, [v!] < — (v—=(ap+---+a,)) <O0.

Ceci montre que £; tend vers 0 quand v — 400, et que || < |z| pour v > 2.
Ainsi, la série exp(x) converge et v(exp(z) — 1) = v(z).
)

_e_

__1
— - De plus, pour |z|, [y| <p~#T,

. . . . n
Ainsi, sin > , alors exp envoie m sur U [((
on a

explog(l4+z) =142z et logexpx = z,
et
exp(z +y) = exp(z) exp(y), log((1 +2)(1 +y)) = log(1 + x) + log(1 +y).

En effet, ce sont des égalités de séries formelles, et toutes ces séries convergent.
On a donc montré le théoreme. m

Nous pouvons maintenant fournir une démonstration du fait que les extensions
finies de Q, vérifient I’axiome du corps de classes. Pour une version plus générale
concernant les corps locaux, on peut se référer a Artin € Tate [8].

Théoréme 5.1.3. Si L/K est une extension cyclique finie d’un corps local, alors
tHY(G(L/K),L*) = [L: K| et tH Y (G(L/K), L*) = 1.
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Démonstration. Soit G = G(L/K). Par le théoréme de Hilbert 90, on a H (G, L*) =
1, et ainsi, le quotient de Herbrand du G-module L* est h(G, L*) = 1H°(G, L*).
On a la suite exacte de G-modules

1—-U,—->L"—>""Z—0

dans laquelle Z est vu comme un G-module trivial.
On en déduit que

WG, L*) = h(G, Z)W(G, Up) = [L : K]h(G,Uy).

Il reste donc a prouver que h(G,Ur) = 1. Soit n > S5, e= vr(p). Alors, par le

théoreme précédent, U én) ~ mf. Comme U /U é") est fini, on a vu a la proposition
3.2.13 que h(G, UL/U,gn)) =1,etona:

(G, Uy) = h(G, UL /U WG, UY) = h(G,m}).

Maintenant, soit {Ta,/7 € G} une base normale de L/K (ce qui existe car on
a pris une extension galoisienne finie). Soit M le G-module :

M = @OKT(X: @TB,
e e
avec B = Oka. Alors, vu la définition, M = Mg(B), avec g = {1}.

En multipliant éventuellement o par 7% pour un [ assez grand, aml donne
toujours une base normale de /K, mais le G-module M est alors inclus dans m].
On peut donc supposer que M est un sous-module ouvert (Og est ouvert) de m7.
Mais alors, m} /M est fini et on a h(G,m}) = h(G,m}/M)h(G, M) =1 x h(g, B)
avec g = {1}. On en déduit que h(G,UL) = h(G,m}) = h(g,B) = 1, et on a le
résultat. u

Corollaire 5.1.4. Si L/ K est une extension finie non ramifiée, alors pouri = —1
ou 0, on a H(G(L/K),U) =1 et H(G(L/K),U™) =1 pour n € N*.
En particulier, N;xUp = Uk et NL/KU,@ = UI(?).

Démonstration. Soit G = G(L/K). On va d’abord montrer que H'(G,k}) =1 =
HY (G, kz). T suffit de le montrer pour i = —1 car h(G, k}) = h(G,kr) = 1 comme
kr est fini.

Maintenant, par le théoréme de Hilbert 90, H~ (G, k}) = 1.

Si on pose ¢ pour le Frobenius de kp /ky et f = [ky : kk|, on a :

I
iNG (k)R = 1 {x €k/ Y a” =3 al = 0} < ¢!
1=0 =0
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et #lckr = ¢/ ! comme Ik, est 'image de application ¢ — 1 : k; — kp, qui est
kx pour noyau, et donc flgk; = é%{ = ¢/~ Ainsi, H (G, k) = Nekr/Igkr, = 0.

Maintenant, H'(G,Ur) = 1 pour i = 0, —1. Ceci vient du théoréme précé-
dent. Les extensions finies non ramifiées sont cycliques sur K, puique kg est fini.
Cela donne le premier axiome admis pour définir 'application de réciprocité (voir
'axiome 1), dont un corollaire est exactement ce résultat.

On peut alors appliquer ’hexagone exact, développé lors de la sous-partie sur
le quotient de Herbrand, a la suite exacte 1 — US) — U, — k] — 1. 5i 7 est
un élément premier de K, alors 7 est aussi un élément premier de L (I'extension
est supposée non ramifiée), donc U én) — kr, 1 +an™ — a mod mp, est un G-
homomorphisme. En considérant la suite exacte

10" S Ul Sk, —0

de G-modules, on trouver de la méme maniere que plus haut, par récurrence, on
trouve H'(G, U™ = HI(G,UM™) = 1 puisque H (G, ki) = 0.

Enfin, le fait que Ny, U™ = (UM) = U repose alors sur le fait qu'un
élément premier m de K est un élément premier de L. O

Proposition 5.1.5. Sim € N*, si on pose K™ et U} les groupes des puissances
m-émes de K* et de Uk, alors on a :
m

(K" : K*™) = m(Up : U) = —— b1 (K).

mlp

Les groupes U} forment une base de voisinages ouverts de 1 dans K*.

Démonstration. On peut voir tout groupe abélien comme un GG-module trivial, avec
G cyclique d’ordre m. Par les mémes arguments que pour la preuve du théoréme
précédent, on a

h(G,K*) = mh(G,Uk) = mh(G,m}),

n> -, e= vk (p), et ainsi :

B (K)

et (K*: K*") = m(Uk : U). Ceci montre la formule pour l'indice.
UR est ouvert car il contient le sous-groupe ouvert

n n n n+vi(m vie(m 1
:(mK:meK):(mK:mK+K( )):qx(): :
|m|p

h(G7 UJ) =

n+vg(m)

(U™ = exp(m x mp) = exp(mj <™y = pirrostm),

Sin € N* et si m = (Uk : UI(?)), alors U C U}((n), ce qui montre que les U
forment une base de voisinages de 1.

]
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5.2 Corps de classes local
5.2.1 Rappels et notations

Ce paragraphe a pour but de fixer les notations et appliquer quelques résultats
que I'on a montré, afin de pouvoir conclure lors du paragraphe suivant.

Soit k un corps local, k sa cloture séparable, G = G(k/k), k son extension
maximale non ramifiée. On a vu que k est engendrée par les racines de l'unité
d’ordre premier & p = car(Oy/my). Le groupe de Galois G(k/k) est topologique-
ment engendré par Pautomorphisme de Frobenius ¢, € G(k/k) qui est donné par
a®* = a*™ mod my, pour a € Oj.

Si L/k est une sous-extension finie de k/k, alors le groupe de Galois G(L/K) est
cyclique, et engendré par ¢r, = (¢x)L. Sin = [L : k|, alors on a I'isomorphisme
canonique G(L/k) ~ Z/nZ qui envoie ¢,/ sur 1 mod nZ. En passant a la limite
projective, on obtient un homéomorphisme G(l;: Jk) ~ Z, qui envoie ¢y sur 1, et un
morphisme surjectif deg : G — Z.

Si K/k est une extension finie le nombre fx = fr; = [K Nk : k] est le
degré d’inertie. deg induit un homomorphisme surjectif deg, = fLK deg : Gg —
Z qui détermine l'extension maximale non ramifiée de K, K = Kk. A travers
Pisomorphisme G(K/K) ~ Z qu'on en déduit, o5 € G(K/K), P'élément qui est
envoyé sur 1, est le Frobenius de K/K, avec (¢x); = ¢1F, ainsi a®s = a =
a = 4% mod my si a € Oz, et ainsi pour tout a € Oy car K = Kk.

On considére le G-module A = k". Si K/k est une extension finie, alors Ax =
K*. La valuation normalisée usuelle v : k* — Z C 7Z est henselienne par rapport
a deg, vu ce que 'on a pu voir lors des deux premieres parties sur les valuations.
Comme, par la sous-partie précédente, A vérifie 'axiome du corps de classes, le
couple (deg : G — Z, v kY — Z) est une théorie du corps de classes. On en
déduit alors que 'on a la loi de réciprocité locale :

Théoréme 5.2.1. Pour toute extension galoisienne L/K d’un corps local K, on
a l’isomorphisme canonique :

rox ¢+ G(LJK)™ — K* /Ny g L*.

On rappelle la définition de r./x : si 0 € G(L/K) et & € ¢(L/K) un relevé
de Frobenius, relevé de o & L tel que degy(5) € N, ou encore Glg = ¢k SI X
est le corps fixé par ¢ et my;, un élément premier de X, alors r7/x(0) = Ny k(1y)
mod N, g L*. L'inverse de rp,x permet de définir le symbole résiduel de norme,
(,L/K) : K* — G(L/K)®, de noyau Ny x L*.

5.2.2 La classification des extensions abéliennes

Dans ce qui suit, on ne s’intéresse qu’a des corps locaux de caractéristique nulle.
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Théoreme 5.2.2. L’application
L— :/VL = NL/KL*

est une correspondance bijective entre les extensions abéliennes finies L d’un corps
local K et les sous-groupes A d’indice fini de K*. De plus, on a

LiCLys N, DNy Nop, =N, N ANy Noinne = Ny Ns-

Démonstration. Par ce que l'on a déja démontré dans la partie précédente, nous
avons juste a montrer que les sous-groupes d’indice fini .4#” dans K* sont exacte-
ment les sous-groupes ouverts de K* pour la topologie de la norme.

Si A4 est un sous-groupe ouvert, alors il est d’indice fini. En effet, il contient,
étant ouvert, un groupe de normes Ny xL*, avec L/K extension galoisienne fi-
nie, et par le théoréme précédent, G(L/K)* ~ K*/Ny i L*, et ainsi Ny, /i L* est
d’indice fini, et donc A" aussi.

Réciproquement, si (K* : A) = m est fini, alors .4/~ D K*™. En effet, si
xr € K*, x =anavecn € A, a € K*, 2™ = a™n™ et comme K*/.4 est d’ordre
m, a™ = 1 dans K*/ A4, et 2™ € A . Nous allons maintenant montrer que K*™
contient un groupe de normes, et 'on pourra conclure. Pour cela, nous allons
utiliser les résultats développés plus haut sur la théorie de Kummer.

Tout d’abord, on peut supposer que K* contient le groupe ,, des racines m-
eme de l'unité. En effet, si ce n’est pas le cas, on pose K7 = K(p,,) et si on a le
résultat pour K7, alors K{™ contient un groupe de normes Ny, /x, L} et si L/K
est une extension galoisienne finie contenant Ly, alors :

NpgL* = Ng,yx(Nojg, L) € Niyyx (N L) C Nieyye(K7™) € K™,

La premiere inclusion vient directement de la définition de la norme et du deuxiéme
théoreme d’isomorphisme : Gk, /G, = (Gk,/Gr)/(Gr,/GL). La seconde est une
de nos hypotheses. Ceci permet de conclure pour ce cas.

Maintenant, si p,, C K, on pose L = K( ¥/ K*) 'extension abélienne maximale
d’exposant m. Alors on a vu que :

Hom(G(L/K), py,) ~ K*JK*™.

On a aussi vu, dans la proposition 5.1.5, que K*/K*™ est fini, donc, G(L/K)
étant abélien d’exposant m, il est aisé de voir qu’il est inclus dans son bidual, et
donc lui aussi fini.

Comme K*/NpxL* ~ G(L/K) est d’exposant m, on a K*™ C N,k L* et par
I'isomorphisme plus haut, on obtient §K*/K*™ = #G(L/K) = §(K*/Np/kL*), et
ainsi, on peut en déduire que K*™ = Ny L*. O
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Au passage, on a aussi prouvé que :

Corollaire 5.2.3. Si X™ — 1 est scindé que K et si L = K( YV K*), alors
NpjxL* = K*™ et G(L/K) ~ K* /K™

ce théoreme est souvent appelé théoréeme d’existence d'une théorie du corps de
classes locale, car il dit que pour tout sous-groupe .4~ d’indice fini de K*, il existe
un corps de classes, c’est-a-dire une extension L/K avec Np g L* = N .

Tout sous-groupe .4~ C K* d’indice fini contient un groupe de la forme (7/) x
U I(? ) qui est aussi d’indice fini. Ainsi, toute extension abélienne finie L/K est
contenu dans le corps de classes d’un groupe (7/) x U ](? ). Pour cette raison, les
corps de classe de ces groupes ont un intérét particulier (voir [?]). Nous allons
maintenant considérer le fait que dans le cas K = Q,, on peut montrer que le
corps de classes du groupe (p) x U I(? ) est précisément le corps Q,(p,m) engendré
par les racines p™-émes de 'unité.

5.3 Théoréme de Kronecker-Weber

Proposition 5.3.1. Soit ( une racine primitive p"-éme de l'unité et soit K = Q,
et L =Q,(C). Alors :

(i) L/K est totalement ramifiée de degré p"*(p — 1).

(ii) X = —1 est un élément premier de L, et Np x(—\) = p.

Démonstration. Le polyndéme cyclotomique ¢,(X) = );Z:jll S G A 2 VRN
XP" 41 est irréductible sur Q,. En effet, on peut appliquer le critere d’Eisenstein
a ¢(X + 1), modulo p. Ainsi, ¢’est le polynéme minimal de (.

Ainsi, [L @ K] = p" '(p — 1) et ¢u(X) = [lrec(z/K)- En prenant X = 1, on

obtient p = [I,(1 — (%) = Nk (1 = ().

Comme v,(1 — (%) = vr(1 — () (o est une isométrie), on a vy (1 —¢) = ”[JLL% =
ﬁ On en déduit que L/K est totalement ramifiée et que 1 —¢ en est un élément
premier. On a bien montré ce que 'on souhaitait. O]

Théoréme 5.3.2. Le groupe de normes de Q,(p,n)/Q, est le groupe (p) x U&).

Démonstration. On va encore écrire K = Q,, et L = Q,(p,»). L’application my —
m3, donnée par a — p* ! (p—1)a est un isomorphisme. Comme on a vu que exp est
un isomorphisme pour mj, — U[(;}) avec v = 1 pour p# 2 et v > 2 pour p = 2, et
comme exp envoie I'application a — p*~!(p — 1)a sur 'application z 2P (=1,
on en déduit :

(U[({l))p"‘l(pfl) — U[(?) sip#2, et (UI(?))?"_2 = UI(?) pour p = 2, sin > 1.
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Ceci montre que UI(?) C Np/gL* pour p # 2. Pour p = 2, le cas n = 1 est
trivial, et sinon, on remarque que :

U =UR usU = (U2 UsUR)

En effet, un nombre congru a 1 mod 4 et soit congru a 1 mod 8, soit congru
a5 mod 8. On a alors :

2n—1

U = U)  usuh)r

On a directement que 5% ° = Ny (24 14) (i2 = —1), et ainsi, on a aussi Uy C
Np/xL* pour p = 2.
Par la proposition précédente, on peut déduire que (p) x U I(? ) c Ny sk L*.
Comme ces deux derniers groupes sont d’indice p"~!(p — 1) dans K* (par
définition ou vu la proposition précédente), on en déduit 'égalité Np,xL* =
(p) x U, O

Comme conséquence, on en déduit d’abord une version locale du théoreme de
Kronecker-Weber.

Corollaire 5.3.3 (Kronecker-Weber). Toute extension abélienne finie L/Q, est
contenue dans un corps Q,(C), avec ¢ une racine de l'unité. En d’autres termes,
l’extension abélienne maximale sz/(@p est obtenue en prenant toutes les racines
de ['unité.

Démonstration. On a (p/) x U&) C N, L* pour un certain f et un certain n.
Ainsi, L est contenue dans un corps de classes M du groupe :

(") x USY = ((p") x Ug,) N ((p) x UG).

Or, notre théoreme de correspondance nous dit que M est le composé du corps
de classes de (p) x Ug,, qui est une extension non-ramifiée de degré f, et le corps

de classes Q,(p,m) de (p) X U&). Ainsi, M est bien engendré par les (p/ — 1)p"-eme
racines de 1'unité. O]

On peut déduire de cette forme locale du théoreme de Kronecker-Weber sa
forme globale :

Théoréme 5.3.4 (Kronecker-Weber). Toute extension abélienne finie L/Q est
contenue dans un corps Q(¢), avec ¢ une racine de 'unité.

Démonstration. Soit S l’ensemble des nombres premiers qui se ramifient dans L
(S est fini, voir par exemple [3] page 49). Soit L, le complété de L par rapport
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a une extension de v,. Alors L,/Q, est abélienne, donc L, C Q,(pt,,) pour un
certain n,. Soit e, = v,(n,), et soit :

n=[]p>.

peS

Montrons que L C Q(u,). Soit M = L(u,). Alors M/Q est abélienne et si p
se ramifie dans M/Q, alors p se ramifie dans L/Q. Aussi, si M, est le complété de
M pour une extension correcte de vy, alors :

My, = Ly(pn) C Qp(ppernr) = Qp(ptper ) Qp ()

avec (n/,p) = 1. Comme Q,(st,y) = Q, est non ramifiée, le groupe d’inertie I, de
M, /Q, est isomorphe a G(Q,(f1per ) /Q,), qui est d’ordre ¢(p°r), avec ¢ I'indicatrice
d’Euler. Soit I C G(M/Q) le groupe engendré par tout les I, avec p ramifié dans
L. Le corps fixé par I est non ramifié sur Q, et par le théoréeme de Minkowski (voir
[3] page 207), est égal & Q. Ainsi, I = G(M/Q).

D’un autre coté, on a :

i< [ 4, =TI 6(p™) = 6(n) = [Q(kn) : Q)

peS peS

et ainsi [M : Q] = [Q(u,) : Q|, donec M = Q(u,), ce qui montre que L C Q(u,)-
[

Conclusion

Au final, connaitre les extensions abéliennes revient a connaitre, dans les cas
que nous avons considérés, le groupe K*, plus simple en général. Pour en arriver la,
on aura défini Q, et ses extensions. On aura aussi vu que toute extension abélienne
de Q est incluse dans une extension cyclotomique. Les outils que 'on a développé :
cohomologie, théorie du corps de classes générale,... sont utiles pour poursuivre
vers la théorie du corps de classes global, voir [1]. Par contre, celle-ci est plus
difficile. Quand a I’étude des extensions non-abéliennes, elle constitue encore un
sujet de recherche.
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