Le théoreme de Molien

Soit G’ un sous-groupe fini de GL,(C). On considere l'action (a gauche) de
GL,(C) sur C[Xy,...,X,] définie par, A € GL,(C),P € C[Xy,...,X,], AP =

X1

PlAt] . On regardera plus particulierement la restriction de cette action
Xy,

a G, et on s’intéressera a l'anneau C [ X1, ... ,Xn]G des polyndmes invariants par

cette action.

La Computational Invariant Theory a en particulier 'objet de trouver des
générateurs des cet anneau. Le théoreme de Molien permet de savoir dans quel
C[Xy,..., Xy, les chercher (avec C[X7, ..., X,], 'espace vectoriel des polynomes
homogenes de degré d € N).

Théoreme 1. On a [’égalité de séries formelles :

1
jTe] é det(l —tA)

De plus, la série entiere a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

Zdlm Xl,...,Xn]g)td.

On remarque d’abord que notre action de G sur C[X7,..., X,] définit une
représentation de G dans V; = C[ X7, ..., X,],;, d € N (de dimension ("Iﬁ 1)) On
notera py et xq4 les représentations et caracteres correspondants.

Proposition 0.1. soit d € N, alors :

dim (Vf) Z xa(g
gEG
On pose pg = u% > gec g (on reconnaitra I'opérateur de Reynold). On montre

que pg est une projection sur VdG.
En effet, si x € V¥, alors on a directement pg(z) = x, donc pg(V.E) = V€. De
plus, si x € V,, alors si ¢ € G,

¢(pa Z¢ Zg ().
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On en déduit que pe(Vy) C V{7 et finalement

P = pa-
Comme nous sommes en caractéristique nulle, on a rg(GQ) = trpg, soit dim V& =
ﬁ% > ogec trg = ﬁ% >gea Xalg)-

Proposition 0.2. Montrons que m = S xi(g)t!, avec la série entiére

ayant un rayon de convergence au moins 1.

Si g € G,on a ¢*“ = Idy,, et X*“ — 1 est scindé a racines simples. Ainsi, il
Al 0]

existe u € G Laimv, (C) tel que u™tgu = . )
0 An

Si I'on procede a un changement de groupe étudié, en remplacant G par u='Gu
(ce qui correspond a un changement de variables linéaire), on travaille toujours avec
la méme action de groupe de GL,(C) sur C[Xy,...,X,] ou sur Cy4[Xq,...,X,],
et en particulier, traces, déterminants et caracteres sont conservés. On peut donc
se ramener au cas ou ¢ est diagonal.

Nous allons donc supposer que g = . De plus, on a || = 1.

0 An
On peut alors écrire :
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Par définition du produit de Cauchy, on obtient alors, avec rayon de convergence
au moins 1 pour la série :

1 _+oo N . .
det(l_tg)—Z( >N ...An)t_

p=1 k1++kn:p

D’un autre coté, si on regarde un élément de la base canonique de V,,, X ke XFn
avec ky+- - -+k, = p,alors p,(g) (X7 ... X)) = g (XM .. g (X,)kn = Af L N X X
o k
Ainsi, xp(9) = tr(pp(9)) = Spy o thnmp AT - - AR
On obtient alors bien au final m = Y158 xu(g)t!, avec la série entiere ayant

un rayon de convergence au moins 1.
Enfin,
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Remarque. La généralisation de ce résultat a tout corps de caractéristique nulle est
relativement aisée. Pour la caractéristique non nulle, c’est plus compliqué, mais on
peut aussi généraliser le résultat... (en un certain sens).
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