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Soit r € N (r > 1) et & < --- < & dans R. Soit (m;)1<i<r € N et soit
P = H::1<X - &)mz
Soit xg € R, g > &,.. On définit par récurrence, n € N, z,,1 =z, — %.

Proposition 1. (x,),en est bien définie, strictement décroissante, et converge vers

&r-
Démonstration. On définit f sur |¢,, +oo[ par f(x) =z — 1133'((9;))'

Un polynoéme sur R de degré n a au plus n racines, on en déduit directement
avec le théoreme de Rolle, du fait que &; est racine d’ordre m; — 1 de P’ et que P’
a toutes ses racines dans [£1,&,], que f est bien définie (on peut aussi invoquer le
théoreme de Gauss-Lucas).

P’ gécrit (X — &)™ 1Q(X) ou @ a toutes ses racines dans [, &,.[. Comme
P =TI/_, (X —=¢&)™, cela nous donne directement le fait que f est C* sur [&,., +00].

Si on considere la dérivée logarithmique de P, on obtient % =" < Ainsi,

=1 X-¢~
-1
Tpt1 = f(xn) = Tn — ( 1 m:ﬂf&) .

Montrons que si z,, > &, alors & < xp11 < x5,
Avec f(&) =&, [ est dérivable sur [§,,+oc[etona ff=1—1+ 5;1,32" = 5’52”.
Donc :

f/ B PP//
Toprc
De la méme maniére que pour P’ les zéros de P” sont dans [,&,], et P, P’
et P” ont leur coefficient dominant positif. On en déduit que f' = ];],32// > 0 sur

1§, +00l.
Ainsi, f est strictement croissante sur |, +oo[, donc sur [, +o00[ (f étant
continue), et si &, < x,, alors & = (&) < f(x,) = Tpi1.

N1
De plus, si z, > &, alors comme x,.1 = f(x,) = z, — (Zle xmjg) , on
n T

obtient directement que x,.1 < x,, et donc au final, on a bien, comme xq > &,,



(Zn)nen est bien définie et pour tout n € N,
gr < Tn+41 < Iy

(Zn )nen est alors décroissante et minorée (par &), donc convergente. Par conti—
nuité de f, sa limite est nécessairement un point fixe de f, donc un zéro de &
dans [§,, +00[, soit &,.

P
[

On peut maintenant évaluer la vitesse de convergence selon si &, est une racine
simple ou double.

Proposition 2. Sim, =1, alors : Ve > 0, |z, — &| = o(c™) (on parle de conver-
gence surlinéaire), et si m, > 1, il existe ¢ # 0 tel que |z, — & | ~ ¢ (1 — m%) )

Démonstration. Nous allons d’abord calculer la limite en &, de f’
On a E =>7 & donc en dérivant, P'P_P" _ i1 gz Alnsi, fl(x) =

zlx P2

" —2
o =1-(5) (S 1ﬁ) soit f/(w) =1— (S um’a) 5=1 =L

En particulier, on en déduit que lim, .+ f'(z) =1 — -

Dans le cas ou m, = 1, f'(§) = 0. Si n € N, par legahte des accroissements
ﬁIllS, il existe Yn € ]gryxn[ tel que Tp41 — 57" - f( n) f(gr) - ( Tn gr)f,(yn) On
définit ainsi une suite (¥, )nen-

Soit ¢ > 0. Comme z,, — &, on a par encadrement y,, — &, et donc f(y,) — 0,
il existe ng € N tel que si n > ng, |f'(yn)| < c.

Mais alors, si n > ng, 2,01 — & < |z, — &]. On en déduit directement par
récurrence que si n > ng, |z, — & < 0|z, — &

Ainsi, si ¢ > 0, z, — & = 0(c") et donc si ¢ < ¢, x,, — & = O(c™) = o(c"), d'ou
le résultat pour m, =1 :

Vee Rz, — & = o(c").

Maintenant, si m, > 1, on a f'(§,) = 1 — % > 0. On a de méme une suite

(Yn)nens & < Yn < x, tel que x,1 — & = f’r(yn)(xn —&,). Avec la premiere
proposition et le fait que f’ > 0 sur [£,, +00[, on peut alors écrire In(x, 1 — &) =
In f'(y,) + In(x, — &) et donc :

ln<xn+1 - 57’) - ln(xn - gr) ~ oo 1N f/(gr) # 0.

Par comparaison de séries divergentes a termes positifs de termes équivalents :
In(z, — &) ~i0o nln f'(&.). Montrons maintenant que In(z, — &) — nln f'(§,)
converge.

Par l'inégalité de Taylor-Lagrange, on a x,11 — & = f'(&)(xn — &) + O((z, —

£)?). On en déduit ¢, = fé;(iff_g) —1=0(z, — &)



Prenons ¢ € |f'(§.), 1], on a alors In f’(§,) < Inc < 0et 1 — % < 0 alors

comme In(z, —¢&.) ~ nf'(§), on aura In(x,—§,)—nlnc ~ n(ln f'(§,)) (1 — ln}‘}é))

donc lim,, oo In(z,, — &) —nlnec = —o0 et |z, — & | = O(c").

Ainsi, In(z,41 — &) —In(z, — &) —In f'(&) = In(1 +¢,) = O(c"), et la série
ayant cela pour terme général converge vers A € R.

Si I'on regarde la somme partielle, par téléscopage, on obtient lim,, (In(x, —
&) —nln f'(&)) = A, et donc enfin z,, — &, ~ e* f/(£,)" = & (1 - mi)n7 ce que 'on
souhaitait démontrer. ' O]

On remarquera que la convergence est plus rapide dans le cas ou &, est racine

. . N e 12 P
simple, et on peut en fait se ramener a ce cas en considérant PGCD(P.P)
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