Méthode de Newton-Raphson : convergence locale

Tristan Vaccon

24 septembre 2012

Soient g € R", r > 0 et B = B(xg,7). Soit f : B — R", de classe C.
On consideére la suite (x,),eny obtenue par la méthode de Newton : 2,41 = z,, —
f'(zn) ' f(x,). On suppose que :

= Y(z,y) € B2 || () = W) <Allz —yll;

~ pour tout x € B, f'(x) est inversible et ||f'(z)7!|| < 3;

— o=z —x < 24-2577“'

Nous allons montrer que la suite (x,),en est bien définie et converge vers un zéro
de f, et nous allons étudier la vitesse de convergence.

On commence par un lemme d’analyse :

Lemme 1. Soit f : R" — R"™ une fonction différentiable dans un ouvert convexe
C C R™. On suppose qu’il existe v > 0 tel que :

V(@,y) € C% 1 (2) = f W < vlle —yll.

Alors on a V(x,y) € C* || f(x) — f(y) — f'(y)(@ —y)|| < Lz —y[]*

Démonstration. Soient (z,y) € C?. C étant convexe, le segment [x,y] est inclus
dans C. Soit ¢ : [0,1] = R™ t — f(y +t(z —y)).
Ona ¢(t) = f'(y + t(x — y)).(x — y) et ¢'(0) = f'(y).(x — y). Ainsi,

16'(t) = ' (O < 1 (y + t(z — ) = FWlllz = yll <Atz —yl*.
On a
F(&) = F5) ~ £/ ) — ) = 6(0) — 9(0) ~ $(0) = [ (&(5) — $/0)).

Finalement

/ ! 2 Y 2
1£@) = ) = f'@ =l < [ Atlle = ylPdt < Ll — ]
0



Lemme 2. On a, pour tout n € N, z, € B et ||[v,41 — 2| < ah? "1 ou h = 452
et on a h <1.

Démonstration. On montre d’abord que h < 1. On a

par
afy <2 <2
<2
Pour n = 0, @ = ||z — x| et 'inégalité recherchée est vrai. De plus, a <

QEEW < retdonc z; € B.

On suppose le résultat vrai pour tout £ < n — 1. Alors

1 = zall = | = f/(2) 7 f (@) | < BILS (@) -

Par définition de x,,, f(z,—1) + f'(zpn-1)(xy — p—1) = 0, donc

||xn+1_xn|| < 6”f('rn)_f<xn—1)_f,<xn—1)_f(xn—1>(xn_xn—l)H < B%Hxn_xn—lHZv

en utilisant le lemme précédent.
Avec I'hypothese de récurrence,

21 — 2| < ﬂ%(am”*-l)? _ 5%04%2"—2 — a2,

Maintenant, montrons que z,,,1 est bien dans B. Avec I'hypothése, on a ||z 1 —
|| < ah? 1 si k < n. Donc :

n n A —+o00 a
[Zns1 — 2ol D lwen —ml| <@ d AT <ad) p = —
k=0 k=0 k=0 1—nh

2r

Or avec a < 5

a 2« - 4r 2+ Byr B
1—h 2—aBy 2+Byr2% (24 pyr) —2rx 3y

r.

Et on a donc bien le résultat par récurrence. O

Proposition 1. La suite (z,)nen converge vers & € B tel que f(§) = 0 et on a

pour tout n € N,
h2"—1
n— &l S a5
7 — €1l < 0



Démonstration. B est fermé dans R™ qui est complet, et du fait que Vn € N, ||z, 11—
T,|| < ah® P avec 0 < h < 1, on obtient que (,)nen est de Cauchy, donc converge
vers £ € B tel que [|€ — xol] < a(l+h+h*+...) < % <r. Donc § € B. Les
fonctions f et (f/)~! étant continues dans B, on a & = & — f/(£)7' f(£) et comme
par définition, f/(£)7! est inversible donc injective, f(£) = 0.

Enfin, pour la vitesse de convergence,

+oo
lzn = &l =1l D (2% — zrs1) |
k=n

+o0
<Y e —ze) | <@ Y RN
k=n

k>n
h2"—1
1—hn2"

< ah™! Z 2" = o

k>1
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