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Introduction

La question de 'existence d’une base normale pour 'anneau des entiers d’une
extension galoisienne finie de Q a suscité de nombreuses recherches en théorie
algébrique des nombres. En terme de structure galoisienne, l'existence d’une
telle base équivaut a la liberté de I'anneau d’entiers comme module sur la Z-
algebre du groupe de Galois G de 'extension. Le théoreme de Ncether affirme
que ce module est localement libre si et seulement si 'extension est modérément
ramifiée, ce qui donne une condition nécessaire a ’existence de la base normale.
Sous cette condition, on associe & 'anneau d’entiers une classe dans le groupe
des classes de Z[G]-modules localement libres. On sait par le théoréme de Taylor
([Tayl]) que cette classe est d’ordre 1 ou 2 et on peut la déterminer en fonction
des caracteres irréductibles symplectiques de G. Lorsqu’elle n’est pas triviale,
I’anneau d’entiers ne peut pas posséder de base normale.

La démarche nécessaire pour établir ce résultat comporte plusieurs étapes.
On utilise d’abord la Hom-description de Frohlich ([Frd]) du groupe des classes
pour représenter la classe de I’anneau d’entiers par certaines fonctions de ca-
racteres. Celles-ci sont fabriquées a I’aide de résolvantes et de sommes de Gauss
locales. Ces derniéres proviennent des constantes locales de 1’équation fonction-
nelle des fonctions L de corps de nombres et sont donc de nature analytique,
tandis que les résolvantes sont des objets algébriques. Le point crucial est alors
de pouvoir établir des relations entre ces objets de nature différente. C’est ce
qu’a fait Taylor dans le cas des extensions modérées. On verra qu'un des princi-
paux résultats de cette these est obtenu en trouvant une relation nouvelle entre
ces objets en des places faiblement et sauvagement ramifiées.

En effet, toutes les extensions de corps de nombres ne sont pas modérées et
on peut se demander ce qui se passe dans le cas de la ramification sauvage. En
ce qui concerne I'anneau d’entiers, on sait qu’alors il n’est plus localement libre
en tant que Z[G]-module. Une voie possible pour contourner ce probléme est
d’étudier sa structure sur un ordre contenant Z[G] sur lequel il soit localement
libre. Le choix de 'ordre en question n’est pas canonique et sa définition peut
obliger a faire des restrictions sur l’extension. Plusieurs travaux sur ce theme
ont été publiés dans le cas local (par exemple [B]) et dans le cas global (par
exemple [HW1], [Tay2] et [CNT2]).

Une alternative a ce procédé est d’étudier la structure d’autres modules
galoisiens liés a I'extension. Cette voie a été préparée par des travaux d’Ullom
qui donnent des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un idéal ambige
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(i.e. stable sous I’action de G) soit localement libre sur I’anneau de groupe. Erez
([Er1]) en a déduit que I'idéal racine carrée de la codifférente, lorsqu’il existe, est
localement libre si et seulement si ’extension est faiblement ramifiée, c’est-a-dire
si, pour tout idéal premier divisant la différente de ’extension, le second groupe
de ramification est trivial. Cette condition autorise la ramification sauvage (qui
correspond au premier groupe de ramification) tout en la limitant au maximum
(seul le premier groupe de ramification peut étre non trivial).

Le résultat d’Erez donne un analogue du théoreme de Neether dans le cas de
la ramification faible. Si I'on se restreint au cas des extensions de degré impair
pour assurer l'existence de 'idéal racine carrée de la codifférente A, on peut
alors s’attendre, vu le théoreme de Taylor pour 'anneau d’entiers et du fait
qu’il n’y a pas de caractere irréductible symplectique en degré impair, a ce que
A soit libre sur Z[G] dés que V'extension est faiblement ramifiée. Mais le fait
d’étre confronté a la ramification sauvage oblige a trouver de nouvelles relations
entre résolvantes et sommes de Gauss locales. Si Erez a pu montrer que A est
libre sur Z[G] quand Dextension est modérée ([Er3]), il n’a pu faire de méme
dans le cas général d’une extension faiblement ramifiée de corps de nombres de
degré impair. Cependant, et ce résultat sera fort utile dans la suite, il a établi
que les valeurs de la somme de Gauss (tordue par une opération d’Adams) et de
la résolvante (associée & une base normale de la racine carrée de la codifférente
locale) appliquées en un caracteére de G sont des unités.

Enfin, on peut munir 4 d’une structure plus riche que celle de module ga-
loisien. Conner et Perlis avaient noté dans [CP] que la racine carrée de la co-
différente d’une extension finie galoisienne de Q, lorsqu’elle existe, est le seul
idéal fractionnaire auto-dual pour la forme trace de I’extension, ce qui en fait
un réseau entier unimodulaire. Cette propriété, qui reste vraie pour une ex-
tension relative, est ce qui a d’abord motivé 1’étude de cet idéal par Erez. Il
montre dans sa thése ([Erl]) qu’une extension abélienne de Q est faiblement
ramifiée si et seulement si le réseau associé a la racine carrée de la codifférente
A est isométrique au réseau standard de méme dimension, via une isométrie
qui commute a ’action du groupe de Galois. Ceci entraine en particulier que le
Z|G]-module A est libre sous les mémes hypotheses.

D’autres travaux ont suivi cette voie en traitant en parallele le réseau associé
a Panneau d’entiers, notamment [ErM] (cas modéré abélien) et [ErT], ot il est
établi que le réseau associé a A est stablement isométrique au réseau standard
des que Pextension est modérément ramifiée. Enfin, [BuCh] retrouve et étend
les résultats de ces deux articles grace a un travail sur les opérations d’Adams
de certains groupes de Grothendieck.

L’objet initial de cette these est d’améliorer les résultats existants concer-
nant la structure galoisienne de la racine carrée de la codifférente d’extensions
faiblement ramifiées de corps de nombres de degré impair. Comme nous 1’avons
dit plus haut, la condition essentielle pour parvenir a cet objectif est de pouvoir
établir de nouvelles relations entre sommes de Gauss et résolvantes locales aux
places sauvagement ramifiées. Nous allons voir que cela mene aussi a d’autres
thémes de recherche : description des extensions abéliennes faiblement ramifiées
de Q,, criteres de ramification faible pour les extensions locales ou globales,
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construction de familles infinies d’exemples d’extensions faiblement ramifiées,
calcul sur certains exemples de la structure du réseau associé a la racine carrée
de la codifférente. Nous présentons maintenant les résultats obtenus dans ces
différentes directions dans I'ordre ou ils apparaitront dans la these.

Le premier pas dans notre démarche est 1’étude des propriétés des extensions
faiblement ramifiées. Si les extensions modérées ont fait 1’objet de nombreux
travaux, il n’en va pas de méme pour les extensions sauvagement et faiblement
ramifiées. [Er2], qui présente I’état des connaissances sur le sujet au début des
années 90, n’a été suivi que de peu de publications consacrées a ce theme (voir
cependant [EIM] ainsi que la partie 4 de [B] pour des études locales).

Le chapitre 1 de cette these rappelle les notions basiques de théorie des
nombres qui permettent de définir la ramification faible dans les cas local et
global et énonce quelques propriétés des extensions faiblement ramifiées, dont
certaines sont des résultats nouveaux. Le principal d’entre eux est la description
de toutes les extensions abéliennes faiblement ramifiées de Q, pour p premier
impair. Etant donné une racine primitive p?-ieme de 1'unité ¢, on sait que la
sous-extension L de degré p de Q,(¢) est faiblement ramifiée. On fixe une cléture
algébrique Qf, de Q, et on note, pour tout entier m, Q,{m} 'unique extension
non ramifiée de degré m de Q, contenue dans Q. On obtient :

Théoréme 1 Soit n > 1 un entier divisible par p. Alors les extensions abéliennes
sauvagement et faiblement ramifiées de Q, de degré n sont les sous-extensions
de degré n de L.Q,{n} distinctes de Q,{n}.

Ce résultat sera tres utile au moment d’étudier la structure galoisienne de la
racine carrée de la codifférente dans une extension faiblement ramifiée de Q et
abélienne aux places sauvages.

Le chapitre 1 contient aussi une étude des p-extensions de Q qui sont faible-
ment ramifiées et dont le groupe de Galois est isomorphe a Cp,2 x Cp,. Ce groupe
étant transitif de degré p?, elles sont corps de décomposition d'un polynéme P(z)
de degré p?. On montre alors certains critéres de ramification faible portant sur
la valuation p-adique du discriminant du corps de rupture R = Q[z]/(P(z)) de
ce polynome. Ces résultats sont utilisés dans le deuxieme chapitre consacré aux
exemples d’extensions faiblement ramifiées.

Au regard de I'histoire de la structure galoisienne de ’anneau d’entiers, dans
laquelle la construction par Martinet d’un exemple pour lequel il n’est pas libre
a été une étape stimulante ([M2]), il ne semble pas inutile de construire des ex-
tensions faiblement ramifiées pour y calculer la structure galoisienne de la racine
carrée de la codifférente. Les exemples les plus simples d’extensions faiblement
et sauvagement ramifiées sont les extensions cycliques de Q de degré premier. Ce
sont presque les seuls qui étaient jusqu’alors présentés dans la littérature ([Er2]).
Par rapport au probleme de la structure galoisienne de la racine carrée de la
codifférente, ces extensions ne sont pas intéressantes puisqu’on sait par [Erl]
que le réseau associé a celle-ci y est isométrique au réseau standard. Les ex-
tensions intéressantes pour illustrer de nouveaux résultats (théoréme 3 présenté
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plus loin) ou tester des conjectures (théoreme 5) sont les extensions de degré
impair, non abéliennes et faiblement ramifiées.

Pour en obtenir, il a paru plus simple de concentrer la ramification sauvage
en une seule place en considérant des p-extensions, ot p est un nombre premier
impair. Le plus petit degré pour lequel on peut trouver des extensions non
abéliennes est alors p* et dans ce cas, il y a deux possibilités pour le groupe
de Galois de 'extension : il est isomorphe a (C), x C}) x C), ou a Cp2 x C,. Le
critere du chapitre 1 présenté ci-dessus a poussé a considérer le deuxieme cas
au détriment du premier (pour lequel un travail similaire pourrait certainement
étre mené). Enfin, les capacités de calcul ont incité a choisir p = 3.

Pour construire des extensions galoisiennes de Q de groupe de Galois iso-
morphe & Cy x Cs, on utilise les travaux d’Eichenlaub dont la these ([Eil]) donne
une méthode pour construire un polynéme paramétré P;(x) tel que, pour une in-
finité de spécialisations en des valeurs entieres du parametre ¢ (que 'on convient
d’appeler de bonnes valeurs), U'extension qui est corps de décomposition sur Q
du polynoéme obtenu soit galoisienne de groupe de Galois isomorphe & Cy x Cs.
Il s’agit du polynéme suivant (ot w =t —t + 1) :

Pi(z) = 2° — wz” + 2Tw?2® — 30w3z® + 9wz
—(2t — 1)(t° — 35 — 12¢* + 2913 — 3t? — 12t + V)w

Le critere du chapitre 1 permet alors de savoir, en utilisant un logiciel de cal-
cul adapté, si I'extension est faiblement ramifiée ou non pour chaque bonne
valeur de ¢. En fait, la méthode de construction de P;(x) utilise une extension
kummérienne (dépendant de t) de Q((o), ol (g est une racine primitive 9-iéme
de l'unité, et ’étude de la ramification en 3 dans cette extension grace a des
criteres dus & Hecke ([He]) et Greither ([Gr]) permet de montrer le résultat
suivant.

Théoréeme 2 On considére la famille F des extensions D qui sont corps de décom-
position sur Q du polynéme P;(x) spécialisé en une bonne valeur t avec t congru
a 5 modulo 9. Alors :

(i) F est constituée d’une infinité d’extensions de Q.
(ii) Chacune des extensions D € F est faiblement ramifiée sur Q.

(iii) Soit D € F correspondant &t = 5+ 9u. On note e 'indice de ramification,
f le degré résiduel et g le degré de décomposition en 3 dans D/Q. Siu =0
ou2mod 3, alorse=9et f=3.Siu=1mod 3, alorse = f =g =3 ou
e=3etg=09.

La méme méthode est employée pour construire une famille infinie d’extensions
modérées de Q de groupe de Galois isomorphe a C7; x C3 (théoréeme 2.4.2).
Ces deux familles d’extensions faiblement ramifiées fournissent la plus grande
part des exemples pour lesquels le chapitre 5 présente des résultats de calcul de
structure galoisienne et de réseau pour la racine carrée de la codifférente.

Le chapitre 2 contient aussi une grande variété d’exemples d’extensions
faiblement ramifiées, a la fois pour rendre possibles d’éventuels calculs dans
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d’autres situations et pour montrer que les extensions faiblement ramifiées ne
sont pas une rareté au sein des extensions galoisiennes. En fait, parmi la soixan-
taine de polynomes de la table de Magma ([BoCa]) dont le groupe de Galois
est transitif de degré compris entre 2 et 11 et qui ont été testés, plus du quart
fournissent une extension faiblement et sauvagement ramifiée. On illustre aussi
le théoréme 1 en construisant les trois extensions abéliennes faiblement ramifiées
de Q3 de degré 45.

Les chapitres 3 et 4 reviennent aux problemes de structure galoisienne pour
la racine carrée de la codifférente A d’une extension faiblement ramifiée de
corps de nombres de degré impair. Le premier d’entre eux est consacré a des
préliminaires : on définit les objets a étudier, on présente la Hom-description
de Frohlich ([Frd]) du groupe des classes de Z[G]-modules localement libres et
on donne un représentant correspondant & la classe de A. La partie 3.3 est
consacrée aux sommes de Gauss locales qui interviennent dans ce représentant.
On revient sur leur définition et, a l'aide d’'un article de Tate consacré aux
constantes locales de ’équation fonctionnelle de la fonction L d’une extension
de corps de nombres ([Tat2]), on donne quelques propriétés des sommes de
Gauss locales de caracteres abéliens. Ceci nous permet de montrer une formule
de restriction de la somme de Gauss locale d’une extension a groupe d’inertie
abélien (théoreme 3.4.4).

Le chapitre 4 consacré aux résultats de structure galoisienne peut alors
commencer. On découpe le représentant de la classe de A en un produit de
fonctions de caracteres de G. Certains facteurs sont aisément controlables a
laide de résultats antérieurs ([Tayl] et [Er3]). Le travail véritablement nou-
veau vient avec ceux qui font intervenir une résolvante et une somme de Gauss
en une place sauvagement ramifiée, puisqu’on ne connait pas alors de relation
entre ces deux objets. Les auteurs confrontés a ce probleme le résolvent en se
plagant dans des circonstances favorables, soit en étudiant des classes de mo-
dules galoisiens a 'intérieur de groupes “plus gros” que le groupe des classes (par
exemple [CNQ)] et [HW1)), soit en faisant des hypotheses restrictives sur les ex-
tensions considérées. Parmi les travaux appartenant a cette deuxieéme catégorie,
[Tay?2] étudie la structure galoisienne de ’anneau d’entiers d’une extension finie
abélienne de corps de nombres tandis que [CNT2] se concentre sur les extensions
finies galoisiennes de Q dont les premiers groupes de ramification sont abéliens,
facteurs directs du groupe de décomposition et distingués dans le groupe de
Galois. Le résultat qui suit se restreint aussi au cas d’une extension absolue;
il généralise alors le résultat d’Erez pour les extensions modérées (théoréme 2
de [Er3]). Néanmoins, il ne concerne pas toutes les extensions faiblement ra-
mifiées de Q puisqu’il fait aussi intervenir une hypothese sur les groupes de
décomposition aux places sauvages (un peu moins forte que celle évoquée ci-
dessus).

Théoreme 3 Soit N/Q une extension faiblement ramifiée de degré impair, de
groupe de Galois G. On suppose que les groupes de décomposition aux places
sauvages sont abéliens. Alors la racine carrée de la codifférente Ay de I'extension
est un Z[G]-module libre.
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Notons qu’un des exemples d’extensions faiblement ramifiées issus des tables du
logiciel Magma vérifie les hypotheses du théoréme 3, mais pas celles des résultats
connus auparavant : elle n’est ni abélienne ni modérée. Il en va de méme pour
les extensions de la famille F du théoréeme 2 correspondant a de bonnes valeurs
du parametre ¢t = 5 + 9u avec u congru a 1 modulo 3.

Ce résultat est obtenu grace a la connaissance des extensions abéliennes fai-
blement ramifiées de Q,, (théoreme 1), qui permet le calcul explicite de la somme
de Gauss et de la résolvante locales aux places sauvagement ramifiées. Il ne reste
alors qu’a constater que leur produit a les propriétés voulues. Il semble que de
nouvelles idées soient nécessaires pour 1’élargir a toutes les extensions faiblement
ramifiées de corps de nombres de degré impair. Dans cette optique, un article
récent de Byott [B] montre une voie pour passer au cas relatif en décrivant les
extensions abéliennes d’une extension finie ' de Q, grace aux corps de division
associés a des groupes formels de Lubin-Tate. Cela lui permet notamment de
prouver que 'anneau d’entiers d’une extension abélienne faiblement ramifiée de
F est libre sur son ordre associé et de décrire celui-ci. Cette voie semble bien
adaptée aux techniques développées pour montrer le théoreme 3.

Une autre direction pour étendre ce résultat est de s’intéresser aux extensions
non abéliennes aux places sauvages. La encore, il semble souhaitable dans un
premier temps d’imposer quelques restrictions sur les extensions considérées. On
fixe un premier p supérieur ou égal & 3 et on montre dans la partie 4.3 :

Théoreme 4 Soit N/Q une p-extension finie et faiblement ramifiée de groupe
de Galois G. On note (Ay) la classe de la racine carrée de la codifférente de
Dextension dans le groupe des classes de Z|G]-modules localement libres et e(p)
le degré de ramification en p dans N/Q. Alors (Ay)*®) = 1.

L’un des éléments de la preuve de ce théoreme est une formule de restriction
de la résolvante locale au groupe d’inertie de ’extension complétée en p. On
sait que celui-ci est abélien (par un résultat du chapitre 1) et donc, 14 encore,
une meilleure connaissance des extensions locales relatives faiblement ramifiées
et abéliennes pourrait permettre d’améliorer la majoration de l'ordre de (Ay),
éventuellement de ’abaisser jusqu’a p. Méme alors, le résultat ne serait sans
doute pas optimal. En effet, un nouvel algorithme ([A]) de calcul explicite des
automorphismes d’une extension galoisienne de Q a permis de déterminer la
structure galoisienne de A pour de nombreux exemples de 3-extensions faible-
ment ramifiées de groupe de Galois isomorphe a Cy x C3. On trouve a chaque
fois que c’est un module galoisien libre. De nouvelles méthodes sont & développer
pour prouver que c’est toujours le cas.

Les calculs de structure galoisienne qui viennent d’étre évoqués ont suivis des
calculs menés avec 'aide de C. Bachoc pour déterminer la structure du réseau
entier unimodulaire obtenu en munissant A de la forme trace Tr. Les résultats
théoriques dont on dispose sur ce probleme sont eux aussi lacunaires. D’une
part, on ne sait rien dire si ’extension faiblement ramifiée considérée n’est ni
modérée, ni absolue abélienne ; d’autre part, dans le cas modéré, on sait que le
réseau est stablement isométrique au réseau standard (Z[G] muni de la forme
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g qui rend orthonormale la base constituée des éléments de G) mais on ne sait
pas si la simplification a lieu, c’est-a-dire s’il lui est isométrique.

Les exemples d’extensions faiblement ramifiées construits dans le chapitre
2 fournissent l'occasion de tester si ces résultats peuvent étre améliorés. Des
calculs menés sur plusieurs familles d’exemples sont présentés dans le chapitre
5. La principale conséquence qu’on en tire est :

Théoreme 5 Soit N/K une extension faiblement ramifiée de corps de nombres de
degré impair, de groupe de Galois G. Le réseau (Ay/,Tr) n’est pas toujours
isométrique & (Z|G],q¢). En particulier, il existe des extensions vérifiant les
hypothéses du théoreme 3 ainsi que des extensions modérées pour lesquelles ce
n’est pas le cas.

11 découle de ce résultat que 'isomorphisme de Z[G]-modules du théoréme 3 ne
provient pas nécessairement d’une isométrie, alors que cela est le cas lorsque
I’extension est abélienne absolue. Par ailleurs, on voit que la simplification n’a
pas forcément lieu dans le cas modéré. On peut rapprocher ce résultat d’un
travail effectué par Cougnard pour construire des extensions galoisiennes de Q
dont les anneaux d’entiers soient stablement libres et non libres en tant que
modules galoisiens ([Coul).

En fait, les différents réseaux obtenus en testant notamment des exemples
provenant de la famille infinie du théoreme 2 semblent survenir avec une cer-
taine régularité qu’on aimerait pouvoir expliquer (voir la proposition 5.1.1).
Cependant, des calculs effectués sur une autre famille a4 méme groupe de Galois
montrent que le fait que le groupe de décomposition de I'extension en 3 soit
ou non abélien n’est pas équivalent au fait que le réseau soit de minimum 1 ou
3. On montre toutefois qu'un seul des trois réseaux entiers unimodulaires de
dimension 27 et de minimum 3 (& consulter dans [BV]) peut étre réalisé a 1’aide
de la racine carrée de la codifférente d’une extension faiblement ramifiée de Q
de degré 27 (théoréme 5.1.2).

Les calculs laissent donc beaucoup de questions ouvertes. Il pourrait étre
intéressant de les reprendre dans le cas faiblement et sauvagement ramifié pour
tester si le réseau est alors stablement isométrique & Z[G]. En dehors de ce
probleme, il semble qu’il faille maintenant chercher de nouvelles réponses thé-
oriques. Ainsi, les techniques utilisées pour déterminer la structure galoisienne
de A dans le cas absolu abélien aux places sauvages pourraient étre adaptées
pour tenter de montrer que le réseau associé est stablement isométrique a Z[G]|
sous les mémes hypotheses.

En définitive, les résultats contenus dans cette thése semblent étre pour
la plupart susceptibles d’améliorations. Une meilleure connaissance des exten-
sions locales, abéliennes et faiblement ramifiées dans le cas relatif permettrait
d’abaisser la majoration de l'ordre de (A) dans le théoreme 4 et de s’affranchir
de ’hypothese sur le corps de base dans ce résultat ainsi que dans le théoreme
3. Avec un progres supplémentaire sur les p-extensions, il n’est pas exclu que les
techniques développées dans [CNT2] (certaines opérations d’Adams) permettent
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alors d’arriver a un résultat optimal pour la structure galoisienne de la racine
carrée de la codifférente d’une extension faiblement ramifiée de degré impair.

La deuxieme voie pour des recherches ultérieures est celle évoquée ci-dessus
et qui concerne le réseau associé a la racine carrée de la codifférente d’une
extension faiblement ramifiée de degré impair. Elle se divise en deux branches :
trouver un algorithme pour déterminer sur des exemples s’il est stablement
isométrique au réseau standard et tenter d’élargir I’étude théorique menée dans
[ErT] aux places sauvagement et faiblement ramifiées.

Enfin, pour conclure cette introduction, notons que d’autres directions de
recherche, bien que moins directement reliées a ces travaux, pourraient étre
explorées a l'aide des connaissances acquises. D’une part, dans le domaine de la
théorie algébrique des nombres, il est tentant d’essayer de faire le lien entre la
classe définie par la racine carrée de la codifférente dans le groupe des classes
et certains invariants de Chinburg, comme cela a été fait pour la classe définie
par Panneau d’entiers dans le cas modéré (voir [Ch] et [HW?2]). Par ailleurs, on
sait qu’un analogue de I’étude de la structure galoisienne des anneaux d’entiers
et des conjectures de Frohlich a été considéré en “dimension supérieure” dans
un cadre géométrique (voir [Er5]). On peut se poser la question de I’étude dans
ce cadre de la racine carrée de la codifférente.



Chapitre 1

Extensions faiblement
ramifiées

Une extension finie galoisienne de corps de nombres est dite faiblement ra-
mifiée si tous les seconds groupes de ramification de ’extension sont triviaux.

Lorsque tous les premiers groupes de ramification sont triviaux, on dit que
I’extension est modérément ramifiée. L’arithmétique de telles extensions et no-
tamment la structure galoisienne de leurs anneaux d’entiers ont fait ’objet de
nombreuses études de Frohlich et de son école. Cette étude, qui a donné lieu a
une abondante littérature, a suscité le développement de techniques utilisables
dans un cadre plus vaste que celui dans lequel elles ont été introduites. Nous
ferons largement usage de ces outils dans notre travail pour lequel le livre de
Frohlich ([Frd]) servira souvent de référence.

Lorsqu’au moins un premier groupe de ramification de ’extension est non
trivial, 'extension est dite sauvagement ramifiée. On s’intéresse essentiellement
aux extensions sauvagement et faiblement ramifiées.

On commence ce chapitre en rappelant les définitions de base qui vont
préciser ce qui vient d’étre dit. On donne ensuite des propriétés générales des
extensions faiblement ramifiées (partie 1.2), puis on considére le cas local abélien
(partie 1.3). On termine par 1’étude des extensions faiblement ramifiées de Q de
groupe de Galois isomorphe & Cp2 X C, avec p premier impair (partie 1.4).

1.1 Fondations

Soit N/K une extension finie galoisienne de corps de nombres, de groupe de
Galois G. On note Ok et Oy les anneaux d’entiers de K et N. Soit g un idéal
premier non nul de O.

11
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1.1.1 Décomposition dans une extension galoisienne

On rappelle brievement quelques notations et définitions relatives aux idéaux
premiers d’un corps de nombres. On peut se reporter & [Sa] pour plus de détails
et pour les démonstrations des propriétés énoncées. Soit R un anneau de De-
dekind. Tout idéal fractionnaire a non nul s’écrit comme produit sur ’ensemble
des idéaux premiers non nuls de R :

a=][p>® (1.1)
p

olt vp(a) est un entier qui est nul pour presque tout idéal premier p. On associe
ainsi a chaque idéal premier p une valuation discrete du corps de fractions M
de R définie pour tout & € M, x # 0, par vy(x) = vy (zR).

Puisque Op est un anneau de Dedekind, on en déduit qu’il existe une
décomposition :

g9
pON = H Pyt
k=1

ou les py sont des idéaux premiers distincts de Oy au-dessus de p et les ey
sont des entiers strictement positifs. L’entier g est le degré de décomposition de
p dans Pextension N/K. Le groupe G opére transitivement sur I’ensemble des
idéaux premiers de Oy au-dessus de p. Ceci permet de montrer que les entiers
ex ont tous la méme valeur e, qu’on appelle ["indice de ramification de o dans
Pextension N/K. On dit que p est ramifié dans N/K si e > 1.

On appelle groupe de décomposition de pi/p et on note G(pi/p) le sous-
groupe de G constitué des o tels que opy = pg. Soit N (resp. K) le corps
résiduel Oy /pr (resp. Ok /). Tout élément o de G(pr/p) définit par passage
au quotient un K-automorphisme de N. On obtient ainsi un homomorphisme
surjectif :

G(pr/p) — Gal(N/K) (1.2)

Le degré f de I'extension résiduelle N/K est indépendant du choix de py, ; il ne
dépend que de p et s’appelle le degré résiduel de p dans N/K. On a 1’égalité :

[N:K]=efg (1.3)

L’action de G sur I’ensemble des idéaux premiers pg, 1 < k < g, étant transitive,
on note que les groupes de décomposition associés a deux premiers au-dessus
de p sont conjugués. Le noyau de (1.2) est le sous-groupe de G constitué des
éléments o tels que :

Va € Oy, o(x) =z mod pg

On le note Go(pr/p) et on Pappelle groupe d’inertie de py/p, son ordre est égal
a e. C’est aussi le 0-iéme groupe de ramification en py /e dans la suite de groupes
de ramification que 'on définit dans le prochain paragraphe.
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1.1.2 Des témoins de la ramification
Pour tout entier ¢ > —1, on pose :
Gi(pr/p) = {0 € G(pr/p), Yz € Oy, o(z) =z mod p;"*

On remarque que G_1(pr/p) = G(pr/p). Les Gi(pr/p) forment une suite
décroissante de sous-groupes invariants de G(px/p). De plus, G;(pr/p) = {1}
pour ¢ assez grand. Si py et p; sont deux idéaux premiers de Oy au-dessus de
o tels que opy = p;, on a pour tout ¢ > —1:

Gi(p;/9) = oGi(pr/p)o ™ (1.4)

On peut maintenant préciser la notion de ramification faible pour une extension
finie galoisienne de corps de nombres N/K de groupe de Galois G.

Définition 1.1.1 On dit que I'extension N/ K est faiblement ramifiée si, pour tout
idéal premier p de Oy, le deuxiéme groupe de ramification Go(p/(p N Ok)) est
réduit a I’élément neutre.

On présente maintenant un autre témoin de la ramification. Il s’agit de la
différente Dy i de 'extension. C’est un idéal entier de O dont I'inverse (appelé
la codifférente de I'extension) est donné par :

Dy = {z € N, Tryyk(z0n) C Ok}

1l est bien connu que seuls les idéaux premiers de O qui sont ramifiés dans N/ K
divisent la différente et qu’elle est reliée au discriminant d g de I’extension par :

dn/k = Nn/k(Pnyk) (1.5)

Lorsqu’on a une tour d’extensions finies de corps de nombres K € M C N,
la différente et le discriminant de N/K s’expriment en fonction de ceux des
extensions intermédiaires :

Dn/k = DnyuDuyx et dyx = NM/K(dN/M)dM/K[N:M] (1.6)

C’est la formule de Hilbert qui donne la valuation de la différente en un idéal
premier p de Oy au-dessus de g, en fonction de la suite des groupes de ramifi-
cation en p/gp, faisant ainsi le lien entre les deux témoins de la ramification qui
ont été introduits :

(D) = D (IGi(p/ ) — 1) (L.7)

i>0

Remarque 1.1.2 A T’aide de (1.4), on voit que, si deux idéaux premiers de Oy
divisent un méme idéal premier de Ok, l'ordre de la différente en ces deux
idéaux premiers est le méme. Il s’ensuit que la différente est stable sous ’action
du groupe de Galois de I'extension, ce qu’on peut exprimer en disant qu’elle a
une structure de Z[G]-module, ou encore que c’est un idéal ambige. On reviendra
sur ce point dans le chapitre 3.
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Cette formule permet aussi de donner une caractérisation de la ramification
faible en termes des exposants des idéaux premiers qui divisent la différente.
Cependant, on va voir qu’il est plus pratique de ’énoncer pour une extension
de corps locaux et qu’il en va de méme pour toutes les notions déja introduites.
C’est pourquoi on explique maintenant le...

1.1.3 Passage au local

Soit M un corps de nombres d’anneau d’entiers O et p un idéal premier
non nul de O. On sait associer a la valuation discrete v, introduite en (1.1)
une valeur absolue ultramétrique sur M. On note M, le complété de M pour
la topologie définie par cette valeur absolue. On sait que v, se prolonge en une
valuation discrete sur M, que I'on note encore v,. On désigne par O, I'anneau
de valuation de vy, et encore par p son idéal de valuation. On a I’égalité :

Op ={x € My, vy(z) > 0}

Dans ce paragraphe, on fixe un idéal premier p de Oy au-dessus de p. On
obtient ainsi une extension finie N, /K, qui est galoisienne de groupe de Galois
isomorphe & G(p/p). On note U, (resp. U,,) le groupe des éléments inversibles de
Oy (resp. Op). Un élément 7 de K, de valuation 1 s’appelle une uniformisante.
Pour un tel élément, on a 1’égalité :

* 7
K, =7n"xU,

Si p désigne la caractéristique du corps résiduel ?p de K;, la réduction modulo g
fournit un isomorphisme du groupe des racines de 'unité de K, d’ordre premier

a p (qu’on note ,u}(p) sur le groupe F;. On a la décomposition en produit direct
de groupes :
Uy >~ e, x (1+90)

On introduit alors une filtration du groupe des unités de K, en posant :

Ug:U@ et, pour 7 > 1, L{;:1+pi(’)p

Dans le prochain paragraphe, on étudiera les rapports entre la filtration (Ué)izo
et la suite des groupes de ramification de I'extension N,/K, que I'on définit
maintenant. On note I' = Gal(N,/K,). Pour tout entier ¢ > —1, on pose :

I''={cel, Yz e O,, o(x) =2 mod PiH}

On sait que I'; est isomorphe & G;(p/p). On peut maintenant donner une
définition locale de la ramification faible.

Définition 1.1.3 N, /K, est faiblement ramifiée si 'y est trivial.

On remarque que N/K est faiblement ramifiée si et seulement si N, /K, est
faiblement ramifiée pour tout idéal premier p de Ok et pour tout idéal premier
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p de On au-dessus de p. Les deux définitions sont donc cohérentes. On définit
la différente “locale” Dy, K, par la relation :

DR{)}/KQ = {.’17 = Np’ ’I‘I‘NP/KKJ(:COP) - OP}

On a 1’égahté DN/KOP = DNP/KKJ'

1.1.4 Propriétés locales

Soit {/k une extension finie galoisienne de corps locaux de caractéristique 0
de groupe de Galois I'. On entend par corps locaux des extensions finies de Q,
ou p est la caractéristique résiduelle. On veut comparer la suite (I';);>0 et la
filtration (U}');>0 du groupe des unités U; de I*. On note [ le corps résiduel de I.
Nous énongons sans démonstration les résultats de [Sel] IV.2 qui seront utiles
a notre étude.

Proposition 1.1.4 On a U /U = I* et, pour tout i > 1, Uj /Ui T ~ 1.

Le résultat suivant fait le lien entre les quotients de deux termes successifs de
chacune des suites I'; et Uf.

Proposition 1.1.5 Soit m une uniformisante de [ et soit ¢ > 0. L’application qui
a o € T'; associe o(m)/m définit par passage au quotient un isomorphisme de

T;/Ti11 sur un sous-groupe de U; /U™

On en déduit la propriété suivante.

Corollaire 1.1.6 Pour tout i > 1,T;/T'; 11 est abélien p-élémentaire. En particulier,
I’y est un p-groupe et I'y est le produit semi-direct d’un sous-groupe cyclique
d’ordre ey premier a p par un p-sous-groupe invariant, égal a I'y.

On voit maintenant que e est premier & p si et seulement si I'y est réduit a
I’élément neutre, c’est-a-dire si et seulement si I’extension [/k est modérée. Cette
propriété permet de définir la ramification modérée (et donc aussi son contraire,
la ramification sauvage) méme lorsque l'extension n’est pas galoisienne. Par
contre, on n’a pas une telle caractérisation pour la ramification faible : on ne
peut définir celle-ci que pour les extensions galoisiennes.

On tire aussi de la proposition ci-dessus des propriétés sur les “sauts de
ramification”.

Corollaire 1.1.7
(i) Les entiers i tels que T'; # I';11 sont congrus entre eux modulo p.

(ii) SiT est abélien et si i est un entier non divisible par eq = |T'o/T'1|, alors
Iy =T
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On revient a la situation du paragraphe précédent pour tirer la caractérisation
suivante de la ramification faible & partir des propriétés énoncées ci-dessus. On
tire de (1.7) que Dy, x, = p° avec s = >~ o(|Ti| — 1). On note p la ca-
ractéristique résiduelle de K, et e = egp® 'ordre de I'g avec (eg,p) = 1.

Lemme 1.1.8 N, /K|, est faiblement ramifiée si et seulement si :

s=(eg+ 1)p*—2

1.2 Premieres conséquences

On commence cette partie en donnant un exemple simple d’extension faible-
ment ramifiée de Q qui jouera un role important dans la partie 1.3. Il apparaissait
déja dans [Erl]. Soit p un nombre premier impair et (2 une racine primitive
p?-ieme de I'unité.

Proposition 1.2.1 La sous-extension L/Q de degré p de Q((,2) est totalement,
faiblement et sauvagement ramifiée.

Preuve. Puisque L/Q est une p-extension, toutes les places autres que p sont
modérément ramifiées. Puisque Q((,2)/Q est totalement ramifiée en p, il est
immédiat que L/Q est totalement et donc sauvagement ramifiée en p. Soit p
I'idéal premier de Q((,2) au-dessus de p, p = p N L et s = v,(Dy,/g). Comme
Q(¢p2)/L est modérément ramifiée, on tire de (1.6) et de (1.7) :

DQ(C )= pp—2+8(p—1)
p2

Comme dg¢ ,) = pP(P=3) (cf [W] Proposition 2.1), on en déduit que s = 2(p—1)
et, a 'aide du lemme 1.1.8, que Ga(p/p) = {1}. 1

Remarque 1.2.2 Cet exemple illustre le mauvais comportement de la ramification
faible par rapport a la composition des extensions. En effet, Q((,2)/Q est un
composé non faiblement ramifié de L/Q et Q(¢,)/Q (ou 'on note ¢, une racine
primitive p-ieme de I'unité), qui sont toutes deux faiblement ramifiées.

1.2.1 Propriétés de la ramification faible

Soit I/k une extension finie galoisienne de corps locaux de caractéristique
0 de groupe de Galois I'. La ramification faible impose des contraintes sur la
structure du groupe d’inertie. On note e = epp™ son ordre, avec ey premier a la
caractéristique résiduelle p et f; le degré résiduel de {/Q,.

Proposition 1.2.3 On suppose [/k faiblement ramifiée. Alors Ty est le produit
semi-direct d’un sous-groupe cyclique d’ordre ey, ot ey divise pt — 1, par un
p-sous-groupe normal élémentaire d’ordre p* avec o < f;. Si de plus l/k est
abélienne, alors ey = 1.
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Preuve. Cela découle des résultats du paragraphe 1.1.4. |

On a vu plus haut que la ramification faible ne se comporte pas toujours
bien vis-a-vis de la composition des extensions. On revient maintenant sur ce
point et on regarde si elle est préservée dans les sous-extensions.

Proposition 1.2.4 (i) Toute sous-extension galoisienne d’une extension faible-
ment ramifiée est faiblement ramifiée.

(ii) Soient l1/k une extension finie galoisienne de groupe de Galois A, l3/k
une extension finie non ramifiée et | = l1ls. On note I' = Gal(l/k). Alors
I’homomorphisme de restriction de I' dans A induit un isomorphisme de
I'; sur A; pour tout entier i > 0.

Preuve. Soit I/k une extension faiblement ramifiée de groupe de Galois T" et
soit © un sous-groupe distingué de I'. On sait déterminer grace au théoreme
de Herbrand ([Sel] IV3 lemme 5) la suite des groupes de ramification dans la
sous-extension de I/k fixée par © (donc de groupe de Galois isomorphe & I'/O).
En particulier :

(I/O)p(2) 2 120/6 = {1}

oil ¢ est la fonction de Herbrand de 1/I®. Or ¢(2) < 2 et par conséquent
(I/©)2 = {1}, d’our (i).

Soit ¢ un entier positif et o € T';, alors o(z) = x mod p;"** pour tout x € O;.
Comme [/I; est non ramifiée, on a p;, = p; donc oy, (z) = z mod p;, "+ pour
tout z € Oy, , si bien que o +— o, induit un homomorphisme de I'; dans A;. 11
est injectif car son noyau est I'; N Gal(l/l;) = {1}, si bien que |I';] < |A;| pour
tout 4 > 0. Par la formule de transitivité (1.6), on obtient D;;, = Dy, 5 et la
formule de Hilbert (1.7) entraine :

(i1 =) (A -1)

i>0 i>0

i+1

On en tire |T';| = |A;] pour tout ¢ > 0, d’ou (ii). |

1.2.2 Caractérisation a ’aide du polynéme minimal

On conserve les notations du paragraphe précédent. Si I/k est totalement
ramifiée, on sait qu’il existe une uniformisante m qui est un élément primitif
pour anneau d’entiers, c’est-a-dire tel que O; = O[n]. On souhaite obtenir une
caractérisation de la ramification faible portant sur les coefficients du polynome
minimal de 7. Pour cela, on a besoin de la propriété suivante de la différente de
I'extension. Soit z € O; un élément primitif de [/k et f(X) € k[X] son polynéme
caractéristique. On sait que Dy, divise I'idéal principal (f'(z)) avec égalité si
et seulement si O; = O[z] ([Sel] IIL.7 corollaire 2). On en déduit le critére
suivant.
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Proposition 1.2.5 Soit I/k une extension galoisienne finie de corps locaux de ca-
ractéristique 0. On suppose que l/k est sauvagement ramifiée d’indice de ramifi-
cation e = egp® avec (eg,p) = 1. Alors [/k est totalement et faiblement ramifiée
si et seulement si il existe 1 € O; tel que | = k(w) et dont les ccefficients du
polynéme minimal sur k (que I'on écrit f(X) = > gc;coai X" avec ag = 1)
vérifient :

(i) vg(a;) > 1 pourl <i<e,

(i) vg(ae) = vk(a;) =1 avec ig = (eg — 1)p® + 1,

(ifi) vi(a;) > 2 sii > ig et (i,p) = 1.
Preuve. On suppose [/k totalement et faiblement ramifiée. Soit 7 une unifor-
misante de [. Puisque [/k est totalement ramifiée, le polynéme minimal f de 7
sur k est un polyndéme d’Eisenstein, ce qui implique vg(a;) > 1 pour 1 <i < e et
vi(ac) = 1. En outre, Oy = O[], donc vi(Dyi,) = vi(f'(7)). Le lemme suivant
calcule cette valuation.

Lemme 1.2.6 Avec les notations précédentes, on a :

v (f'(m)) = Inf{v;((e — i)a;m 1), 0<i<e—1}

e—i—1

Prewve. Ona f'(m) =3 cic._i(e—i)a;m et, pour tout entier 0 < i < e—1

tel que a; # 0,
vi((e —i)am®™ ") = (e —i — 1) + evg(a;) + evg(e — i) (1.8)

donc

v((e —i)a;m™ 1) = —i — 1 mod e

Par conséquent, les valuations de chaque terme de f’(7) sont distinctes, d’ou le
résultat. |

Par le lemme 1.1.8, on sait que :
u(Dy) = (e—=1) +p* -1 (1.9)

donc Inf {v;((e — i)a;m*" 1), 0 < i < e — 1} est obtenu pour l'entier i tel que
0<ipp<e—1let:
—ig—1=p*—2mod e

Ceci équivaut a ig = e — (p* — 1) mod e et, puisque 1 < e — (p® — 1) < e, on
trouve ig = e — (p* — 1) = (ep — 1)p® + 1. A l'aide de (1.8) et (1.9), on en déduit
que les deux conditions suivantes sont nécessaires :

(e —ig — 1) + evi(as,) + evg(e —ig) = (e— 1)+ p~ —1 (1.10)
et, pour i # ig,
(e—i—1)+evg(a;) +evg(e—i) > (e—1)+p* -1 (1.11)

Puisque (eg,p) = 1, on a que (1.10) équivaut & vy(a;,) = 1. La condition (1.11)
équivaut & evg(a;) +evi(e—1i) > p* —1+14, donc elle est vérifiée si p divise 4. Si p
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ne divise pas i, elle est vérifiée des que vy (a;) > 2; si vg(a;) = 1, (1.11) équivaut
a1 < ip. On a donc montré que I/k faiblement ramifiée implique vg(ag) = 0,
vg(ae) = vg(ai,) =1, vi(a;) > 1 pour 1 < i < e et vi(a;) > 2 pour i > ig et
(i,p) = 1.

Réciproquement, on suppose réalisées ces conditions pour 7 € Oy, ainsi que
la condition [ = k(). Puisque le polynéme caractéristique f de 7 sur k est d’Ei-
senstein, [/k est totalement ramifiée et Oy = Oy[r] donc v (Dyi) = vi(f'(7)).
On vérifie que les conditions énumérées ci-dessus entrainent v;(f' (7)) = (e—1)+
p* — 1 et donc vy(Dyyi) = [To| — 1+ |T'1] — 1, cest-a-dire I/k est faiblement
ramifiée. |

On a le cas particulier suivant (ot ig = 1) :

Corollaire 1.2.7 Si I/k est une p-extension galoisienne finie de corps locaux de
caractéristique 0, alors l/k est totalement et faiblement ramifiée si et seulement
si il existe T € O, tel que | = k(r) et dont les ceefficients du polynéme minimal
sur k (que I'on écrit f(X) = c,c.a; X" avec ag = 1) vérifient :

(i) vi(a;) > 1 pour1 <i<e,
(i) vr(ac) = ve(ar) =1,

(iii) vi(a;) > 2 sii > 2 et (i,p) = 1.

Cette caractérisation, inspirée de la preuve de la proposition 13 de [Sel] I11.7,
n’est pas souvent applicable en pratique. D’ une part, il n’est pas toujours aisé de
trouver un élément primitif de ’anneau d’entiers; d’autre part, si on se donne
un polynome a ccefficients entiers vérifiant les conditions de la proposition 1.2.5,
son corps de rupture est trés rarement galoisien sur Q et ne peut donc pas en étre
une extension faiblement ramifiée & la place considérée. En ce qui concerne les p-
extensions de Q, on montrera, dans le cas ou le groupe de Galois est isomorphe a
Cp2 1 Cp, des criteres de ramification faible beaucoup plus efficaces dans la partie
1.4, qui permettront de trouver des exemples d’extensions faiblement ramifiées
de Q de degré 27 (voir chapitre 2).

1.3 Etude locale dans le cas abélien

Dans cette partie, on fixe un nombre premier p supérieur ou égal a 3 et
on s’intéresse aux extensions N/Q, abéliennes de groupe de Galois G qui sont
faiblement ramifiées. Le fait de considérer des extensions absolues abéliennes
permet d’utiliser la version locale du théoréeme de Kronecker-Weber et, in fine,
de décrire toutes celles qui sont sauvagement et faiblement ramifiées de degré
donné (théoréme 1).

Un article récent de Byott présente ’esquisse d’une étude similaire dans le
cas non absolu en remplacant le théoreme de Kronecker-Weber par la description
des extensions abéliennes d’un corps local a ’aide des corps de division associés
a des groupes formels de Lubin-Tate (voir [Se2] pour cette théorie). Il I'utilise
pour montrer que ’anneau d’entiers d’une extension locale abélienne faiblement
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ramifiée est libre sur son ordre associé et pour décrire explicitement celui-ci ([B]
théoreme 5), mais n’en tire pas une description aussi précise que celle qu’on va
énoncer dans le cas absolu.

Ici, on se concentre sur les extensions abéliennes sauvagement et faiblement
ramifiées de Q,. On adopte en conséquence la terminologie suivante.

Définition 1.3.1 On dira qu’une extension finie de Q,, est pure si elle est abélienne,
sauvagement et faiblement ramifiée.

On commence par préciser quelques notations. On fixe une fois pour toutes une
cloture algébrique Q; de Qp ; pour toute extension K de Q, contenue dans Qp
et pour tous entiers f,m > 1, on note K{f} l'unique extension non ramifiée de
degré f de K contenue dans Qj et K [m] le corps obtenu en adjoignant a K les
racines m-iemes de 'unité dans QZC,.

On introduit maintenant un exemple d’extension pure qui jouera un role
important dans la suite de cette partie.

Proposition 1.3.2 La sous-extension L de degré p de Q,[p?| est pure et totalement
ramifiée.

Preuve. Ceci découle de la proposition 1.2.1. |

On déduit alors facilement de la proposition 1.2.4 le résultat suivant.

Corollaire 1.3.3 Soit f un entier supérieur ou égal a 1, alors toute sous-extension
de L.Qy{f} (resp. non contenue dans Q,{f}) est faiblement ramifiée (resp.
pure).

Preuve. Puisque L est pure, on déduit de (ii) de la proposition 1.2.4 que le com-
positum L.Q,{f} 'est aussi et, par (i), on sait que toutes ses sous-extensions
M/Q, sont faiblement ramifiées. On note e(A) I'indice de ramification d’une
extension A de Q,. On a e(L.Q,{f}) = p donc e(M) = 1 ou p, ce qui montre le
résultat. |

On est maintenant prét a démontrer le résultat principal de cette partie.

Théoreme 1 Soit n > 1 un entier divisible par p. Alors les extensions pures de Q,,
de degré n sont les sous-extensions de degré n de L.Q,{n} distinctes de Q,{n}.

Preuve. On sait par le corollaire 1.3.3 que toute sous-extension de L.Qp,{n}
de degré n distincte de Q,{n} est pure. Il suffit donc de montrer que toute
extension pure de degré n est contenue dans L.Q,{n}. Pour cela, on fixe A/Q,
une extension pure de degré n.

Lemme 1.3.4 On a les égalités : Go(A) = G1(A) ~ Z/pZ.

Preuve. On pose eg = [Go(A) : G1(A)]. Puisque G1(A) # G2(A) alors g = 1
d’apres le corollaire 1.1.7. En outre, G1(A) = G1(A)/G2(A) est p-élémentaire
(corollaire 1.1.6). On sait de plus que A/Q, est contenue dans une extension
cyclotomique sauvage. Plus précisément, il existe o > 1 et m avec (p, m) = 1 tels
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que A C Q,[p®*1m]. Puisque Gp(A) est un quotient de Go(Q,[p**1m]) et que ce
dernier groupe est isomorphe & (Z/p*+1Z)*, on en déduit que Go(A) est cyclique,
ce qui démontre le lemme. |
On sait maintenant que n = pf avec p = e(A) et f = f(A) le degré résiduel de
A sur Qp. On écrit f = pPf avec B > 0 et (f/,p) = 1. Soit G = Gal(4/Q,).
Puisque G est abélien, on le décompose en produit direct de ses sous-groupes
de Sylow et on obtient :

G=G({p) x G
avec |G(p)| = p°T! et |G'| = f’. On en déduit la décomposition A = B.Q,{f’}
ou B/Q, est une extension pure de groupe de Galois isomorphe & G(p). Comme
précédemment, on a B C Q,[p**+'m]; on note G = Gal(Q,[p*t1m]/Q,), Go C
G le groupe d’inertie et H = Gal(Q,[p®™'m]/B). En outre, Q,[p®+m] est le
compositum des extensions Q,[p*™!] et Q,[m] qui sont linéairement disjointes
sur Q,, et Go ~ Gal(Q,[p*Ttm]/Qp[m]). Puisque

GO(B) ~ éo/(Hﬁ éo)
on en déduit que |H N Go| = p*~(p — 1), et donc
H N Go = Gal(Qy[p**'m]/L.Qy[m))

si bien que Gal(Q,[p**'m]/L.Q,[m]) C H et, par conséquent B C L.Q,[m].

pr

On écrit [Qp[m] : Qp] = p'r avec (p,r) = 1, on a Q,[m] = Q,{p?r}. Puisque
B/Q, est une p-extension, on obtient que B C L.Q,{p”} (et donc v > ). On
est ainsi ramené a la situation suivante :

B = (LQy{pH"

ott H est un sous-groupe de Gal(L.Q,{p"}/Q,) d’indice p°*1. Si B = v alors
B = LQy{p"} et A C L.Q,{n}. Sinon, comme B/Q, est ramifiée et comme
Gal(L.Qu{p"}/Qp) est le produit direct d'un groupe cyclique C, d’ordre p par
un groupe cyclique Cp,v d’ordre p7, on sait que C, x{1} ¢ H, donc le sous-groupe
(Cpx{1})H est d’ordre p?~#*1 et se décompose en produit direct Cp,x Cjy—5. On
en déduit que le sous-groupe HP des puissances p-iemes des éléments de H vérifie
HP = Cpy-5-1, ce qui entraine B C (L.Q,{p"})*" = L.Q,{p”*'}. On conclut la
encore que A C L.Q,{p’*1f'} = L.Q,{n} et cela achéve la preuve du théoréme. |
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Corollaire 1.3.5 Soit n > 1 un entier divisible par p. Alors il existe p extensions
pures de Q, de degré n. En outre :
(i) Siwvy(n) = 1, ce sont les extensions cycliques F.Q,{n/p} ou F parcourt
Pensemble des sous-extensions propres de L.Q,{p} distinctes de Q,{p}.
(ii) Si vp(n) > 2, on obtient I'extension (non cyclique) L.Qy{n/p} et p —1
extensions cycliques.

Preuve. On écrit n = pP*1f avec 3 > O et (p, f') = 1. D’aprés la démonstration
précédente, on sait qu'une extension convenable est de la forme M.Q,{f'}
avec M C L.Qp{p5+1}, ce qui rameéne a chercher les sous-groupes d’ordre p
de C), x Cps+r distincts de Cp, x {1}. Le groupe Cj, X Cps+1 contient p? — 1
éléments d’ordre p, d’ot1 I'on déduit p+ 1 sous-groupes d’ordre p et donc p sous-
groupes convenables. Ils possedent un générateur de la forme wv avec u € C)
et v € Cps+r d'ordre p. Si u = 1, on obtient le sous-groupe {1} x Cp; si
u # 1, alors C, x Cps+1 se décompose en produit direct <wuv > x <w >
ot w est un générateur de Cps+1 (en effet, si ce n'est pas le cas, uv €<
w> et donc u € <w >, ce qui est absurde). L’extension associée au cas
u=1est L.Q,{p”}. Dans les autres cas, (Cj, x Cpa+1)/H est donc cyclique. |

Les p extensions pures de Q, de degré n sont les N;, (0 < i < p—1), du
diagramme :

No=LQn/p} N N NeooQ{n)

L Qp n/p}

\ n/p

Qp

Remarque 1.3.6 Si v,(n) = 1, toute extension pure est “décomposée”, c’est le
compositum d’une extension non ramifiée de Q,, de degré n/p par une extension
pure de Q, de degré p. Si v,(n) > 2, seule Ny = L.Q,{n/p} est décomposée;
c’est donc la seule extension pure de degré n telle que G soit facteur direct du
groupe de Galois. Pour ¢ > 1, les N,;/Q, sont cycliques, donc non décomposées.
Dans ce dernier cas, 'hypothese (H) de [CNT2] (partie 1), qui permet ’étude
de la structure galoisienne d’un sous-réseau de ’anneau d’entiers, ne peut pas
étre satisfaite.

Remarque 1.3.7 L.Q,{n}/N; étant non ramifiée, on a toujours :

Dn: = Trr.g, (ny/N: (PLg, {n})

Le théoréme 1 sera illustré pour p = 3 et n = 45 dans la partie 2.2.2.
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1.4 Etude globale dans le cas C): x C),

Dans cette partie, on fixe un nombre premier p impair. On se donne une
extension R de Q de degré p? de cloture galoisienne D avec G = Gal(D/Q) non
abélien d’ordre p* d’exposant p?, c’est-a-dire (voir [Ha| 4.4.4 p.52) :

GﬁcperCp

Puisque G est transitif de degré p?, il existe un polynéme P(zx) unitaire, &
coefficients entiers, irréductible et de degré p?, dont R est le corps de rupture
(c’est-a-dire R = Q[z]/(P(x))) et D le corps de décomposition (contenant toutes
les racines de P). Les calculs a l’aide de logiciels étant plus aisés dans R (car P
donne directement acces & R, qui de plus, est de degré moindre que D), il est
pratique d’avoir un critére de ramification faible dans le corps de décomposition
a partir du discriminant du corps de rupture. C’est I'objet de cette partie.

On commence par donner le diagramme de Hasse des sous-corps de D dans
le cas p = 3. On note a et b deux générateurs de G vérifiant a® = b3 = 1 et
b=tab = a* (voir [Ha] 4.4) :

b
NN T
L N\

Le corps de rupture R de P(x) est isomorphe aux sous-extensions R; de D
(0 < i < 2) fixées respectivement par les sous-groupes < ba®" > (conjugués par
laction de G). Les autres sous-extensions de D sont galoisiennes sur Q.

Les résultats de cette partie seront appliqués dans le chapitre 2 sur une
famille de polynémes de groupe de Galois G isomorphe a Cy x Cj.

1.4.1 Une condition nécessaire pour la ramification faible
Ce paragraphe est consacré a la preuve de la proposition suivante :

Proposition 1.4.1 Si D/Q est faiblement ramifiée, alors v,(dgr) < 2(p* — 1).

On note e, f et g 'indice de ramification, le degré résiduel et le degré de

décomposition de p dans D/Q; on note s la valuation de la différente de D/Q
en n’importe quel idéal premier de D au-dessus de p.
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On a plusieurs cas a envisager. Tout d’abord, si R/Q est non ramifiée en p,
vp(dr) = 0 et la proposition est vraie. On suppose donc que R/Q est ramifiée
en p. La formule de transitivité (1.6) pour le discriminant se traduit ici par :

1
vp(dr) = 2;(vzo(dD) —vp(Nryg(dp/r)))
On a vy(dp) = fgs et, puisque D/Q est faiblement ramifiée, on tire de (1.7)
que s = 2(e — 1), si bien que :

el % vp(Nr/o(dp/r)) (1.12)

vp(dr) = 2p?

Dans un premier temps, on considere les cas ou p n’est pas décomposé dans

R/Q.

Lemme 1.4.2 On suppose que D/Q est faiblement ramifiée et que R/Q est tota-
lement ramifiée en p, alors v,(dgr) = 2(p? — 1).

Preuwve. On a e = p? car Gy = G; = G1/Gy est p-élémentaire donc Gy #
G. 1l s’ensuit que D/R est non ramifiée et v,(dg) = 2(p* — 1) par (1.12). |

Lemme 1.4.3 On suppose que D/Q est faiblement ramifiée et que e(p, R/Q) =
f(p, R/Q) = p, alors vp(dr) = 2p(p — 1).

Preuve. Soit p 'unique idéal premier de R au-dessus de p. Si g est ramifié dans
D/R, alors e = p? et, puisque D/R est faiblement ramifiée, vo(dp/r) =2(p—1)
donc v,(dg) =2(p* —1) —2(p—1) = 2p(p— 1) par (1.12). Si p n’est pas ramifié
dans D/R, alors e = p et v,(dr) = 2p(p — 1) aussi. |

On considere maintenant les cas ol p est décomposé dans R/Q. Soient g1, - - -, 9g5
les idéaux premiers de R au-dessus de p. On a encore deux situations a traiter
séparément.

Lemme 1.4.4 On suppose que D/Q est faiblement ramifiée et que p se décompose
dans R/Q en gg idéaux premiers qui sont tous ramifiés dans R/Q. Alors gr = p
et vp(dr) = 2p(p — 1).

Preuve. Comme e(p;/p) = p pour tout 1 < i < gg, on tire de

[R:Ql=p"= > elpi/p)f(pi/p) (1.13)

1<i<gr

que tous les f(gp;/p) valent 1 et que gr = p. De plus, les g; ont tous le méme com-
portement dans D/R. Si aucun n’y est ramifié, alors D/R est non ramifiée en p,
e =petv,(dr) = 2p(p—1). Si tous sont ramifiés dans D/R, alors e = p? et pour
tout 1 < k < p, vy, (dp,/r) = 2(p—1), donc v,(dr) = 2(p*>—1)—2(p—1) = 2p(p—
1. 1
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Lemme 1.4.5 On suppose que D/Q est faiblement ramifiée et que p se décompose
dans R/Q en gg idéaux premiers dont exactement j sont ramifiés dans R/Q avec
1<j<p-—1.Alorsvy(dr) =2j(p —1).

Preuve. On note g1, -, p; les idéaux premiers de R au-dessus de p qui sont
ramifiés dans R/Q et p;y1, -+, pg, ceux qui ne le sont pas. On sait que ces
derniers sont tous ramifiés dans D/R, cela entraine qu’ils ont tous le méme
degré résiduel fr dans R/Q et que e = p. Les p avec 1 < k < j ne sont donc
pas ramifiés dans D/R. Comme D/R est faiblement ramifiée, on a :

9R
dp/r = ¢’ H pr?
k=j+1
ol o est un idéal de R premier a p, donc v,(Ng,o(dp/r)) = 2(p—1) fr(9r — J)-
Si fr = 1, la formule (1.13) donne gg —j = p(p — j); sinon fr = p et la
formule (1.13) donne gr = p. Dans les deux cas, fr(gr — j) = p(p — j) et
on déduit de (1.12) que vy(dg) =2p(p—1) —2(p—1)(p—37) =2j(p—1). |

Ceci acheve la preuve de la proposition 1.4.1.

1.4.2 Une condition nécessaire et suffisante de ramifica-
tion faible

On se place maintenant dans les conditions du lemme 1.4.3 pour établir une
condition nécessaire et suffisante de ramification faible que ’on applique ensuite
a un exemple.

Théoréme 1.4.6 Soit R une extension de Q de degré p? de cléture galoisienne
D avec G = Gal(D/Q) non abélien d’ordre p* d’exposant p*>. On suppose que
e(p, B/Q) = f(p, R/Q) = p.
(i) Lorsque p > 5, D/Q est faiblement ramifiée si et seulement si v,(dg) <
2(p? —1).
(ii) Lorsque p = 3, D/Q est faiblement ramifiée si et seulement si v,(dg) < 16.
En outre, si D/Q est faiblement ramifié, alors v,(dr) = 2p(p — 1).

Ce résultat contient le lemme 1.4.3 et sa réciproque. On commence par rappeler
quelques propriétés de I'extension galoisienne D/Q et de son groupe de Galois
G. A linstar de [Ha] (loc. cit.), on note a et b des générateurs de G tels que
a?’ = b = 1 et btab = a'*P. On sait que G contient p sous-groupes non
distingués d’ordre p conjugués deux a deux; ce sont les a*Ba™" avec B =<
b>et0< k< p—1. D contient donc p sous-extensions de degré p?> non
galoisiennes conjuguées deux & deux. Soient Ry = DP et 29 un générateur de
R sur Q; soit Ry = DV"Ba™" pour 0 < k < p—1, alors Ry, = Q(a* (20)). Puisque
Gal(D/Ry) = B, on a a®(xg) # ¢ pour 0 < s < p? — 1 et on pose z; = a*(xy).
G opere fidelement sur {xg,---,xp2_1}, si bien qu’on a un plongement :

(Y2 G — sz
g — T avec g(ry) = @, () pour tout k
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oll Sp2 est le groupe de permutations a p? éléments. On sait que p(a) est le
cycle (0,1,2,---,p? — 1). Pour déterminer la décomposition en cycles de ¢(b),
on regroupe les racines xs dans les corps auxquels elles appartiennent :

Ry Ry . Ry 1
To T Tt Tp—1
Lp Lp+1 T T2p-1
T2p L2p+1 T T3p—1
Z(p—1)p Z(p—1)p+1 o Tp2—1

Pour tous entiers k et [ avec 1 <k, I <p—1,ona:

bak+lp — ak+(l—k)pb

On en déduit que b(Tx11p) = Ty (1—k)p (TESP. Ty (pi—k)p) Si 1 > k (vesp. I < k).
On constate donc que b se décompose en p—1 cycles disjoints de longueur p, avec
b trivial sur la colonne Ry et b est un cycle de longueur p sur chaque colonne Ry.
Par exemple sur la colonne Ry, b est le cycle (1, (p—1)p+1, (p—2)p+1,---,p+1)
(on pourra se reporter & [BMK] pour la décomposition compléete de b en cycles
dans le cas ol p = 3).

On considere maintenant un C-espace vectoriel V' de dimension p? de base
{eo,e1, -, ep2_1}. On définit une action de G sur V par :

g(es) = €ry(s)

pour tout g € G et 0 < s < p? — 1. On note G; = G;(p, D/Q) la suite des
groupes de ramification de p dans D/Q et g; = |G;| pour tout ¢ > 0. On sait
alors par [Sel] VI.3, corollaire 1, qu'on a :

vp(dr,) = Z 9i odim VE = 2 codim VE + Z 9 codim VG

i>0 90 iz 90

On note que V& =V si et seulement si G; est trivial. On peut donc écrire :

Lemme 1.4.7 D/Q est faiblement ramifiée si et seulement si ’égalité suivante est
vérifiée :
v,(dg,) = 2 codim V&

On en vient maintenant a la preuve du théoréme 1.4.6. On note R = Ry,
p l'idéal premier de O au-dessus de p et p un idéal premier de Op au-dessus
de p. Compte-tenu de la proposition 1.4.1, il nous suffit de montrer que si
vp(dr) < 2(p*—1) (resp. < 16) lorsque p > 5 (resp. p = 3), alors Uextension D/Q
est faiblement ramifiée. Nous nous plagons dorénavant sous cette hypothese.

Lemme 1.4.8 ¢ est ramifié ou décomposé dans D/R.
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Preuve. Si p est inerte dans D/ R, alors le groupe de décomposition de p dans
D/Q est G(p) = G et Gy(p) est cyclique d’ordre p distingué dans G. Il n’y a
qu’un seul tel sous-groupe de G, < a? >, mais G/< aP > n’est pas cyclique, d’oll
une contradiction. |l

On commence par supposer que @ est ramifié dans D/R. De nouveau on a
G(p) = G; Go(p) est cette fois d’ordre p*. Montrons d’abord que Go(p) est
cyclique. S’il ne 'est pas, on sait qu’alors :

Go(p) =< d?,b >

qui est I'unique sous-groupe de G d’ordre p? d’exposant p. On constate que a?
induit un cycle de longueur p dans chaque colonne. Soit B, =z +zp1r + ...+
Tp(p—1)+ks alors V<a"> = @i;éCEk et b(Ey) = Fy d’ou :

p—1
Vo = @ CEr et wy(dr)=2(p"—p)+ Z 9 odim VE
k=0 i>2

On commence par observer que si Go = G ou Go =< aP >, alors V&2 = VGo
et par conséquent v,(dr) > 3(p? —p) > 2(p? — 1), ce qui est absurde. 1l ne reste
A examiner que le cas oll Gy est d’ordre p non distingué, alors Gy =< b*a’? >
avec 1 < k,7 < p—1. Or a'P induit une permutation des éléments de chaque
colonne et b* définit un élément d’ordre 1 sur la premiere colonne et d’ordre p
sur les autres. On aurait donc :

VG2 — Ceog @ (Cep D---D (Ce(p_l)p OCEL1®--- D CEpfl

d’ot1 'on tire codim V&2 = p? —2p+1. Soit ¢ le plus petit entier tel que Gy =G>
et G441 = 1. On sait que ¢ est congru & 1 modulo p, donc

Z 9 codim VG = 4

i>2 90

-1
codim V% > p? —2p+1

donc v, (dg) > 2(p*—p)+p*—2p+1 = 3p> —4p+1. Or (3p? —4p+1)—2(p*>—1) =
(p—1)(p—3), dou:

>2(p*—1) sip>5
”p(dR){ > 16 sip=3

ce qui contredit I’hypothese sur v, (dg).
On sait maintenant que si p est ramifié dans D/R, alors Go(p) est cyclique.
11 contient donc un élément o d’ordre p?, qui est un cycle dans Sp2. 1l s’ensuit
que
{eo,e1, v ep21} = {0°(ep), 0< s <p* —1}

Par conséquent, V& = V& = C(eg + €1 + ...+ ep2_1), donc

vp(dg) = 2(p* — 1) + Z % codim V¢
i>2
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et I’hypothese sur v,(dr) entraine ’égalité, donc D/Q est faiblement ramifiée
par le lemme 1.4.7.

On considere maintenant le cas ol p est décomposé dans D/R. Alors G(p)
est d’ordre p? donc soit G(p) est cyclique, soit G(p) =< aP,b > I'unique sous-
groupe non cyclique d’ordre p? de G . Dans la deuxieme éventualité, soit M =
DE®) Alors p est décomposé dans M/Q, donc aussi dans R = D<>/Q, ce
qui contredit ’hypothése du théoréme 1.4.6. C’est donc que G(p) est cyclique.
Comme le seul sous-groupe d’ordre p de GG inclus dans un sous-groupe cyclique
d’ordre p? est < a? >, on a Go(p) =< a? >, d’ott :

VG'o :CE()@"'@CEpfl

et donc codim V& = p% — p. Puisque v,(dr) < 2(p* — 1) et que 3(p? — p) >
2(p* —1), on en déduit que G5 = {1}. Ceci termine la preuve du théoreme 1.4.6.

1.4.3 Un exemple d’application

On illustre le résultat précédent en étudiant un exemple tiré de la these de
S. Monier-Derviaux ([MD]). On considére le probleme de plongement suivant :
soit My (resp. My) l'extension cubique galoisienne de Q définie par le polyndéme
irréductible x® — 21x — 7 (resp. 2® — 39z — 26) et M = M;.M> le compositum.
Il s’agit de plonger M/Q dans une extension galoisienne de Q de degré 27.
On montre que le corps de décomposition D du polynéme suivant vérifie ces
conditions :

2% — 10527 — 14725 + 327625 + 62792* — 3558123 — 6388222 + 131313z + 164437

et que son groupe de Galois est non abélien d’ordre 27 d’exposant 9. Le discri-
minant du corps de rupture R est :

312 x 7% x 13
et les indices de ramification et d’inertie de 3 dans R/Q sont :
(3, R/Q) = f(3, R/Q) =3

Le théoréme 1.4.6 montre que D/Q est faiblement ramifiée.

Pour une étude théorique du probléme de plongement d’une extension d’ordre
p ou p? dans une surextension non abélienne d’ordre p®, on peut consulter [Gi]
ou [MN].



Chapitre 2

Exemples

Les exemples d’extensions faiblement ramifiées apparaissaient jusqu’a présent
de facon discrete dans la littérature. Si ’exemple donné dans la proposition 1.2.1
jouait déja un réle important dans [Erl] et si [Er2] note que, plus généralement,
toutes les extensions galoisiennes de Q de degré premier impair sont faiblement
ramifiées, cet article ne donne, en dehors des extensions modérément ramifiées,
qu’un seul exemple qui ne rentre pas dans cette famille : le compositum de
Q(v/=3) avec Q(V/2).

Les extensions faiblement ramifiées sont cependant présentes dans différents
contextes. L’étude des extensions diédrales de Q menée par Martinet dans [M1]
montre que celles de degré 2p avec p premier supérieur ou égal a 5 sont faiblement
ramifiées en p (théoreme II1.1). On les a déja vues surgir dans un probleme de
plongement (exemple 1.4.3) et on verra au chapitre suivant leur importance
dans l'arithmétique de la racine carrée de la codifférente. Elles interviennent
aussi dans des problemes liés a la théorie de Galois inverse explicite. C’est ce
dernier aspect qui nous intéresse ici.

Les polynoémes fournis par les tables du logiciel Magma ([BoCa]) comme
équations d’extensions galoisiennes de Q de groupe de Galois donné engendrent
souvent des extensions faiblement ramifiées, car ce sont elles qui minimisent
(heuristiquement) le discriminant. On donne dans la partie 2.1 des exemples
d’extensions faiblement ramifiées obtenues de cette fagon, les unes modérées, les
autres non.

Dans la partie 2.2, on présente des exemples de corps locaux faiblement ra-
mifiés. D’une part, des extensions provenant de la table de Magma qui sont
faiblement ramifiées (et non décomposées) en une place et trés sauvagement ra-
mifiées ailleurs. D’autre part, on construit des polynémes dont les corps de rup-
ture sur Q3 sont les trois extensions pures de degré 45 prévues par le théoréme 1 ;
on remarque que cette construction permet d’obtenir facilement des extensions
abéliennes faiblement ramifiées de Q.

Dans sa these ([Eil]), Eichenlaub réalise des extensions galoisiennes de Q(t)
de groupe de Galois donné G (avec G C S, et 8 < n < 11), ol t est une
indéterminée. FEn spécialisant ¢ en des valeurs entiéeres, on obtient une famille
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infinie d’extensions galoisiennes de Q de groupe de Galois G. L’étude de la
ramification dans une telle famille permet souvent d’en extraire une sous-famille
elle aussi infinie d’extensions faiblement ramifiées. La partie 2.3 est consacrée
au cas ou G ~ Cy x C3. La méme méthode est utilisée dans la partie 2.4 pour
construire une famille infinie d’extensions modérées de Q de groupe de Galois
isomorphe & C7 x Cj.

Beaucoup des exemples d’extensions faiblement ramifiées non abéliennes de
degré impair serviront & tester dans le chapitre 5 des propriétés de structure ga-
loisienne et de structure hermitienne pour ’idéal racine carrée de la codifférente
(que l'on étudie dans le prochain chapitre).

2.1 Une liste d’exemples globaux

Lorsqu’on cherche des exemples d’extensions faiblement ramifiées données
par des polyndmes, la premiere contrainte est que ’extension soit galoisienne.
C’est donc le corps de décomposition du polynome qu’il faut considérer. Cepen-
dant, on sait que la plupart des polynomes de degré d ont pour groupe de Galois
le groupe Sy de toutes les permutations d’ordre d. On ne peut donc pas chercher
au hasard (par exemple parmi des polynomes vérifiant le critére 1.2.5), & moins
de se restreindre & des degrés trés bas, puisque pour d = 5, on a |S5| = 120 et
les calculs deviennent impossibles.

Il existe des tables donnant pour chaque groupe transitif G d’un certain
degré un polynome dont le groupe de Galois est G. De plus, les polynémes sont
choisis pour minimiser le discriminant de ’extension, ce qui assure la possibilité
de conduire des calculs sur ces exemples. On s’intéresse ici aux polynomes de la
table fournie par le logiciel Magma ([BoCal) pour les groupes transitifs de degré
d compris entre 2 et 11. Chaque groupe est désigné par un couple de nombres
(d,n) ot n correspond & la numérotation de [BMK].

On a vu dans la partie 1.4 qu’il est possible pour un groupe donné de
déterminer sur le discriminant du corps de rupture si le corps de décomposition
est faiblement ramifié. Comme on passe en revue un grand nombre de groupes
distincts, on ne peut pas ici utiliser une telle méthode. Par contre, tant que
Pordre du groupe G reste raisonnable (jusqu’a l'ordre 42, tous les groupes ont
été testés), on peut calculer un polynéme de degré égal a l'ordre de G et pour
lequel 'extension correspondant a G dans la table est corps de rupture. On a
alors directement acces au discriminant de ’extension et a la décomposition des
premiers ramifiés, ce qui permet (toujours & l'aide de la formule de Hilbert) de
déterminer si la ramification est modérée, faible ou “tres sauvage”.

Une soixantaine de polynomes ont été testés dans la table du logiciel Magma.
Parmi eux, on compte 17 extensions faiblement et sauvagement ramifiées de Q
(plus d’un quart!) qui sont présentées dans le prochain paragraphe, 14 exten-
sions modérément ramifiées qui se trouvent dans le suivant et quelques exten-
sions localement faiblement ramifiées qui prennent place dans la partie 2.2.

L’auteur tient & remercier ici Bill Allombert qui lui a indiqué cette source
d’extensions faiblement ramifiées et lui a aussi fourni le polynoéme de groupe de
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Galois (5,1) du prochain paragraphe qui est le seul a ne pas provenir de la table
du logiciel Magma.

2.1.1 Extensions faiblement ramifiées

Tous les polynomes qui suivent ont un corps de rupture galoisien faiblement
ramifié sur Q. On donne pour chacun le groupe de Galois (nomenclature de
[BMK]), le discriminant factorisé de I’extension et le comportement des premiers
sauvagement ramifiés.

1. Le polynome suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (2,1), de discriminant —22.

2?41
2. Le polynome suivant (qui ne provient pas de la table du logiciel Magma) a
un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe a (5, 1), de discriminant
58117
z® — 802" 4 1460z* — 796027 + 6480z — 1376

3. Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (6,2), de discriminant —2*37. Le degré résiduel en 2 est égal & 2 tandis
que 3 est totalement ramifié.

28 —32% + 523 -3+ 1

4. Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (8,4), de discriminant 2'235. 2 ne s’y décompose pas et son degré résiduel
est égal a 2.

2% — 227 4225 — 22° + 72t — 1023 + 822 — 4z + 1

5. Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (9,2), de discriminant 3'27°. Le degré résiduel en 3 est égal & 3.

2 — 1527 — 4% + 542° + 122* — 3823 — 922 + 62 + 1

6. Le polynome suivant a un corps de rupture de groupe de Galois iso-
morphe & (4,4), de discriminant 2'8316. 2 ne s’y décompose pas et son
degré résiduel est égal a 3; 3 se décompose en 4 idéaux premiers.

22— 22° + 1828 — 1827 + 142° — 302° + 452* — 5223 + 4222 — 182 + 3

7. Le polynoéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (7,2), de discriminant —7'°. 7 y est totalement ramifié.

2+ 98210 + 34348 + 34325 4 37732 — 205822 + 343
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Le polynome suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (8,6), de discriminant 224714, 2 g’y décompose en 2 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal a 2; 7 est non décomposé de degré résiduel
égal a 2.

20 4+ 2714 — 21212 — 1420 4+ 21728 — 30825 + 168z* — 40x% + 4

Le polynome suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (8,9), de discriminant 2243%7%. 2 s’y décompose en 2 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal a 2.

216 — 4215 4+ 12214 — 20213 4+ 29212 — 30211 + 48210 — 662° + 5128
—8227 4 7625 — 6025 4+ 902* — 7223 + 4822 — 162 + 4

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (9,4), de discriminant —32!7'2. 3 ne s’y décompose pas et son degré
résiduel est égal a 3.

2 — 321 + 11522 + 1042° 4 5112° + 19622 + 343

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois iso-
morphe & (5,3), de discriminant 216523, 2 ne s’y décompose pas et son
degré résiduel est égal a 4; 5 y est totalement ramifié.

220 + 250021° 4 50000

Le polynoéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (10,3), de discriminant 2204719, 2 s’y décompose en 2 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal a 5.

220 —112'8 452216 - 139214 4241212 — 287210424125 —1392° +520% — 112241

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (6,6), de discriminant 2%2332. 2 ne s’y décompose pas et son degré
résiduel est égal a 3; 3 s’y décompose en 4 idéaux premiers, chacun de
degré résiduel égal a 2.

2?4 4 24220 + 126216 4 322212 4 4532% + 19821 + 1

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (8,12), de discriminant 22439716, 2 s’y décompose en 6 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal a 2.

224 —85x22 42521220 —38422218 4344506216 —191317024 46614773212 —1374772921°
41573242128 —84102762° +19549602* — 16307222 44096

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (8,13), de discriminant 2242323116, 2 s’y décompose en 6 idéaux pre-
miers, chacun de degré résiduel égal a 2.

2244342222 +4930122°+39123262 8 +1876785542 1% +5650086198x 14 4108154225181 512
+13195994312582104101741316037062° +48299321756202x° +133582201676853z*
+1913419553148104%+104669084485681
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16. Le polynoéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
A (9,6) (cest-a-dire Cy x C3), de discriminant 3367324, 3 s’y décompose
en 3 idéaux premiers, chacun de degré résiduel égal a 3.

227 —3226 —120225 4+ 509224 +472222% — 27144272 — 61224221 4+58198222° —87738z1°
—5555987x '8 +67034162' 74257697182 % —49229658x'° —597103382 4 4164739690z '3
+6093154822 —2945825012 ' —183051921°4-2895904172° —453795212% — 151838064z "

+334319402%+392960162° —9058554x* —4214349x> +8660522:2 41377812 —19683

17. Le polynoéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (8,20), de discriminant 2481724, 2 s’y décompose en 4 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal a 2; 17 se décompose en 8 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal a 1.

232 2230 415228 + 58226 1697224 +196222+70222° — 112218 42074216 — 112214
+7022'2 419620 +6972%+5820+152% —222 41

18. Le polyndme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (7,4), de discriminant —23747. 2 s’y décompose en 2 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal & 3 (2 est modérément ramifié) ; 7 est tota-
lement ramifié.

2 + 48020228 4 960015842 4 52706752

2.1.2 Extensions modérées

Tous les polynémes qui suivent ont un corps de rupture galoisien modérément
ramifié sur Q. On donne pour chacun le groupe de Galois (nomenclature de
[BMK]), le discriminant factorisé de I'extension et le comportement des premiers
ramifiés.

1. Le polynome suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe

a (3,1), de discriminant 72.
B 4?—2r—1

2. Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (4,1), de discriminant 5%; 5 y est totalement ramifié.

P+t +r+1

3. Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (5,1), de discriminant 114.

2+t — 423 — 322+ 3+ 1

4. Le polynoéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (6,1), de discriminant —7°; 7 y est totalement ramifié.

D+t 41
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Le polynome suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (7,1), de discriminant 29°.

2l 428 —122° — 7ot + 2823 + 1422 — 9x + 1

Le polynome suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (8,1), de discriminant 177; 17 y est totalement ramifié.

28— 172% + 682* — 8522 + 17

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (8,2), de discriminant 5417°. Le degré résiduel est 4 en 5 et 2 en 17; le
degré de ramification en 17 est 4.

2 — 27— 1925 — 22° + 462* — 22° — 1922 — x4+ 1

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (10,1), de discriminant —11%; 11 y est totalement ramifié.

R L B R R R L SN RpL QR SRRy |

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (11,1), de discriminant 231°.

4210 -102° —928 43627 +282° —562° —3524+352% + 1522 —62—1

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (11,2), de discriminant —167'!; 167 s’y décompose en 11 idéaux pre-
miers.

222 4 24220 + 250218 + 1464216 + 51892 + 11253212 + 15224210
+145382% + 96022 + 460024 + 133722 + 167

Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (6,7), de discriminant 2292 ; 229 s’y décompose en 6 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal a 2.

224 —80220 434028 +752021%+2312021* —9733782% — 4624002 °+5089928023
+741903402°% +67773664x* 421146162402 4266962921

Le polynome suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (6,8), de discriminant 22912 ; 229 s’y décompose en 6 idéaux premiers,
chacun de degré résiduel égal a 2.

224412223 +114222 4748221 +4057220 417932210 +682742 18 +2237884 17 +660446216
+175756421° 44534274214 +11185948x 1% +277880312'2 46463455221 414067784821
+268118788x° 452750790625 495064955227 +-20891028844° +36281849762° 48367636821
+114789458922:34-2118973438422 4159439952882 45607107728
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13. Le polynoéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois isomorphe
a (9,7) (cest-a-dire (C3 x C3) x C3), de discriminant 718131843, Les
indices de ramification et degrés résiduels sont respectivement 3 et 1 en 7,
3et 3 en 13 et en 43.

227 —85322% 41677224 +300981222 —1096758222 —5697780122! 4292628115220
+6262298949x1° —413881050962:' —401368678145217 +3378112766301x ¢
+138961906032292:1° —1624818058912622 14 —178578895495435x 1% +4529497506622959x 12
—2989340523410765x 1 —69693749268510822x1°+124612551331390513°
+527907780509368077x% —14031751143274662332" —15225587481010696922°
+57065451525362125694° +19976853754011904232* —1005224003758175548 14>
—25652629031589328862:24-676947847659058930524-3066016863824092269

14. Le polynéme suivant a un corps de rupture de groupe de Galois iso-
morphe & (9, 8), de discriminant 224587181118, Les indices de ramification
et degrés résiduels sont respectivement 3 et 2 en 2, 2 et 3en 5 et en 11, 2
et 2en 7.

236 — 8234440232 —179230 4340228 +5202:2¢ —294122* —1224222 4-3714822°
—1208852% 421195626 —740922'* —3328402'% +5881602'°
—5863842°4-337968z° —495362* +1945622 +256

2.2 Exemples locaux

Deux paragraphes dans cette partie : dans le premier, on présente les exten-
sions localement faiblement ramifiées trouvées dans la table du logiciel Magma ;
dans le second, en guise d’application du théoreme 1, on se propose de déterminer
des équations des 3 extensions pures de Q3 de degré 45.

2.2.1 Quelques extensions localement faiblement ramifiées

Quelques unes des extensions produites par les polyndémes de la table du
logiciel Magma sont faiblement ramifiées en une place et “tres sauvagement”
(c’est-a~dire non faiblement) ramifiées en une autre. Lorsque le premier p qui
est faiblement ramifié ne se décompose pas dans le corps de rupture du polynéme
sur QQ, on sait que I'extension complétée en p a le méme groupe de Galois que celle
dont on est parti. On obtient donc des extensions locales faiblement ramifiées
de groupe de Galois connu. Voici les trois qui sont apparues.

1. Le polynéme suivant a un corps de rupture galoisien sur Q5 de groupe de
Galois isomorphe a (10, 2), de discriminant 53 ; 5 y est totalement ramifié.

21 — 352% + 1302* + 160

2. Le polynoéme suivant a un corps de rupture galoisien sur Q3 de groupe de
Galois isomorphe a (9,9), de discriminant 3% ; le degré résiduel est 2 et
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I'indice de ramification est 18.

236412231 —144232 —504023° — 61290428 —220968:26 49627444224 +148891392x22
+6222148652:2° —32338170021® —440527604426 4202255276324 +10850541753621 2
— 7372267747202 °+17909729078402% —24374354112002°
+138781537920024+14164761600022 41492992000

3. Le polynome suivant a un corps de rupture galoisien sur Q5 de groupe de
Galois isomorphe & (10,5), de discriminant 54¢; le degré résiduel est 2 et
I'indice de ramification est 20.

240 +7039223° +566044162422° — 67713450112322'° 4+ 13114052591692816

2.2.2 Extensions pures de (Q; de degré 45

Par le théoreme 1, on sait qu’il existe trois extensions abéliennes faiblement
et sauvagement ramifiées de Q3 de degré 45. Le but de ce paragraphe est d’en
donner des équations, c’est-a-dire de trouver des polynémes dont elles soient le
corps de rupture sur Qs.

Puisque v3(45) = 2, on sait par le corollaire 1.3.5 que I'une d’elles est
décomposée tandis que les deux autres sont cycliques. On considére la sous-
extension L/Q de Q[9]/Q de degré 3 sur Q. On sait que :

L=QE+¢™

ol ¢ est une racine primitive 9-iéme de I'unité. Le polynéme minimal de { +¢~!
est 13 — 622 + 92 — 1; une équation réduite de L est 2 — 3z — 1. Enfin, L/Q
est totalement et faiblement ramifiée en 3 et 'extension locale correspondante
L’'/Qs3 a la méme équation.

Pour obtenir 'extension décomposée Ny = L'.Q3{15}, on cherche d’abord
une équation de extension non ramifiée Q3{15}/Q3. Pour cela, on construit
deux extensions linéairement disjointes de Q de degrés respectifs 3 et 5 dans
lesquelles 3 est inerte. Par exemple, soit M3/Q la sous-extension de Q[19]/Q
de degré 3 sur Q, d’équation z3 — 22 — 6x + 7; soit M;/Q la sous-extension
de Q[25]/Q de degré 5 sur Q, d’équation x® — 102® — 522 + 102 — 1. Puis soit
M5 = M3.M5 le compositum. C’est une extension galoisienne de Q de groupe
de Galois isomorphe & C3 x Cs ; grace au systeme PARI ([3BCO]), on calcule
son équation :

215 — 5214 — 50213 + 26022 + 7452 — 4439210 — 298027 + 29685x:% — 495527
—8170525 + 4308925 + 82545z* — 556252% — 1771022 + 9800z + 2401

Comme 3 est inerte dans M5/Q, c’est aussi une équation de I’extension complétée
M{5/Qs. Celle-ci est non ramifiée de degré 15, donc égale & Q3{15}. Enfin, PARI
permet de calculer une équation du compositum L.Mj5/Q et, puisque 3 est
non décomposé dans L.M;5/Q, elle est aussi valable pour Pextension complétée
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L/Q3{15}/Q3 .

2% 415211 —12023 2815212 4+1620x*! 4224802210 +47902523° — 10026810238 —38644770237
4273065985236 41515726891 x3° —4544322840234 —371609079852:3% +3908113612532
+6169910758202>! +68664306270x3° —7172389157550x2° —6629386884960x2% +58976389802730227
+93805841326500226 —340128898957200:2° —768972822546450224 4+1328437994070570223
+419605235168982042% —31665577714430452%1 —1583025272391572722° 4-26805028798078202°
+415729783321097052 8 4-90606898728042002 17 —752849750520677102 6 —37204622615578640x1°
+91850467669425045: 14 +65190461721018660x 13 —7232420372643821022 —654553877628519152: 11
+337794889405038842 10 +384960785363554502° —75419434322234852° —12353528043171330x7
+840238647539452°41773369307201098z° +190403503959255z —61926305785145z>
—10985504592630z2 —4786368022355—2756065357

Le corps de rupture de ce polynéme sur Q est une extension faiblement ramifiée
de discriminant 350572193, Le degré résiduel est égal & 15 en 3, 3 en 5 et 5 en
19. L’indice de ramification est égal & 5 en 5 et 3 en 19.

Remarque 2.2.1 On peut obtenir une autre équation de L'.Q3{15}/Q3 en utili-
sant par exemple la sous-extension de degré 3 de Q7] au lieu de celle de Q[19].
On arrive au polynoéme suivant :

z® —1524* —60213 +188521% —2040x*! —1012022*° 431176523 43047850238 — 13836810237
—5623393523%4-35012007323° +6331046702°* —583067482523% — 3562534725232 4679005168302
—88118328662°° —57001209981022° +-36355115253022 +3500084604520227 —35618212857602:2°
—157809092310302° +209674135437602%* +5196907270464023 —838759697422202
—123098477735735:21 423620278591140122° +203518536193890x % —471698438724575218
—2211193599491702 7 4+663554122709700 ¢ +134651527867418x'° —6469214590666652 4
—12466362862410x'%4-4263798997606402 % —461801331461552 1 —183349948835292:1°
+360951958668902° +-48658228800645z° —12548836318980x" —72240494275455°+21597984821042°
+489407749485x* — 1595950225452 — 798796797022 +29655250352 — 76831343

On obtient, en prenant le corps de rupture de ce polyndéme sur QQ, une autre
extension faiblement ramifiée de Q de degré 45, de discriminant 350572730, Le
degré résiduel est égal a 15 en 3, 9 en 5, 3 en 7; 7 se décompose en 5 idéaux
premiers.

La détermination des deux autres extensions pures de Qs de degré 45 demande
plus de moyens de calcul : il faut en effet d’abord trouver une équation de
Iextension L'.Q3{45}/Qs (de degré 135!), puis déterminer ses sous-extensions
de degré 45 et reconnaitre parmi elles celle qui est non ramifiée. Heureusement,
le fait que toutes les extensions considérées soient abéliennes permet d’utiliser
(malgré le degré élevé) des algorithmes puissants développés pour PARI par Bill
Allombert ([A]).

On reprend M5 /Q, la sous-extension de Q[25]/Q de degré 5 sur Q, d’équation
2® —102% — 522 + 10z — 1 et on la compose avec My, sous-corps totalement réel
maximal de Q((19) d’équation 22 — 2® — 827 + 720 + 2125 — 152% — 2023 + 1022 +
5z — 1, dans lequel 3 est inerte. On obtient ainsi Mys = Ms5.My, puis L.Mys,
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dont on ne reproduira pas ici I’équation car cela prendrait trop de place. La
fonction galoisfixedfield de PARI permet alors de déterminer les équations
des quatre sous-extensions de L'.Q3{45} de degré 45. Les équations des deux
extensions pures cycliques de Q3 de degré 45 sont :

z*° —1140243 —5702*2 +5266802*1 +15561024° — 13386925023 +175924802:°% +21115608390z>7
—11864179405z>6 —2200181238792x3° +196023912427523* +1574119726886752>> —1692636071452202°2
—79487598553065602° +-8816467209951892230 4-28912157364288937542° —2914067104386981302:28
—7677256055536067295z27 +613355579366540544052%+14962610790452677651522°
—77355475861210260475224 —213181015171918576338022% +427834616477720598855222
+218831517540405226100102:2! +243160536198048123912322° —1577002252303207131663752°
—60228787004053280790665x % +76904648100223345431931521 7 +4446432062043039793876952 16
—2432083181803454673896892z 1% —162923144627474225946022554
+48123027479609201110999952 % +30705555644713650129115652 2
—5801453861971103636071275z 1! —28649361253056588739546952 10 +3975249152454495221389675x°
+119082485740584262408020025 —1299896822270048697237915x 7 —2277124821177855959746802°
+186450263040417098362398:° 4-12839969988807264117000* —11657290447364768208510x>
+26046542055972273205522 +243693094985125434630z —19362616980998436001

et :

x4 —11402*3 —5702*2 +52668024! +41724024° —13134700023° —1220871602:3 41986896 7090237
+18135332135236 —19405594645022>° —1471259480025z>* +1268183841303652°>% +-6276572179857022
—56497491365673302>1 —9153952198530982°0 +1724656288337903252:2° —33783110524141380228
—3582381608820868845227+1911350983957856370226 +49716335451867307635z2°
—40268603087277755575x2* —448605414028335933540x2% +444149454119205068955122
+256047817139126104008022" —2688521643876399268401:2° —91491908129810770260752°
+91934162771733668241852 5 +2019149886023695997023527 —179795180117880694709552:16
—26794046832591182875152x 1% +20139126673449954922875x 14 +20879312988288097640295z 13
—12693255854971173331035x12 —9521941748982410772225z 1 +4248949054798661621001z°
+2605448391904939410175x° —6827097775344848980202° —4258551071847318703652"
+35996001909940678320x° +369093173633936979302° +2105849347962831900x*
—11471800022777238902° —197138679381767835x2 —104413684003627502 —171702502583743

Les corps de rupture sur Q de ces deux polynoémes sont des extensions faiblement
ramifiées de discriminant 395721940, Le degré résiduel est égal & 15 en 3, & 9
en 5 et a 5 en 19, l'indice de ramification en 19 égal a 9. Elles ne sont pas
isomorphes : le degré résiduel en 11 est égal a 5 dans la premiére et a 15 dans
la seconde.

On trouve aussi une autre équation de L.Mj5 et donc de ’extension pure
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décomposée L'.Q3{15}/Qs :

24° —7802*% 30242 425452024 —261044° —4586207523° +416106028 4507588543027 —864277480x3¢
—36387704817923° 483786128350x3* +17397855391820233 —4488584557500232 —563892412167195x3!
+139810215715708z394-124977095728020002:2° —25524095344669802:2% —190195245644778210x27
+263560497240710702254-198914365310633764522° —127971548485900825x2*
—1424522061601349292022% —116520164885553480x22+69192739465399236585x>!
+5063431791600121806x2° —2241655789670811253501° —28758159403316124035218
+4726304094645365603852 17 4-81631292797134862290x 6 —627384440230568111328x1°
—128881698558138837675x % +5017570903535491507502 12 4+1103580100599631323902: 2
—230223879665565480135z 1 —468555984378705532892 0 4-598994206947870569502°
+9601792957981526400z —86248528377290392052 7 —858942781042043880°
+636126226586967942x° +21372479866569825x* —192919861007538002>
+392400492148350x2 +1220801531128202— 4747561509943

Enfin, on donne I’équation de la sous-extension non ramifiée (en 3) de L.Mys :

z*° —1702*% 420242 +12490241 —2584240 —52427523° +140520238 414015335237 —424342023¢
—25202361323°+789975004:3* 4314177465023 —9521323402°2 — 2760249128541 +759534728825°
+172181168600:2° —40208930820228 —763163288745227 +13863723022022 4-239225153923122°

—294420145625224 —5250650187985225 4-324514703370222 +-793671372734022" —2086534289022°

—805226441795021° —3932230413452'8 4-52782853163752 7 4451774870355z 16
—21224274705902° —210325970400x 1% +4946015803102 % +41803454040x 2
—64201575055x 1 —369399221521°+43718013002° +189884045z% — 15535189527
—6088320x° +27696052°4+107250z* —216502> — 77522 +502+1

Le corps de rupture de ce polynéme sur Q est une extension faiblement ramifiée.
En effet, son discriminant est 57219%° et le degré résiduel en 5 est égal & 9.

Remarque 2.2.2 La méthode de construction utilisée dans ce paragraphe, qui
consiste a composer des extensions de Q linéairement disjointes ol 3 est inerte
ou ramifié, permet d’obtenir des extensions abéliennes faiblement ramifiées de
Q de tout degré, avec éventuellement des contraintes sur les premiers qui sont
ramifiés. Par exemple, en prenant pour M la sous-extension de degré 5 de Q[11],
5 n’aurait pas été ramifié dans les extensions finales.

2.3 Une famille infinie d’extensions

Dans cette partie, on s’attache & décrire une famille infinie d’extensions ga-
loisiennes faiblement ramifiées de Q de groupe de Galois G isomorphe & Cy x Cj.
Cette famille est obtenue par spécialisation en des valeurs adéquates d’une
indéterminée ¢ pour laquelle on connait une extension de Q(t) de groupe de
Galois isomorphe a Cg x C3. Celle-ci est construite en utilisant des résultats
contenus dans [Eil]; pour le lecteur intéressé ne disposant pas de ce document,
[Ei2] présente une approche plus théorique du méme probléme.

On précise maintenant les éléments de cette construction qui seront utiles
pour la suite. On note K = Q((g) le corps de nombres obtenu en adjoignant &
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Q la racine primitive 9-iéme de P'unité ¢y et on pose j = (o°. Soit ¢ un entier,
on considere :
a=(t+5)t+5%) € QU)

Alors, pour une infinité de spécialisations de ¢ en des valeurs entieres (on convient
de les appeler de bonnes valeurs), l'extension K(¢/a)/Q est galoisienne de
groupe de Galois G isomorphe a Cy x Cg. De plus, G contient un unique 2-Sylow
H, si bien que la sous-extension D de K (J/a) fixée par H est galoisienne sur Q
de groupe de Galois G isomorphe a Cg x Cs. Enfin, on détermine un polynome
paramétré par ¢ pour lequel D est corps de rupture. On pose w = t2 —t + 1, il
s’agit de :

Py(z) = 2% —wz” + 27Tw?2® — 30w32® + Jwz
—(2t — 1)(t® — 35 — 12¢* + 2913 — 3t? — 12t + V)w

Remarque 2.3.1 Dans lannexe 4 de [Eil], Eichenlaub donne des polynémes ré-
alisant tous les groupes de Galois possibles en degrés 9 a 11. Son polynome
Pgs(x,t) de degré 9 (correspondant au groupe Tg ~ Cg X C5 dans la nomenclature
de [BMK]) donne lorsqu’on le spécialise en un entier n impair une extension
isomorphe & celle obtenue en spécialisant P;(z) en (n+1)/2.

Le calcul sur ordinateur pour un grand nombre de valeurs du parametre
semble indiquer que le comportement de 3 dans D/Q est déterminé par la
congruence de t modulo 9. De plus, 'utilisation du critere de ramification faible
donné dans la proposition 1.4.1 permet de prédire quand ’extension est faible-
ment ramifiée. Le principal résultat de cette partie est le suivant.

Théoréme 2 On consideére la famille F des extensions D qui sont corps de décom-
position sur Q du polynoéme P, spécialisé en une bonne valeur t avec t congru a
5 modulo 9. Alors :

(i) F est constituée d’une infinité d’extensions de Q.
(ii) Chacune des extensions D € F est faiblement ramifiée sur Q.

(iii) Soit D € F correspondant at = 5+ 9u. On note e 'indice de ramification,
f le degré résiduel et g le degré de décomposition en 3 dans D/Q. Siu =0
ou2mod 3, alorse=9et f=3.Siu=1mod 3, alorse= f =g =3 ou
e=3etg=09.

La preuve de ce théoréme se fait en plusieurs morceaux. (i) est prouvé dans la
partie 2.3.1 a partir d’une version raffinée (due a Fried) du théoréme d’irréducti-
bilité de Hilbert. Le plus gros du travail concerne les points (i) et (i#i). On
commence par ’étude du comportement de I'idéal p de K au-dessus de 3 dans
lextension K (¢/«)/K (partie 2.3.2), & l'aide d’un critere di & Hecke pour les
extensions kummeériennes de degré premier. On utilise ensuite un critere local
dit & Greither pour déterminer si g est ramifié ou non dans K(¥/«)/K (partie
2.3.3). On déduit alors facilement (7ii) des corollaires 2.3.11 et 2.3.17. Fort de
ces résultats, on prouve le point (#¢) dans la partie 2.3.4 en utilisant la formule
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de la différente de Hilbert pour relier la valuation en 3 du discriminant de D/Q
et la suite des groupes de ramification G;(3, D/Q).

On applique ensuite (partie 2.3.5) aux extensions faiblement ramifiées de
cette famille les résultats de la partie 1.4. Grace a une étude détaillée du com-
portement de 3 dans R/Q et dans D/Q, on fait le lien entre la valuation v en
3 du discriminant du corps de rupture et ’ordre du groupe d’inertie en 3 dans
D/Q. On montre (proposition 2.3.22) que les seules valeurs possibles de v sont
8 et 12, ainsi que les calculs pour un grand nombre de valeurs du parametre le
laissaient prévoir.

2.3.1 Le théoréeme d’irréductibilité de Hilbert

Cette partie est consacrée a la preuve du point (¢) du théoreme 2. Pour cela,
on a besoin de résultats de théorie de Galois inverse. Le premier d’entre eux est
le théoreme d’irréductibilité de Hilbert qui stipule que le corps Q est hilbertien.
Cela signifie que, si f(x,t) est un polynéme irréductible en deux variables x et
t sur Q, de degré au moins égal a 1, il existe une infinité de b € Q tels que
le polynéme spécialisé f(x,b) soit irréductible (voir [V§], corollaire 1.8, pour
d’autres caractérisations). Ceci entraine (par la proposition 1.7 de loc. cit.) qu’il
existe une infinité de b € Q tels que les groupes de Galois de Qlx,t]/(f(z,t))
sur Q(t) et de Q[z]/(f(x,b)) sur Q soient isomorphes.

Dans la situation considérée ici, on prend f(z,t) = Pi(z). On sait par le
théoreéme 1 de [Eil], partie 3.4.2, que le groupe de Galois G de Q|x, t]/(P;(z)) sur
Q(t) est isomorphe & Cg x C5 et on en déduit qu’il existe une infinité d’entiers n
pour lesquels le groupe de Galois du polynéme P; spécialisé en t = n est égal a G.
On appelle bonnes valeurs celles qui satisfont cette condition. Le résultat suivant
(exprimé en termes plus généraux dans [Fri]) est un raffinement du théoreme
d’irréductibilité de Hilbert qui permet d’en préciser la proportion. Pour N entier
positif, on note v(N) le nombre de valeurs du parameétre ¢ comprises entre 0 et
N qui ne sont pas bonnes.

Proposition 2.3.2 (Fried) II existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout N
entier positif, v(N) < ¢/ N.

On en déduit aussitot :

Corollaire 2.3.3 L’ensemble des valeurs de t congrues a 5 modulo 9 telles que
le corps de décomposition D sur Q du polynéme P, est de groupe de Galois
isomorphe a Cy x C3 est infini.

Preuve. On suppose qu'il n’y a qu'un nombre fini M de bonnes valeurs de ¢
congrues a 5 modulo 9. Alors, pour tout NV,
N-M

v(N) 2 25 = O(N)

quand N tend vers U'infini, ce qui contredit la proposition précédente. |

On a montré le point (i) du théoreme 2.
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2.3.2 Comportement de p dans ’extension K(/«a)/K

On rappelle que K désigne Q((o) et p I'idéal premier de K au-dessus de 3.
Dans cette partie, on étudie le comportement de o dans I’extension kummérienne
K(¢/a)/K, ot a = (t + §)3(t + j2) avec j = (o et t est un entier congru a 5
modulo 9 qui est une bonne valeur. On note u Uentier tel que :

t=54+9u
En premier lieu, on remarque que
Nogy/ele) = (#2 —t+1)? = 3°.(27u? + 27u + 7)°

Puisque 27u? + 27u + 7 n’est jamais divisible par 3, il s’ensuit que la valuation
de « en l'idéal (1 — j) de Q(j) au-dessus de 3 est :

v(-j) (@) = v3(Ng() o)) =9

c’est-a-dire qu'on peut écrire a@ = o/(1 — j)? avec o € Z[j] et v1_j (/) = 0.
De plus, il est clair que a et o’ engendrent les mémes extensions kummériennes
sur K. On note désormais

(t+5)°(t +5%)

(1-5)°
alors a ¢ p. Par ailleurs, (1 —j)Ox = e et le théoreme 119 de Hecke ([He], V,
39) se traduit par :

Proposition 2.3.4 Pour £ € K, on considére les congruences :
(i) a=&mod @ et (ii) a=¢E mod p'®

Alors, dans K(¥/a)/K, ¢ est ramifié si (i) n’a pas de solution; g est inerte si
(7) a des solutions et si (ii) n’en a pas; g est décomposé si (ii) a des solutions.

On commence par déterminer si 1 est solution des équations ci-dessus. Pour
cela, on calcule la valuation en p de o — 1.

Lemme 2.3.5
9 si u=0ou2mod3

vola—1)=¢ 15 si w=1ou7mod?9
18 si w=4mod?9

Preuve. Comme a — 1 € Q(5), on sait que
’Up(Oé — 1) = 3.U3(NQ(J-)/Q(O( — 1))
Un calcul avec PARI ([3BCO]) montre que

No@y/ela = 1) = 32.Q1(u)
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avec Q1 (u) = u?+u+1 mod 3.1l s’ensuit que si u = 0 ou 2 mod 3, v3(Ng(j)/q(a—
1)) =3. Siuw=1mod 3, on écrit u = 1 + 3v et on trouve

No(j)/oler — 1) = 3%.Q2(v)

avec Q2(v) = v?2+v+1 mod 3. La encore, on en tire que pour v = 0 ou 2 mod 3,
c’est-a-dire u = 1 ou 7 mod 9, v3(Ng(jy/g(a — 1)) = 5. Et si v = 1 mod 3, on
écrit v = 1 4+ 3w et on trouve

Nogj)/ole —1) = 3°.Qs(w)

avec Q3(w) = 1 mod 3. Donc, pour v = 1 mod 3, c’est-a-dire v = 4 mod 9,
v3(Ng(j)/la—1)) =6. 1

En appliquant la proposition 2.3.4, on en déduit :

Corollaire 2.3.6 Si v =1 mod 3, p se décompose dans K (¥/a)/K.

On étudie maintenant le cas ot v,(av — 1) = 9.

Proposition 2.3.7 Si v =0 ou 2 mod 3, g est inerte dans K(¥/a)/K.

Preuve. On note K, le complété de K en p, Ok, son anneau d’entiers et
_ (* P .
Uk, =0 Kk, son groupe d’unités. On commence par montrer :

Lemme 2.3.8 Si ¢ € Ug est solution de (ii) : a = £ mod p'°, alors il existe
y € Uk, avec v, (y) = 3 tel que (iii) : « — 1 = 3y +y> mod p'°.

Preuve. Puisque a € Ok \ p, les solutions & de I’équation (i) appartiennent
aussi & Ok \ p. A fortiori elles appartiennent au complété Ug,. Or

UK@ ~ ﬁ:(l + @OKK,)
donc tout § € Ug, s’écrit £ = (1 +y) avec € = 1 et y € p. Il s’ensuit que
€ =e(1+3y+3y°>+9°) =e mod ¢*

car 3 € . Si ¢ est solution de (i), on a alors a = € mod p3. Un calcul formel
montre que pour toutes les valeurs du parametre :

vo(a+1)=0

et donc € est nécessairement égal a +1. D’autre part, si I'on suppose o =
(1 + y)® mod p'°, alors & — 1 = y® mod E et donc y € p*. Cela entraine
a—1=3y+y> mod p' d’olt I'on tire v, (3y + y*) = 9 et donc v, (y) = 3. 1

On choisit 7 = 1 — ¢ comme uniformisante de K. Soit R un systéme de
représentants dans O de Ok, /p, alors y solution de (i) s’écrit y = agm® +
asm* + -+ avec a; € R pour tout i et as ¢ . On vérifie :

3y +v* = 3azm® + ajn® mod p'°
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donc y est solution de (i) si et seulement si
v3(Nggla —1— 3azm® — ajr?)) > 10

Pour le calcul, on choisit R = {0, 1,2}, donc a3 € {1,2}. On constate que dans
les deux cas
"Ug(NK/Q(Oz —1- 3a37r3 - agwg)) =9

d’ot il s’ensuit que (#4) n’a pas de solution et la proposition suit. ||

2.3.3 Ramification de p dans K(ya)/K

Ici, la référence est [Gr]. Cet article donne une description explicite de Ien-
semble E,(R) des éléments = € R tels que k( »\/x)/k soit non ramifiée, ou R
est anneau d’entiers d’un corps local k de caractéristique 0 et caractéristique
résiduelle p et R contient une racine primitive p™-iéme de l'unité (. On rap-
pelle les résultats de [Gr] qui seront utiles. On note 7 = 1 — ¢. On introduit le
sous-groupe de congruence de R* :

1

Un+ ={x € R*, x — 1 est divisible par praP"
Le théoréme 1.5 de [Gr] est :

Théoreme 2.3.9 (Greither) U,, . C E,(R).

1

Application : on prend p = 3, n = 2, ( = (g et k = Q3(¢). Alors (p"n?"~
(9(1 = ¢)3) = ' donc si z € Z3[(]*,

) =

€Uy & vy(r—1)>15

On reprend le lemme 2.3.5 pour en déduire :

Corollaire 2.3.10 Si u =1 mod 3, alors K({/a)/K est non ramifiée en g.

En rapprochant du corollaire 2.3.6, on en tire :

Corollaire 2.3.11 Siu =1 mod 3, alors soit g est complétement décomposé dans
K(Ya)/K, soit f = g = 3 ou f et g sont le degré résiduel et le degré de
décomposition de p dans K(Ja)/K.

Remarque 2.3.12 Des calculs pour un grand nombre de valeurs du parametre
font penser que p est complétement décomposé dans K (¢/«)/K pour tout u =
4 mod 9et f=g=3pour tout u=1 ou 7 mod 9.

Par ailleurs, on voit que pour u congru & 0 ou 2 modulo 3, « — 1 n’appartient
pas & Us . Le théoréme 4.2 de [Gr] décrit les éléments du quotient

Do(R) = En(R)/Un

i

On note (i = ¢P" .
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Théoréme 2.3.13 (Greither) I existe des polynémes explicites f; € Z[(,:][X] (2 <
i <mn), définis modulo p™(1 — (), tels que :

Du(R) = {r" [[ fitri)”" " mod” Uy 4, r € R*, r; € R}
1=2

Le deuxieéme exemple & la fin de la partie 5 de [Gr] traite le cas n = 2. Il n’y a
alors qu’un polynéme f; qui peut s’écrire :

p—1
f2(X) =1+ p*nX + (p*n +pnP)XP  avec T]EZ% mod 7P

v=1
Application : on revient ap=3,n=2,( = (g et k =Q3(¢). On a :
f2(X)=1+97(1 +7/2)X + (97(1 + 7/2) + 37°(1 + 7 /8)) X mod p*°
Soient r € R* et ro € R tels que
a =1 fy(ry) mod™ Us (2.1)
alors o = 1 fo(r9) mod %, ce qui entraine
a—1=r"—1+97(1+7/2)r"ry + 373 (1 + 7°/8))r’rd mod p'?

Comme v, (a — 1) = 9 et v, (97(1 + 7/2)7%r0 + 373(1 + 73/8))r%r3) > 9, on a
ve(r? —1) > 9 donc ¥ € 14+ 9% et r € 1+ p. Soit y € p tel que r = 1 +y, alors

P =1+9y+9x4y? +3x28(3° +9°%) +¢° mod p*°

et
a—1=y" +3x28°+ 37T37'S mod p'?

On commence par montrer :

Lemme 2.3.14 Si la congruence (2.1) est vérifiée, alors ro € R*.

Preuve. Siry € p, alors a—1 = y” +3 x 28y mod p'2. On écrit y = ar +y'm?
avec a € R systéme de représentants de R/p et y' € R. Alors

a—1=a’1" 4+ 37%28a> mod p'? (2.2)

On choisit R = {0, 1,2}. Un calcul & 'aide du logiciel PARI permet de montrer
que pour tout a € {0, 1,2} et pour tout u congru & 0 ou 2 modulo 3 :

v3(Ng/g(a — 1 — a7 — 37284%)) = 9
ce qui contredit I'assertion (2.2). On a donc ro € R\ p = R*. |

On continue le calcul modulo 2. On écrit 72 = £(1 + 2) avec £ = +1 et
z € p. On en tire :

a—1=a’7" +37%(28¢® + ¢) mod p'? (2.3)
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Lemme 2.3.15 Si ¢ = +1, la congruence (2.3) n’est possible que pour u =
2 mod 3; si e = —1, elle n’est possible que pour v = 0 mod 3.

Preuve. Soit N = Ng/g(a —1 —a?n® — 37%(28a* + ¢)). Le calcul permet de
montrer, lorsque € = +1 :

=9 si  u=0mod3
“3(N){212 si w=2mod 3

et, lorsque ¢ = —1:

>12 si w=0mod3
Us(N){zQ si w=2mod3

On revient maintenant a la congruence modulo ©'°. On écrit » = 1 +y =
1+ am+br?+y"7% avec a, b dans R et i’ € R; de méme soient c € Ret 2’ € R
tels que ro = &(1 + ¢ + 2'7?). Alors la congruence (2.1) entraine :

a—1=3m%(c+28a®) + 1%a” + 37°(28(a® + b%) + £(1/8 + %))
+97(2e + a) + 972(4a® + b+ e(1 +¢)) mod p'°

Soit N la norme de K a Q de la différence des deux membres de la congruence
ci-dessus. Lorsque € = +1, on sait par le lemme 2.3.15 que u doit étre congru a
2 modulo 3. On écrit u = 2 + 3s, alors un calcul avec PARI montre que, pour
tous les triplets (a, b, c) possibles ((a,b,c) € {0,1,2}3) :

N =3"Q(s) avec Q(s)=1mod3
avec v = 12 ou v = 13. Puisque v3(Q(s)) = 0 pour tout s, on en déduit que
v3(N) =v < 15
ce qui montre que la congruence (2.1) n’a pas de solution avec € = +1. Un calcul

analogue avec € = —1 et u congru a 0 modulo 3 donne la méme conclusion. On
a donc prouvé :

Proposition 2.3.16 Si u est congru a 0 ou 2 modulo 3, a n’appartient pas a
E5(Zs[Co)), c’est-a-dire 'extension K (/«)/K est ramifiée en g.

En rapprochant ce résultat de la proposition 2.3.7, on en déduit :

Corollaire 2.3.17 Si u est congru a 0 ou 2 modulo 3, g est inerte dans K (/a)/K
et ramifié dans K(Ja)/K(¥/a).

Conjointement avec le corollaire 2.3.11, ce résultat entraine le point (ii4) du
théoreme 2.
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2.3.4 Preuve du point (ii) du théoréme 2

On a maintenant les informations nécessaires pour montrer que ’extension
D/Q est faiblement ramifiée en 3. On note encore f et g le degré résiduel et le
degré de décomposition de 3 dans K (/a)/Q. On commence par prouver :
Lemme 2.3.18 On a I'égalité : 2v3(dp) + fg = 81 + v3(Nk,q(dk(ya)/x))-

Preuve. Le lemme découle du diagramme :

et de la formule de transitivité du discriminant. En effet, en passant par la droite
du diagramme, on obtient :

dc(yay = (dr)°Nijo(dr(vayx) = 3% Nxjo(di(va) /i) (2.4)

(en utilisant [W] proposition 2.1). En passant par la gauche :

d(ya) = (dp)* Npsg(di(yay/p) (2.5)

Comme chaque idéal de D au-dessus de 3 est modérément ramifié dans K (J/«)/D,
on a

DK(?/E)/D =ap;...Pg
ol les p; sont les idéaux premiers de K (/a) au-dessus de 3 et a est un idéal de
K (Y/a) premier & 3. Il s’ensuit que
Nb/a(di(ya)/p) = Ni(ya) 0P ym),p) = 3''N(a)
avec (3,N(a)) = 1. On tire maintenant de (2.4) et (2.5) I’égalité qui était a prou-
ver. |

Soit s la valuation de la différente Dp en les idéaux premiers p; de D au-
dessus de 3. Alors Dp = a(p1...p4)*%, ol a est un idéal de D premier & 3 et

dp = Npo(Dp) = 3/9°N(a) (2.6)
On déduit immédiatement du lemme précédent :

81 + v3(Ng/o(dk(ya)/Kx))

2s+1 =
fg

(2.7)



48 CHAPITRE 2. EXEMPLES

Lorsque K (y/a)/K est non ramifiée, on a v3(Ng/q(dx(ya)/x)) =0et fg=
[K(Ya) : K] =9. 1l découle de (2.7) que s = 4 et la formule de Hilbert (1.7)
permet de conclure que D/Q est faiblement ramifiée.

On traite maintenant le cas out K(Ja)/K est ramifiée. Pour simplifier les
écritures, on note 3 = Yo, K' = K(3), v = /B et K" = K'(v). On sait par
le corollaire 2.3.17 que K" /K’ est ramifiée au-dessus de 3 tandis que K'/K y
est inerte. Soient q et p les idéaux premiers de K’ et K’ au-dessus de 3. On a
besoin du résultat suivant.

Lemme 2.3.19 Ok/[y] n’est pas un ordre g-maximal de Q.

Remarque 2.3.20 Un ordre O de Ok est dit g-maximal si, dans la décomposition
du Ok/-module de torsion Ok /O :

OK///O o~ @O[a/bi

g ne divise pas Hibi (les 0; sont des idéaux entiers de Ok distincts de Ok ).
On pourra se reporter & [Coh| théoreme 1.2.30 et définition 2.4.1 pour de plus
amples détails.

Preuve. Le théoreme 2.4.8 de [Coh] généralise aux extensions relatives le critere
de Dedekind :

Théoreme 2.3.21 Soit I /k une extension finie de corps de nombres avec | = k()
ot B est un entier algébrique de polynéme minimal unitaire T(X) € k(X). Soient
q un idéal premier de Oy, et u € O, tel que vq(u) = —1. Soit T(X) =[], T:(X)*
la factorisation de T(X) dans (Oy/q)[X] avec les T;(X) € k(X) unitaires. On
pose :

900 =T[700. O =T[T0O et F(X) = plg(X)h(X)~T(X))

alors f(X) € Ox[X] et O[] est g-maximal si et seulement si (f,g,h) = 1 dans

(Or/a)[X].

Application : On prend k = K', | = K” donc 0 = vy et T(X) = X3 — 35 q
est I'idéal premier de K’ au-dessus de 3. Comme q = Ok, on peut choisir
p=(1-¢)"'. On sait que 3 € q° et

(8~ 1) = 2o (N5 (6~ 1)) = S0 = 1) = 3

donc =1 mod ¢3. La factorisation de T'(X) dans (O /q)[X] est
TX)=X*-3=X*-1=(X-1)°
dott g(X) = X — 1, h(X) = (X = 1), f(X) = (X = 1)* = (X® = §))/(1=¢) et

- 3(-X2+X)+(B-1)

f(X) = ¢ =0
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donc (f,g,h) = (g, h) = (X — 1)(Ok+/q)[X] et le lemme est démontré. |
On est maintenant en mesure de terminer la démonstration. Puisque
disc(1,v,7%) = disc(X® — 3) = —3%32

et vq(8) = vp(a) = 0, on a vg(disc(1,7,7?)) = 18 et donc, par le lemme
précédent,
vq(dK/'/K') < 18

Comme v3(Ng/q(dx( ya) k) = 3vq(dir k), on tire de (2.7) que s < 22. Les
deux premiers groupes de ramification Go = G1 de D/Q en 3 étant d’ordre 9,
on en déduit par la formule de Hilbert (1.7) que lordre de G2 est au plus 3.
Alors i = 1 est tel que G; # G;41 et la proposition 11 de [Sel] IV2 entraine que
Gy =G35=G4. Mais 8+ 8+2+2+2=22> s donc Gy est trivial et D/Q est
faiblement ramifiée en 3. Ceci termine la preuve du théoreme 2.

2.3.5 Les valeurs de v3(dg)

Dans ce paragraphe, on applique les résultats de la partie 1.4 aux extensions
de la famille infinie qu’on vient de décrire, pour faire le lien entre I'indice de ra-
mification dans le corps de décomposition D et la valuation en 3 du discriminant
du corps de rupture R du polynéme P;(x). On rappelle que e, f et g désignent
Iindice de ramification, le degré résiduel et le degré de décomposition de 3 dans
D/Q. L’indéterminée t est toujours supposée prendre de bonnes valeurs.

Proposition 2.3.22 Si u est congru & 1 modulo 3 (ou t congru & 14 modulo 27),
alors e = 3 et vs(dgr) = 8; si u est congru a 0 ou 2 modulo 3, alors e = 9 et
v3(dr) = 12.

Preuve. On commence par montrer une propriété intéressante de D/Q.
Lemme 2.3.23 Soit L I'unique sous-extension de Q((g) de degré 3. Soit K, la

sous-extension de D fixée par I'unique sous-groupe distingué d’ordre 3 de G.
Alors :

LcKyCD
K(Ya)
Preuve. Onsait que H = Gal(K (Y/«)/D) est 'unique -
2-Sylow de G = Gal(K ({/«)/Q), donc D
3] 9
H C Gal(K(Va)/L) Ko
et L C D. De plus, Gal(D/L) ~ Cy contient ['unique ) K

I

I
sous-groupe distingué d’ordre 3 de G = Gal(D/Q), ! B
si bien que I‘/ Q()

L C Ky \
3

| 2
et le lemme en découle. | Q
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Corollaire 2.3.24 Soit p un idéal premier de D au-dessus de 3. On suppose que
e = 3. Alors Gy(p/3) est un sous-groupe d’ordre 3 non distingué dans G.

Preuve. Si Go(p/3) est distingué dans G, alors D/K est ramifiée au-dessus de
3. Comme L/Q est ramifiée en 3 (L C Q({y)), cela entraine e = 9 qui contredit

I’hypothese. |

Lorsque u est congru & 1 modulo 3, on sait par le corollaire 2.3.11 que e = 3 et
f=g=3o0ug=29. On est donc dans les conditions d’application du corollaire
2.3.24. On se place dans le cas o e = f = g = 3. Soient pi, po et p3 les idéaux
premiers de D au-dessus de 3. Les Go(px/3) sont des sous-groupes d’ordre 3
conjugués par G, tous distincts et Gal(D/R) est égal & 'un d’eux, par exemple
Go(p1/3). Il s’ensuit que p; est ramifié dans D/R et que po et ps y sont inertes.
Pour 1 < k < 3, on note pr = pr N Or. On voit que 3 est décomposé dans R/Q
et que p2/3 et p3/3 sont ramifiés tandis que p1/3 est inerte. Le lemme 1.4.5
permet de conclure.

On se place dans le cas ou e = 3 et g = 9. Soient p; . .. pg les idéaux premiers
de D au-dessus de 3. On montre :

Lemme 2.3.25 Chaque sous-groupe d’ordre 3 non distingué de G est égal & Go(pr./3)
pour exactement trois valeurs de k.

Preuve. La présentation du groupe non abélien d’ordre 27 d’exposant 9 par
générateurs et relations est la suivante (cf [Ha] 4.4) :

G=<ab>/{a®=b"=1, b~lab = a*} (2.8)

et les sous-groupes d’ordre 3 non distingués de G sont les < b'a > pour i €
{1,2,3}. Soit p I'un des pj, tels que Go(px/3) =< b >. On vérifie que :

<b> = Go(p/?)) = Go(a?’pa_?’/?)) = Go(aﬁpa_6/3)
<ba®> = Golapa™'/3) = Gola'pa=/3) = Gola"pa="/3)
<ba® > = Gola’*pa=2/3) = Go(a®pa™/3) = Go(a®pa=8/3)

ce qui démontre le lemme. |

On sait que Gal(D/R) est I'un des sous-groupes d’ordre 3 non distingués de
G. On renumérote les py de sorte que :

Go(p1,1/3) = Go(p12/3) = Golp13/3) = Gal(D/R)
Go(p2,1/3) Go(p2,2/3) = Gol(p23/3)
Go(ps1/3) = Go(psz2/3) = Go(pss/3)

On voit que P11, p1,2 et P13 sont ramifiés dans D/R et que les autres y sont
non ramifiés donc décomposés. On note g1 = p1,x N Or pour 1 < k < 3
et p; = pix N Or pour i = 2 ou 3 et n’importe quel k. Alors p2/3 et p3/3
sont ramifiés tandis que les g1 /3 sont décomposés. Le lemme 1.4.5 permet a
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nouveau de conclure. On illustre la situation par le diagramme :

D P11 P12 P13 P21 P22 P23 P31 P32 P33

! \ /

R 01,1 01,2 1,3 §2 3
Q 3

On traite maintenant le cas u congru a 0 ou 2 modulo 3. On sait qu’alors
e =9 et f =3. Soit p l'idéal premier de D au-dessus de 3.

Lemme 2.3.26 G(p/3) est I'unique sous-groupe de G d’ordre 9 d’exposant 3. On
a Go(p/3) =< a3, b > avec les notations de (2.8).

Preuve. On se remémore le diagramme du lemme 2.3.23. On a G = Gal(D/Q),
on note G = Gal(K (Y/«)/Q) et H = Gal(K(Y/«)/D). Alors :

Go = GoH/H

Les seuls éléments d’ordre 9 de G sont les générateurs de Gal(K({/a)/K).
Comme K (Y/a)/K n’est pas totalement ramifiée, il s’ensuit que Gy ne contient
pas d’élément d’ordre 9; a fortiori la méme chose est vraie pour Gy, qui est donc
d’exposant 3. Or G n’admet qu’un sous-groupe d’ordre 9 d’exposant 3, engendré
par a® et b. |

De plus, on sait que < a®,b > contient tous les sous-groupes d’ordre 3 de G. 11
s’ensuit que D/R est ramifiée au-dessus de 3, donc e(3, R/Q) = f(3,R/Q) =3
et le lemme 1.4.3 permet de conclure. La proposition 2.3.22 est donc démontrée. |

2.4 Une autre famille infinie
On considere le polynéme paramétré par t € Z :

QX)) = XT—7* —t+2)X°+14(¢* —t +2)2X3 - 7(¢* —t + 2)*X
—(2t — 1)(2 —t +2)(t* — 2t3 — 16t> + 17t + 11)

On va montrer, & I’aide des résultats de [Eil] (3.4.2), dans le paragraphe 2.4.1 :

Proposition 2.4.1 Le corps de décomposition D sur Q de @Q; spécialisé en une
valeur entiére de t est galoisien de groupe de Galois isomorphe & C7; x C3 pour
une infinité de valeurs entiéres de t.

L’étude de la ramification en 7 menée dans les paragraphes 2.4.2 et 2.4.3 permet
de prouver :
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Théoréme 2.4.2 Pour toutes les bonnes valeurs de t congrues a 25 modulo 49,
Dextension D/Q est modérément ramifiée.

Remarque 2.4.3 La preuve est plus simple que celle du théoreme 2, le critéere de
Greither n’étant pas nécessaire. Si t est congru a 25 modulo 49, on trouve que 7
se décompose en 7 idéaux premiers dans D/Q, chacun d’indice de ramification
égal a 3.

2.4.1 Construction des extensions

On construit ici une famille infinie d’extensions de groupe C7 x C3 en utilisant
la méthode décrite dans la these d’Eichenlaub ([Eil] 3.4.2). On note K = Q(()
le corps de nombres obtenu en adjoignant & Q la racine primitive 7-ieme de
I'unité ¢. Soit Ky = Q@/—7) la sous-extension quadratique de K. Pour tout
entier naturel ¢, on considere 1’élément o € Ko défini par :

a=0t+(+C+ME+E+C+ )

On sait par les résultats de [Eil] que, pour toutes les valeurs de ¢ sauf un nombre
fini, K (V/a)/Q est galoisienne de groupe de Galois isomorphe & C7 x Cg et conte-
nant un unique 2-Sylow (d’ordre 2). Il en découle que l'unique sous-extension
galoisienne D de K(V/a) de degré 21 est de groupe de Galois isomorphe &
C7 % C5. Le polyndéme minimal de /a a pour corps de rupture Ks(/a) et pour
corps de décomposition K (v/a); si Pon note & le conjugué de «, il est égal &
(X7 —a)(X" — &), c’est-a-dire :

XM 202t — 1)t —t+2)(t* =263 — 1662 + 17t + 11) X 4+ (12 =t +2)7

Par calcul de résolvantes de degré 7 de ce polynéme pour plusieurs valeurs
du parametre et interpolation des coefficients trouvés, on obtient le polynome
paramétré (Q; qui est donc une équation paramétrée de D.

d K(Va)
Le diagramme ci-contre / \2
. . . f

illustre la situation : K>(/a) ; D
/ \
\ /

2.4.2 Un critere explicite de ramification

Dans ce paragraphe, on se place dans la situation plus générale o K = Q((,)
pour p premier impair et ¢, racine primitive p-ieme de l'unité. Soit p = (1 —(,)
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I'idéal premier de K au-dessus de p, soit a« € K* \ K*P| le comportement de
p dans l'extension K (¢/«)/K est donné par le critére de Hecke ([He] théoreme
119) qui s’exprime comme suit dans la situation présente :

Proposition 2.4.4 On suppose a ¢ p. Pour § € K, on considére les congruences :
(i) a = &P mod p* et (1) a = &P mod pP !

Alors, dans K(¥/a)/K,  est ramifié si (i) n’a pas de solution; p est inerte si
(1) a des solutions et si (ii) n’en a pas; p est décomposé si (ii) a des solutions.

Soient e un entier divisant p — 1 et K, la sous-extension de K de degré e. On
va déduire de la proposition précédente le critere explicite suivant :

Proposition 2.4.5 On suppose o € K, \ (p N K.). Alors, dans K({/a)/K, p est
ramifié si et seulement si, pour tout k € {1,2,...,p— 1},

vp(Ng, jola —kP)) <e

Si de plus e < p — 1, p est ramifié ou décomposé.

Preuve. On note K, le complété de K en @ et Uy, son groupe des unités. On
commence par montrer :

Lemme 2.4.6 Soit { € Uk, , alors il existe k € {1,2,...,p — 1} tel que &P =
kP mod @P.

Preuve. On sait que U, ~ pp—1 x (1 + p) done § € Uk, s'éerit § = (1 +y)
avec T € fi,—1 ety € p. On a:

F=a(l+y)=c(l+py+---+y")
donc, comme p € P!,
& =2 mod g (2.9)

Par ailleurs, soit k € {1,2,...,p—1} alors k € Uk, donc k s’écrit k = zx(1+ 2)
avec Ty € ftp—1 et z € p. Comme

E~'=1 mod p

on a (14 2)P~! =1 mod pP~!, donc

p—2 -1
S (7)€ o
]
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d’ol
42— P = (12 2R 2P € Pt
et donc z € pP~1, d’olt 'on déduit k = z mod pP~! et
kP = 2, (1 + 2)P =23 mod p*P~?
Enfin, si ¥ € {1,2,...,p— 1} avec ¥’ =z (1 + 2), on a :
=2 k=K mod* 1+p)e k=K modpsk=k modpsk=F

et
lpp—1]=p—1=1{1,2,...,p— 1}

ce qui, a laide de (2.9), termine la preuve du lemme. ||

On déduit du lemme et de la proposition 2.4.4 que p est ramifié dans K (¢/«)/K
si et seulement si, pour tout k € {1,2,...,p— 1},

vo(a —kP) <p
c’est-a-dire, en notant f = (p—1)/e :

foo(Nk jola = k) <p—1

ou encore
UP(NKF,/Q(OC —kP)) <e

ce qui constitue la premiere assertion de la proposition 2.4.5. On suppose main-
tenant que f > 1. Si p n’est pas ramifié dans K (¢/«)/K, soit k € {1,2,...,p—1}
tel que v,(Ng_/g(a — kP)) > e, alors

v —kP) > fle+1)=p—1+f>p+1

donc g est décomposé par la proposition 2.4.4. |

2.4.3 Application
Onrevient Ap=Teta={t+(+C+M5(t+ G+ +¢%) € Ky. On va

montrer :

Proposition 2.4.7 Si t est congru a 25 modulo 49, alors 7 est décomposé dans
K (v/a)/K ; pour toutes les autres valeurs de t, 7 est ramifié dans K (/o) /K.

Preuve. On détermine d’abord si « € p. Pour cela, on calcule
N =Ny, jq(e) = 0a = (t++ ¢+ D)t + ¢+ + )
On trouve :

N =t — 713 £ 35¢12 — 119¢1 + 320¢10 — 72149 + 1337¢8 — 2045¢7
426745 — 2884t° + 2632t* — 1904¢% + 1120t% — 448t + 128
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En réduisant les ceefficients de N modulo 7, on obtient :
N=t"+6t"+2 mod 7

d’ot1 on déduit que v7(N) = 0 pour tout ¢ non congru & 4 modulo 7 et v7(N) =7
pour ¢ congru & 4 modulo 7.

Si t n’est pas congru a 4 modulo 7, la proposition 2.4.5 s’applique, donc p
est ramifié dans K (v/a)/K si et seulement si pour tout k € {1,2,...,6},

v7(N, gl — k7)) < 2

Un calcul & I'aide du logiciel PARI montre que v7(Ng, g(a — k7)) est au plus 1
et donc la proposition est démontrée pour ¢ non congru a 4 modulo 7.
Si t est congru & 4 modulo 7, on a vu que v7 (N, jg(a)) = 7. Or Ky = Qf/—7)
contient m =v/—7 qui vérifie v7(N, g(7)) = 1. Soit
B=anr""
alors v7(Ng, /() = 0 et K(y/a) = K (/). On applique la proposition 2.4.5 &
B : p est ramifié dans K (/a)/K si et seulement si, pour tout k € {1,2,...,6},

07 (N, (8 — k7)) <2

On éerit t = 4 + 7s. Pour k # 4, on trouve v7(N, (8 — k7)) = 0 pour tout s.
Pour k =4, on a :

>3 sis=3mod7
U?(NKz/Q(/B - 47)) { ; 1 sinon

et donc K (v/a)/K est ramifiée en g si t n’est pas congru & 25 modulo 49. Si ¢t =
25 mod 49, p est non ramifié et, comme e = 2 > 1, la proposition 2.4.5 entraine
que p est décomposé dans K(V/a)/K. |

En se remémorant le diagramme du paragraphe 2.4.1, on en déduit aisément :

Corollaire 2.4.8 Sit est congru a 25 modulo 49, alors 7 se décompose en 7 idéaux
premiers de D, chacun d’indice de ramification égal a 3; pour toutes les autres
valeurs de t, 7 est totalement ramifié dans D/Q.

Le théoreme 2.4.2 en découle puisque les premiers distincts de 7 ne sont pas
ramifiés dans Q(¢)/Q et donc sont nécessairement modérément ramifiés dans

D/Q.

Remarque 2.4.9 Lorsque t n’est pas congru a 25 modulo 49, des calculs du dis-
criminant de Ks(/a)/Q menés avec PARI pour un grand nombre de valeurs
de ¢t montrent que D/Q n’est pas faiblement ramifiée : on a G1(7,D/Q) =
G2(7,D/Q) ~ C7 et G5(7,D/Q) est trivial (v7(dp) = 32).
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Chapitre 3

Structure galoisienne :
préliminaires

L’intérét pour les extensions faiblement ramifiées s’est d’abord manifesté
dans des problemes de structure galoisienne et c’est sous cet aspect que ce cha-
pitre et le suivant les abordent. Lorsque N/K est une extension finie galoisienne
de corps de nombres de groupe de Galois GG, on sait par le théoreme de Naether
que 'anneau d’entiers de N est un Og[G]-module localement libre si et seule-
ment si 'extension est modérément ramifiée. Erez a montré un résultat similaire
pour les extensions faiblement ramifiées de degré impair, dans lequel I’anneau
d’entiers est remplacé par un idéal fractionnaire Ay, i que 'on définit dans la
partie 3.1 et qu’on appelle la racine carrée de la codifférente.

Ce résultat permet de considérer la classe (A, ) de cet idéal dans le groupe
des classes de Z[G]-modules localement libres Cl(Z[G]). Comme G est d’ordre
impair, on sait que Ay,x est un Z[G]-module libre si et seulement si (An,x)
est triviale. On est donc ramené a travailler dans C1(Z[G]), dont il est nécessaire
d’avoir une description adaptée. C’est pourquoi on introduit dans la partie 3.2
la Hom-description de Frohlich de C1(Z[G]) en terme de quotient d’un groupe
d’homomorphismes équivariants sur les caracteres virtuels de G, laquelle se
révele avoir de tres bonnes propriétés fonctorielles. On donne un représentant
de (An/k) dans ce groupe quotient, inspiré de celui utilisé dans [Er3]. 11 fait
intervenir des résolvantes construites a partir des bases locales de Ay, et des
sommes de Gauss galoisiennes. On étudie ces dernieres dans la partie 3.3, & par-
tir d’articles de Martinet ([M3]) et de Tate ([Tat2]); on montre une formule de
restriction au groupe d’inertie dans le cas ou celui-ci est abélien et I’extension
locale faiblement ramifiée.

3.1 L’idéal racine carrée de la codifférente

Soit N/K une extension finie galoisienne de corps de nombres de groupe
de Galois G, que 'on suppose d’ordre impair. Sous cette condition, on voit
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facilement & 1’aide de la formule de Hilbert (1.7) qu’il existe un idéal fractionnaire
AN/ & de 'anneau d’entiers de N vérifiant :

(An/k)? = (Dnyx) ™"

olt Dy, est la différente de 'extension. On appelle Ay, 1'idéal racine carrée
de la codifférente.

Cet idéal existe parfois dans des extensions de degré pair. Ainsi, parmi les
exemples de la partie 2.1, les numéros 1, 6, 13 et 14 de la liste d’extensions fai-
blement ramifiées possédent une racine carrée de la codifférente (ce sont les seuls
en degré pair). On se restreint toutefois dans ce chapitre au cas ou Iextension
est de degré impair.

En plus d’étre un idéal fractionnaire de Oy, la racine carrée de la codifférente
a deux propriétés importantes : elle est stable sous ’action du groupe de Galois
de I'extension et, munie de la forme trace, devient un réseau entier unimodulaire.
On explore ces deux aspects dans les prochains paragraphes.

3.1.1 Structure d’idéal ambige

De par les propriétés de la différente (voir la remarque 1.1.2), Ay i est
stable sous l'action de G, ce qui en fait un Z[G]-module. On dit aussi que
c’est un idéal ambige. L'étude de la structure de Z[G]-module de Ay, c’est-
a-dire de sa structure galoisienne, a principalement été menée par B. Erez. Ses
résultats les plus aboutis sur cette question se trouvent dans [Er3]. Celui qui nous
intéresse au premier abord, notamment parce qu’il fait le lien avec les chapitres
précédents, est ’analogue du théoréeme de Neether pour 'anneau d’entiers et
s’énonce comme suit ([Er3] théoréme 1).

Théoréme 3.1.1 (Erez) Ay i est un Ok |[G]-module localement libre si et seule-
ment si U'extension N/K est faiblement ramifiée.

On se place dorénavant sous I’hypothese de ramification faible. On connait
peu de choses sur la structure relative globale des modules galoisiens, qu’il
s’agisse de I'anneau d’entiers (le plus étudié) ou de idéal racine carrée de la
codifférente. On suit ici la démarche habituelle : par restriction des scalaires de
Ok a 7Z, on peut voir Ay, comme un Z[G]-module. Comme O [G] est un
Z|G)-module libre, un Ok [G]-module localement libre (resp. libre) est & fortiori
un Z[G]-module localement libre (resp. libre). Ay, est donc un Z[G]-module
localement libre, de rang égal & [K : Q).

Comme dans le cas de I'anneau d’entiers, se pose alors la question de savoir
si Ay/ i est un Z[G]-module libre. [Er3] apporte deux réponses partielles & cette
question. D’une part, si M est un ordre maximal de Q[G] contenant Z[G], alors
ANk ®zjg) M est un M-module libre; d’autre part, si N/K est modérément
ramifiée, alors Ay, est un Z[G]-module libre.
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Remarque 3.1.2 On peut interpréter le premier de ces résultats de la fagon sui-
vante. On introduit le groupe noyau de I'extension des scalaires D(Z[G]), défini
par la suite exacte :

1 — D(Z[G]) — CUZ[G]) — CUM) — 1

On peut montrer que ce groupe noyau ne dépend pas du choix de ’ordre maximal
M considéré. Le fait que Ay, g ®zq) M soit un M-module libre équivaut a
'appartenance de (Ay/x) au groupe noyau D(Z[G]).

On verra plus loin (corollaire 3.2.4) une conséquence importante de ce résultat.
Dans le prochain chapitre, on présentera des résultats sur la structure galoi-
sienne de Ay, g dans le cas d'une extension sauvagement et faiblement ramifiée.
Lorsque I'extension est absolue, ils élargissent le champ de validité du deuxieme
résultat rappelé ci-dessus.

3.1.2 La structure de réseau de Ay/x

La racine carrée de la codifférente a été étudiée en premier lieu pour ses
propriétés par rapport a la forme trace de 'extension. Il s’agit de la forme
bilinéaire symétrique non dégénérée qui, & un couple (z,y) d’éléments de N
associe :

Tr(z,y) = TrN/K(xy)

On voit facilement que cette forme ne prend que des valeurs entieres sur Ay k.
En effet, si x et y appartiennent a AN/ K, alors zy € D;,} x ¢€t, par définition de
la codifférente, Try,/x (2y) € Ok. Il s’ensuit que Ay/x muni de la forme trace
est un réseau entier. On le note (Ay, g, Tr).

Le dual d’un idéal I de Oy pour la forme trace est défini par :

I'={x €N, Vycl, Tr(z,y) € Ok}

11 découle de cette définition et de celle de la codifférente que I* = T _1DX,} e
et donc que I* n’est égal & I que pour I = An/k, cest-a-dire que Ay, est le
seul idéal auto-dual. Il s’ensuit que (Apy, g, Tr) est un réseau unimodulaire et si
K = Q, son discriminant est égal a 1.

Ce réseau a une propriété supplémentaire importante. Du fait que, pour tout
g € G et tout couple (z,y) € N2, Tr(z9,y9) = Tr(z,y), on déduit que la forme
trace est équivariante et que le réseau (Ay,, Tr) est stable sous I'action de G,
ce qui en fait un G-réseau. Notons deés a présent que la structure de G-réseau de
Anyk contient sa structure de Z[G]-module. On peut en particulier se demander
si (Anyx, Tr) est G-isométrique & Z[G] muni de sa forme standard g (celle qui
fait de ’ensemble des éléments de G une base orthonormale), ce qui signifie qu’il
existe une isométrie qui commute a ’action de G. Si la réponse est oui, alors
Anyk est un Z[G]-module libre.

La question qui a suscité 'intérét de B. Erez pour la racine carrée de la co-
différente concernait sa structure de G-réseau. Il y apporte une réponse compléte
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dans le cas d’une extension abélienne N de Q dans [Erl] : (Ay/q,Tr) est G-
isométrique & (Z[G], qg) si et seulement si N/Q est faiblement ramifiée (ce qui
entraine que Ay i est un Z[G]-module libre). Il revient sur ce probleme avec
M.J. Taylor dans le cadre général d’une extension finie galoisienne de corps
de nombres N/K de groupe de Galois G dans [ErT]. Le principal résultat qui
y est démontré est que, si I'extension est modérée, alors (Ay/x,Tr) est sta-
blement G-isométrique & (Z[G], q¢), ¢’est-a-dire qu’ils deviennent isométriques
apres somme orthogonale de chacun avec un méme réseau standard.

On présente dans le chapitre 5 des calculs explicites du réseau associé a
la racine carrée de la codifférente d’extensions faiblement ramifiées, provenant
notamment de la famille infinie de la partie 2.3.

3.1.3 Interprétation en terme de structure hermitienne

Une autre fagon de voir le réseau (Ay/x,Tr) est de considérer la forme
hermitienne associée a la trace :

(7,9) — Y,ee Trayr(zy?)g™"

tandis que I’on munit K [G] de la forme hermitienne associée & la multiplication :

mg : K[G]XK[G] — K[G]
(z,y) — Ty

ot T est induit sur K[G] par I'application inverse de G dans lui-méme. Ay, x
muni de ¢y, et Z[G] muni de mg sont des modules hermitiens dont on peut
comparer la structure. Il n’y a qu'un changement de vocabulaire entre le para-
graphe précédent et celui-ci. En particulier, les réseaux (An, i, Tr) et (Z[G], qc)
sont G-isométriques si et seulement si les modules hermitiens (An/x,tn/K) et
(Ok|G], mg) sont isomorphes.

Le principal résultat concernant la structure hermitienne de la racine carrée
de la codifférente est prouvé dans [ErT] a laide de techniques pour lesquelles
Iinterprétation en terme de module hermitien est préférable a celle en terme de
réseau. Il sera présenté et illustré dans le chapitre 5.

3.2 Hom-description du groupe des classes

Dans toute la suite, N/K est une extension finie galoisienne de degré impair,
de groupe de Galois G, faiblement ramifiée. Les groupes d’ideéles qu’on va étre
amené a considérer faisant intervenir a la fois les places ultramétriques et les
places archimédiennes du corps de nombres M concerné, on adopte la convention
suivante.

Notation 3.2.1 Un premier de M désigne un représentant d’une place quelconque
de M, ultramétrique ou archimédienne ; un idéal premier (resp. nombre premier)
de Oy (resp. Z) est un représentant d’une place ultramétrique de M (resp. Q).
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3.2.1 Le groupe des classes

On donne ici quelques précisions concernant le groupe des classes. On se
réfere & la définition donnée dans [Fro], I.2.

Soit H un groupe fini, K un corps de nombres et A un ordre de K[H], ¢’est-
a-dire un sous-anneau de K[H| contenant 1, de type fini sur 'anneau d’entiers
Ok et tel que A®p,. K = K[H]. On sera par exemple amené & considérer les cas
A = Ok[G], A = Z|G] ou encore A égal & un ordre maximal de Q[G] contenant
Z|G].

Un A-module X de type fini est dit localement libre si, pour tout premier g
de K, le Ay-module X, = X ®p A, est libre. Le rang de X est, par définition,
le rang du K[H]-module libre X ®¢, K. Il est fini et égal au rang de X, sur
Op[H] pour tout p. Ainsi, lorsque N/K est faiblement ramifiée, on sait par le
théoreme 3.1.1 que la racine carrée de la codifférente Ay, est un Z[G]-module
localement libre de rang [K : Q).

On introduit alors le groupe de Grothendieck KCo(A). C'est le groupe abélien
dont les générateurs sont les classes d’isomorphismes de A-modules localement
libres (notées [X]) avec les relations :

(X oY]=[X]+[Y]

L’application N — Ko(A) définie par n — [A"] s’étend en un homomorphisme
Z — Ko(A). Le groupe des classes CI(A) est alors défini par la suite exacte :

0— 7 — Ko(A) — CI(A) — 1

Cette suite exacte est scindée. Le rang d’un A-module X induit une application
Ko(A) — Z — 0 dont le noyau est CI(A) (voir [Frd] II.1). On note (X) l'image
de [X] dans CI(A).

Lorsque deux Z[H]-modules localement libres X et Y ont méme rang et
méme classe dans Cl(Z[H]), ils sont dits stablement isomorphes. On a alors
l'isomorphisme de Z[H]-modules :

X ®Z[H] ~Y & Z[H]

Ceci n’implique que X et Y sont isomorphes que sous certaines conditions (de
simplification), par exemple lorsque l'ordre de H est impair (voir la note 2 de
[Frd] p. 50), ce qui sera le cas pour H = G. La liberté de Ay/x comme Z[G]-
module et la trivialité de la classe (Ay, k) dans CI(Z[G]) sont donc équivalentes.
On a maintenant besoin d’une description plus explicite du groupe des classes,
c’est I’objet du prochain paragraphe.

3.2.2 Hom-description de Frohlich

Pour tout ordre A de Q[G], on a un isomorphisme de groupes :

- HOHIQ@(RG7 J(E))
~ Homg, (R, E*)Det(U(A))

CI(A) (3.1)
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ou, ayant fixé une cloture algébrique Q¢ de Q, R¢ est le groupe additif des
caractéres virtuels de G dans Q°, E C Q¢ un corps de nombres “suffisamment
gros” pour contenir les valeurs des fonctions de R¢ considérées, J(F) désigne
le groupe des ideles de E, dans lequel E* est plongé diagonalement, Qg =
Gal(Q°/Q) et U(A) = [[, A}, | parcourant 'ensemble des premiers de Q. On
rappelle brievement la définition de l'application Det sur Q;[G]* (pour le cas
général, voir [Fro], 1.2).

Det : Q[G]* — Homg,(Rg, (E ®q Q)*)
b:ZGbgg — Det(b)

ot Det(b) est défini sur les caracteéres x provenant d’une représentation T de G
par :

Dety (b) = det (Y b,T(9))
G

Le groupe Det(U(A)) est difficile & décrire explicitement en général. Néanmoins,
on sait le faire lorsque A est un ordre maximal. On note J;(E) le produit des
complétés de E en les premiers qui divisent [ et U;(E) son groupe d’unités. On
a alors le résultat suivant ([Fro] I proposition 2.2).

Proposition 3.2.2 Soit M un ordre maximal de Q|G]. Alors pour tout nombre
premier [, on a 1’égalité :

Det(M]) = Homg, (Rg, Ui(E))

Lorsque [ est premier & l'ordre de |G|, Z;[G] est un ordre maximal de Q;[G]. On
a donc :

(1IG]) =1 = Det(Z[G]") = Homg, (Re, Ui(E)) (3.2)

Soit M un ordre maximal de Q[G] contenant Z[G]. La proposition 3.2.2 nous
permet via (3.1) de disposer d’une bonne description de C1(M). En fait, la suite
exacte de la remarque 3.1.2 peut se réécrire dans notre situation de la facon
suivante (voir [Frd] I, 2.17). On note que puisque G est d’ordre impair, il n’a
pas de caractere symplectique irréductible.

HOHIQQ(RG7 J(E))
HOmQQ (Rg, E*)HOHIQQ (Rg, U(E))

1 — D(Z|G)]) — CI(Z[G]) — —1 (3.3)
La liberté de Ay, g ® M comme M-module se traduit alors par le fait que, si
[ € Homgq,(Rg, J(E)) correspond & (Apy/x) via 'isomorphisme (3.1), alors f
est dans le dénominateur du dernier terme de (3.3).

La Hom-description a de trés bonnes propriétés fonctorielles. Ainsi, les chan-
gements de groupes induisent des homomorphismes naturels sur les groupes de
classes, qui se traduisent bien dans la description de Frohlich. En particulier,
si H désigne un sous-groupe de G, l'extension des scalaires induit un homo-
morphisme de Cl(Z[H]) dans Cl(Z[G]). Il découle par passage au quotient de
I’homomorphisme

Ind$ Homgq, (Ry, J(E)) — Homg, (Rg, J(E))
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défini par :
Indf (f)(x) = f(Res §;(x)). Vx € Ra

ot Res¢ désigne la restriction de caracteres de G a H. On utilisera souvent
I’inclusion suivante, pour toute extension finie M de Q; d’anneau d’entiers Oy :

d$ (Det(Oy [H]*))  Det(On[G]) (3.4)

On peut se reporter & [Fro], IT, Théoréme 12, pour plus de précisions.

3.2.3 Un représentant semi-local

On décrit maintenant un élément f de Homgq,(Rg, J(E)) qui représente
la classe (Ay/x) (donc f € Homg,(Rg, E*)Homg,(Rg,U(E)) d’apres ce qui
précede). Puisque N/K est faiblement ramifiée, on sait par le théoreme 3.1.1
que Ay est un O [G]-module localement libre, ce qui signifie que, pour tout
premier £ de K, il existe une base a; du Ok, [G]-module A; = Ay x @0y Ok,-
On note que

aeENe=N®KK42HNL
Ll

et dong, si [ est la caractéristique résiduelle de Ky, on a ay € J;(N). On définit
maintenant la résolvante (a;|x) € Ji(E) d’'un caractére x € Rg. Si x est le
caractere de la représentation 1" de GG, on pose :

(ac ) = Det( Y (a)T(g™))

geG

et on vérifie que le résultat ne dépend que de x. Soit A un systéme de représen-
tants de Qg/Qk dans Qg, on pose :

Nisalaelx) = [ (aelx* )

dEA

Cette norme-résolvante dépend du systeme de représentants A choisi. Cepen-
dant, la proposition 4.4 de [Fr6] montre que, modulo le dénominateur de (3.1),
la dépendance disparait.

A tout caractere y de G, on associe l'idele Ry(x) de E dont la composante
semi-locale en J,(E) au-dessus d’un premier ¢ de Q est donnée par :

1 siq#l

Be0da = { Nijglaelx)  sig=1

On désigne par Ty(x) 'élément de E* défini par :

1 si £ est une place archimédienne,
Te(x) sinon.

7,00 = {

ou 7y désigne la somme de Gauss locale associée au caractere y. On peut se
reporter a [M3] ou & [Frd] III pour la définition des sommes de Gauss, ainsi qu’a
la partie 3.3 de cette these.



64 CHAPITRE 3. STRUCTURE GALOISIENNE : PRELIMINAIRES

On injecte E* diagonalement dans J(E), ce qui permet pour tout ¢ de
considérer Ty(x) comme un élément de J(FE). On sait (grace aux théorémes 4 et
20 de [Frd]) que 'application [, R¢T; " est un représentant de Ay, ), mais on
le modifie pour pouvoir utiliser les résultats de [Tayl] et de [Er3]. Lorsque £ est
modérément ramifié dans N/K, on note 7; la somme de Gauss locale modifiée
(voir [Tayl] 3.9) et T, l'application de Re dans E* correspondante. A I'instar
de [Er3] (voir sa remarque 7.4 pour une explication heuristique), on introduit la
seconde opération d’Adams 1) = 15 : c’est 'application de Rg dans lui-méme
définie par 1 (x)(g) = x(g?). Elle induit par dualité un endomorphisme ¥ sur
Hom(R¢, J(E)). Soit Sy 'ensemble des premiers de Ok qui sont sauvagement
ramifiés dans N/K. On désigne par Ty si £ € Sy (resp. Tz* si £ ¢ Sw) lappli-
cation W(Ty)/T; (resp. ¥(T,)/T;). On déduit de [Tayl], partie 3 et de [Er3],
Théoreme 3.6 :

Proposition 3.2.3 Soit f(;) (resp. f&)) Papplication Ref[l (resp. R[fg_l) pour
e Sy (resp. £ ¢ Sw). Alors :

[ = H fw H fo

teSw  t¢Sw
est un représentant de (Ay,/x) dans Homq,(Rg, J(E)).

Pour tout premier / de Q et toute application g € Homg,(Rg, J(E)), on note
g1 € Homgq, (Rg, Ji(E)) la l-composante de g. On déduit alors de la remarque
3.1.2, de (3.2) et de (3.3) le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.4 On suppose | premier a |G|, alors f; € Det(Z;[G]*).

Au vu de l'isomorphisme (3.1), on peut donc se concentrer, pour étudier la
classe (An/ ), sur les diviseurs premiers p de I'ordre de G. La présentation des
résultats est grandement facilitée par I'isomorphisme qui fait ’objet du prochain
paragraphe.

3.2.4 Passage du semi-local au local

Ce paragraphe reprend le début de la partie 3 de [CNT2]. On fixe pour tout
premier p un plongement :
Jp : Q= QZC)
Si M est un sous-corps de Q°, on désigne par M, la fermeture de j,(M) dans
Q}, et on note encore j, 'homomorphisme d’algebres induit :

M ®qQp —» M,

La restriction de j, & K, N et E y définit des idéaux premiers que I’on note
respectivement g, P et p. Ainsi j, induit-il des isomorphismes de corps :

K, ~K,, Np—>N,, E,~E,
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Soit G(p) le groupe de décomposition de P dans N/K. C’est un sous-groupe de
Gal(N/K). On associe a j, un plongement j; de (g, dans {2 en posant, pour
tout © € Q° et w € (g,
2l = o (j (2)?)

On obtient un morphisme injectif {dg, < (g qui permet d’identifier les groupes
Gal(N,/Kp) et G(p). Soifc Rg p anneau des caracteres virtuels de G' dans Q,
alors 'application x — x?» est un isomorphisme d’anneaux de Rg sur Rg . On
obtient ainsi un homomorphisme de groupes encore noté j; :

Jp + Hom(Rg, J,(E)) — Hom(Rgyp, Ey)

fo— (= f(xjp_l)pjp) (35
Il induit par restriction un homomorphisme :
Homg, (Ra, J,(E)) — HomQQP (Re ps E;)
lequel se factorise en isomorphisme de groupes ([Fro], II, lemme 2.1) :
. Homay (R, J,(E)) _ Homay, (R E) 6

7 T Det(Z,[G) Det(Z,[G]")

A Taide du corollaire 3.2.4, on en tire immédiatement la condition suffisante
suivante pour la trivialité de (Ay,/x) :

Vp diviseur premier de |G|, j, (f,) € Det(Z,[G]")

Cette condition n’est pas nécessaire car on sait que le représentant f de (An, )
peut étre remplacé par son produit avec une application de Homgq,(Rg, E*).
Cette propriété se traduit en termes locaux par le résultat suivant qui sera fort
utile.

Lemme 3.2.5 Soient p un nombre premier et k € Homq,(Rg,OF;). On note k;
la composée de k avec le plongement diagonal E* — J;(E) et on suppose que
pour tout premier | distinct de p :

(i) ji (ki) € Det(Zi[G]") et ji (fi) € Det(Zi[G]"),

(ii) iz <£—Z> € Det(Z,[G]").

Alors (An/k) = 1.

3.2.5 Un représentant local

On voit que le coeur du probleme réside dans I'étude de j;(f,) pour les
diviseurs premiers p de lordre de G. On fixe un tel p et on veut déterminer
I'image du représentant semi-local f, de (Ay, k) par j,,. Comme f, est le produit
de norme-résolvantes par des sommes de Gauss locales, on étudie 'image de ces
facteurs. On note encore p (resp. P) le premier de K (resp. N) défini par j,.
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L’élément semi-local a,, base de A, comme Of,[G]-module, peut étre choisi de
sorte que, via I'isomorphisme :

'Ap = H 'ANP//KKJ

P /e

on ait a, = (ap/)p:/, avec apr = 0 pour P’ # P tandis que ap = a; est une
base de An, /i, comme O, [G(p)]-module (voir [Er3] partie 5). On sait par le
théoreme 19 de [Fr6] que, pour tout x € R, 1'égalité suivante est vraie modulo
le dénominateur de (3.1) :

N jglag | )" = Nk, a0, (@ | X37)

oll xp désigne la restriction de x & G(p). On tire alors de (3.5) :
‘]; (NK/Q(G’P | ' )) = Indg(p)NKp/Qp (ap | : )

On examine maintenant j;(fg). Il découle de la définition des sommes de Gauss
locales que, pour tout x € Rg,p :

J;(fé)(X) = fg(xljgl)jp

On en déduit que j; (T)) € Indg(l)(Hom(Rg(l)’p, E7)). On a un résultat analogue
pour j(T7).

3.3 Etude des sommes de GGauss

On a vu plus haut que les sommes de Gauss sont un ingrédient essentiel
pour la description et 1’étude de la classe de la racine carrée de la codifférente
dans le groupe des classes C1(Z[G]). On revient ici sur leur définition. Dans le
cas ou elles sont appliquées a un caractere abélien, elles sont données par une
formule explicite (3.7), mais celle-ci ne permet pas toujours un calcul direct.
C’est pourquoi on dérive de résultats de [Tat2] une expression simplifiée pour
les sommes de Gauss locales de caracteéres abéliens, qui sera utilisée dans la
partie 3.4.

On rappelle ensuite par quel procédé on étend la définition des sommes de
Gauss locales a tous les caracteres du groupe des représentations virtuelles Rg.
On n’a plus alors de formule explicite pour la somme de Gauss, qui est ca-
ractérisée par certaines propriétés. Cela permet néanmoins d’obtenir la formule
d’action galoisienne sur les sommes de Gauss locales que ’on énonce a cause de
son importance dans la suite.

3.3.1 La somme de Gauss d’un caractére abélien

On reprend quelques éléments de l'introduction de I'article [Tat2] de Tate.
L’équation fonctionnelle de la fonction L d’un corps de nombres K, complétée
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par des facteurs adéquats aux places archimédiennes et évaluée en une représen-
tation ¢ du groupe de Galois G d’une extension finie L de K, fait apparaitre
une constante (par rapport & la variable complexe) W (¢). Langlands et Deligne
ont montré que cette constante se décompose en un produit de facteurs locaux :

W(e) =] W4

ol le produit est indicé par les premiers p de K et ¢, est la restriction de ¢
au groupe de décomposition en p dans L/K (défini & conjugaison pres, ce qui
suffit pour définir W (¢,,)).

Plus précisément, lorsque ¢ est une représentation de GG de degré 1, on peut
la voir comme un caractere de Hecke, c’est-a-dire un caractere d’ordre fini du
groupe d’ideles J(K) trivial sur K*. Pour toute place p de K, ¢, est la res-
triction de ¢ a K. On peut alors déterminer explicitement la constante locale
W (¢,). En particulier, si ¢, est un caractére modéré, alors W(¢,,) est le pro-
duit d’une puissance de la caractéristique résiduelle de K, par une expression
qui s’identifie & une somme de Gauss “classique” (ou de congruence). Pour des
détails sur ce point, on peut consulter le chapitre 5 de [Er4], notamment la
proposition 3.3.c.

On en vient a la définition de la constante locale associée a un caractere
abélien. On définit chemin faisant la somme de Gauss locale. Soient p un nombre
premier de Z et s une extension finie de Q,,, d’anneau de valuation O,. On définit
le caractere additif canonique 1, de K comme étant ’application composée :

kS Q —» Q)T — Q/Z LS (@)

En particulier, on note 1, = 9g,. Soit x un caractere abélien de £, le conduc-
teur de x est le plus grand idéal f(x) de O, tel que x soit trivial sur 14+ f(x).
Si f(x) = O, on convient que 1+ f(x) = OF. A linstar de [Tat2], on note
D(x) = f(X)Dx, olt Dy, = Dyq, est la différente absolue de x et on choisit
d € k tel que dO,, = D(x). La somme de Gauss en y est définie par la formule :

Te(X) = Y x(d ™ @) (d ') (3.7)

ot z décrit un ensemble de représentants de O modulo 1 + f(x). On vérifie
que cette quantité ne dépend pas des choix effectués (voir [M3] p. 29). Si x est
non ramifié, c’est-a-dire de conducteur f(x) = O, la somme se réduit & un seul
terme 7, (x) = x(D;1). La constante locale est reliée & la somme de Gauss par
la formule :

W(x) = Nyg,(f0)) 1 (x ) (3.8)

3.3.2 Exemple de calcul d’'une somme de Gauss

On calcule ici la somme de Gauss d'un caractére abélien Y d’ordre fini de
Q;, de conducteur p?Z, et d’ordre 1 ou p, ol p est un premier impair. Un tel
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caractere se factorise, via I'application d’Artin de @Q;, en un caractere x du

groupe de Galois I' d’une extension abélienne faiblement ramifiée v/Q,, :
Q, — G = (@)

Réciproquement, tout caractere x de I' composé avec application d’Artin de
I'extension v/Q,, donne un caractere abélien ¥ d’ordre fini de Q- Vu le lemme
1.3.4 du chapitre 1, le conducteur de X est p® Z, si x est ramifié, Z, sinon. La
formule (3.7) donne :

o (x) = 1 si x est non ramifié
P X) P, X(@)wp(p~2a) siy est ramifié

ou x décrit un systéme de représentants de Z/(1 + p°Z,). On suppose main-
tenant que x est ramifié. On écrit z = ) .., zipt avec 0 < x; < p—1, et
0<u=uz<p. Soient 0 <w < p—1etyéeZ, tels que z/u = 1 + pw + py,
alors :
z = u(l+pw) (1 +p2L>
u(l + pw)

et, comme X est trivial sur 1+ p2Z,, Y(z) = Y(u(1+pw)) = X(u)X(1 + pw). On
pose ¢ = 1,(1/p?) (c’est une racine primitive p?-itme de I'unité). On a :

) =X Y. XWX+ pw)¢* (P
0Zush1

Puisque 1+ pw = (14 p)* mod p?Z,, alors X(1+ pw) = X(1+p)Y, si bien que :
) =XP?) Y, X)]"B(u,x)

1<u<p—1

avec B(u, X) = Y g<pwep 1 (X(1+p)¢P*)". Comme X est trivial sur 1 +p°Z, et
non identiquement égal & 1 sur 14 pZ,, x(1+p) est une racine primitive p-ieme
de l'unité. Puisque (7P en est une aussi, il existe un unique entier u(x) avec
1 <u(x) <p-—1, tel que:

X(1+p) = ¢ (3.9)
On a donc B(u, x) = 0 (resp. p) si u # u(y) (resp. si u = u(x)), et on obtient :

1 si x est non ramifié

(x) = { pX(u(x)/p?) C*X) i x est ramifié (3.10)

3.3.3 Propriétés des sommes de Gauss abéliennes

Ce paragraphe est une adaptation aux sommes de Gauss de caracteres abé-
liens des résultats relatifs & la constante locale de la premiere partie de [Tat2].
On note encore x une extension finie de @, avec p premier impair et v, la
valuation normalisée de k; on se donne une uniformisante 7. Le résultat qui
suit permet d’obtenir une expression simplifiée de la somme de Gauss.
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Proposition 3.3.1 Soient x un caractére d’ordre fini de k*, X son inverse et a un
idéal de O, tel que a?| f(x).

(i) I existe ¢ = c(x) € K tel que cO, = D(x) et, pour tout y € b = a= f(x),
X(1+y) =ve(cy)

(ii) Pour un tel ¢, on a :
Tn(X) = NK/QP (Cl) Z X(c_lx)wn(c_lw)

ou x parcourt un systeme de représentants de 1 + a modulo 1 + b.

On en déduit l'expression simplifiée suivante pour la somme de Gauss d’un
caractere dont le conducteur est de valuation paire, en particulier pour un ca-
ractere non ramifié ou sauvagement et faiblement ramifié.

Corollaire 3.3.2 Soient x un caractére d’ordre fini de k* tel que v.(f(x)) = 2n
avec n entier et ¢ € k vérifiant la condition (i) de la proposition ci-dessus
relativement a x et a = (m)™. Alors la somme de Gauss de k en x s’écrit :

7 (X) = Nisg, (FOO) 2 x (e b(e™)
Preuve. On remarque que b = a, si bien que la somme est réduite a un seul
terme. |

Remarque 3.3.3 Cette formule généralise celle du paragraphe 3.3.2. En effet, on
voit facilement que c(x) = p*u(x)~! vérifie la condition (i) de la proposition
3.3.1 relativement au caractere y de Q et a a = pZ,. De méme, si x est non
ramifié, ¢ € DL, donc ¥, (c!) = 1 et on retrouve que 7.(x) = x(D;1). Le
corollaire 1 de [Tat2], page 96, montre plus généralement que W(x) est une
racine de 'unité deés que v, (f(x)) # 1.

On démontre maintenant la proposition 3.3.1. Sa preuve est calquée sur celle de
la proposition 1 de [Tat2], pages 95-96.

Preuve. Si a = O,, soit ¢ € k vérifiant ¢cO, = D(x), alors pour tout
y€b=f(x)=f(X),x(1+y) = 1 par définition de f(¥) et, comme ¢~ 'y € D!,
on a Try/q, (¢ ty) € Z; donc . (c 'y) = 1 lui aussi. Quant a la formule qui
donne la somme de Gauss, elle est dans ce cas identique & (3.7).

On suppose maintenant a # O,. On voit que (7) |a|b]| f(x) et que, si y et
y’ appartiennent & b, yy’ appartient & f(x) = f(X). Il s’ensuit que :

XA+y)xA+y)=x(1+y+y)

et donc A : y — X(1 +y) est un caractere additif de b. On peut prolonger \ &
K, obtenant ainsi un homomorphisme du dual de x*. Or on sait par le lemme

2.2.1 de [Tat1], page 308, que ¥, engendre Rt sur BT par x — (y — . (zy)).



70 CHAPITRE 3. STRUCTURE GALOISIENNE : PRELIMINAIRES

Il s’ensuit qu'il existe ¢ = ¢(x) € & tel que A(y) = . (c~1y) pour tout y € x et
done X(1 + y) = . (c~ty) pour tout y € b.

Comme f(x) est strictement inclus dans b, on a 7= f(x) C b. On en déduit
que y — P.(c ly) est trivial sur f(x) mais pas sur 7! f(x). Or le conducteur
de 1, est D1, si bien que ¢! f(x) = D! et donc cO,, = f(x)Dx = D(x). Le
point (i) de la proposition est donc démontré.

On calcule maintenant la somme de Gauss. Puisque ¢cO, = D(x), on a par
(3.7) :

T (%) > X))

z€eOk
mod 1+ f (x)

= Z Z X(cflz(l+y))¢m(cilz(1+y))

z€OF yED
mod 146 mod f(x)

= > (M eale ) Y bele Mz~ 1))
z Yy

par définition de c et additivité de ¢.. Or 3, s (¢ ty(z —1)) = 0 sauf si, pour

tout y € b mod f(x), ¥x(c ty(z — 1)) = 1, c’est-a-dire ¢~ ly(z — 1) € D! ou

encore z — 1 € a. Dans ce cas,

ﬂ-'”rc(b)

_ b Ve —v
an(c 1y(z—1)) = ‘f(x)‘ = ‘ﬂ.uﬁ(f(x)) = NH/QP(T‘-) (O =vx() = NH/Qp(a)
Yy

et le point (ii) de la proposition en découle. |

Remarque 3.3.4 La preuve montre que la condition (i) peut étre affaiblie tout
en gardant les mémes propriétés pour c.

1. sia= O, (i) et (ii) sont impliqués par :
(i) Soit ¢ € O, tel que cO,, = D(x)
2. sia# O,, (i) et (ii) sont impliqués par :
(i") Tl existe ¢ € O, tel que, pour tout y € b, X(1+y) = 1. (c"'y)

Le résultat suivant n’apparait pas dans [Tat2] mais il sera utile dans la suite.
On note que la seconde opération d’Adams agit sur les caracteres abéliens par

P(x) = x>

Lemme 3.3.5 Soient x un caractére d’ordre fini de k* et ¢(x) € k vérifiant la
condition (i) de la proposition 3.3.1 relativement & x et a un idéal a dont le
carré divise f(x). Alors

c(¥(x)) = c(x)/2

vérifie la condition (i) de la proposition 3.3.1 relativement a 1(x) et a a.
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Preuve. 11 est clair que x et x? ont méme conducteur. La vérification du pre-
mier terme de la condition (i) pour c¢()/2 relativement & () et & a est alors
immédiate puisque 2 € OF. Soit y € b = a~Lf(x), on a ¥(x)(1+y) = X(1+y)?,
tandis que 1, ((c(x)/2)~y) = ¥u(2c(x)~y) = Yulc(x)~'y)?, d'ot le résultat. |

On s’intéresse maintenant a la somme de Gauss d’un produit de deux ca-

racteres dont I'un est “moins ramifié” que autre (voir [Tat2] corollary 2 page
98).

Corollaire 3.3.6 Soient x, a et ¢ comme dans la proposition précédente. Soit p
un caractére d’ordre fini de k* tel que f(p)|a. Alors 7. (px) = p(c™1)7.(x). En
particulier, si p est non ramifié, alors :

Te(px) = p(PO) ™) 7e(X)
Preuve. On montre tout d’abord que la proposition 3.3.1 s’applique a px avec
le méme a et le méme ¢ que pour x. Comme f(p)|a|f(x), ona f(px) = f(x).
On voit donc que a? | f(px) et que cO,. = D(px). De plus, puisque b C a C f(p),
on a p(1 4 y) = 1 pour tout y € b, si bien que ¢ vérifie les conditions (i) de la
proposition 3.3.1 relativement a a et & px. On en tire :

Te(pX) = Npjg, () > px(c ' a)ye(c ')

x€l+a
mod 1+ b

mais p(x) =1 pour & € 1 + a, ce qui achéve la preuve du corollaire. |

3.3.4 Action galoisienne sur la somme de Gauss

Grace a (3.7) et (3.8), la constante locale W (x) est définie pour les caractéres
abéliens x du groupe multiplicatif de toute extension finie x de Q,. Via l'ap-
plication d’Artin, ceux-ci correspondent aux représentations de degré 1 de €.
Comme ’équation fonctionnelle de la fonction L d’un corps de nombres est va-
lable pour les représentations de tous degrés, I'existence de constantes locales
n’est possible que si on peut étendre W (x) a toutes les représentations (de degré
fini) de Q. Il faut de plus que la fonction étendue ait de bonnes propriétés.

Plus précisément, soit x une extension finie de @,. On note R(x) l'ensemble
des paires (v, p) avec v/k extension finie et p représentation virtuelle de €,
(c’est-a~dire une somme & ccefficients entiers de caracteéres irréductibles de Q,,,
ou encore la différence de deux représentations linéaires de dimension finies de
Q,). Une fonction F' définie sur les caracteres d’ordre fini de v* pour toute
extension finie v de k et & valeurs dans un groupe abélien A est dite extensible
si elle peut étre étendue a une fonction de R(k) & valeurs dans A qui vérifie les
conditions suivantes :

(i) F(v,p1+p2) = F(v,p1)F(v,p2) pour tous (v,p;) € R(k)
(i) si(v,p) € R(k) avec dim(p) =0et Kk C v/ C v, alors :

F(V? p) = F(V/alndl//u’(p))
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ot Ind,, /,/(p) est la représentation de €2, induite de p. Une fonction extensible
admet une seule extension vérifiant (¢) et (i) (voir [Tat2] Remark 1 pp. 102-103).

Les propriétés de la constante locale d’un caracteére abélien, que I'on a tra-
duites en terme de sommes de Gauss dans le paragraphe précédent, sont ex-
posées dans [Tat2] en vue de présenter la preuve de Deligne du théoréme de
Langlands, qui stipule que la constante locale d’une extension x de Q, est ex-
tensible. Comme il est facile de voir que le conducteur f(x) est une fonction
extensible, ce résultat équivaut au fait que la somme de Gauss soit extensible
([M3], pp. 38-39). La conséquence principale est que la constante globale W et
la somme de Gauss 7 définie & partir d’elle (voir [Fro] 1.5.22) se décomposent
en produit de facteurs locaux. Soient K un corps de nombres et y un caractére
virtuel de Qg, alors :

00 = [[ 7. () wx) =W,

@ finie

ol X, est 'image de x par j; (p étant la caractéristique résiduelle de K,). On
peut consulter [Fro], pp. 108-111, pour des détails.

Comme l'inductivité en degré 0 (i7) détermine 7. () pour tous k/Q, et x,
on notera dorénavant en général 7() en place de 7, (x).

Le théoreme de Langlands a d’autres implications. Ainsi, Tate montre que
I’analogue de la formule du corollaire 3.3.6 pour la constante locale peut étre
prolongée aux caracteres virtuels ([Tat2] corollaire 5 p. 115). Il calcule les pro-
duits W(x)W(X) et W(x)W(x) (corollaire 1 p. 109); Martinet fait de méme
pour la somme de Gauss (proposition 4.1 de [M3]). L’application la plus utile
pour l'étude des modules galoisiens est la formule d’action galoisienne de la
somme de Gauss locale ([M3] p. 42), montrée auparavant par Frohlich pour la
somme de Gauss globale.

Théoreme 3.3.7 Soit x une extension finie de Q, et x un caractere de (Q,,. Pour
tout w € (g, on a I'égalité :

—1

(X ) = 7(x)Dety (up(w))

ot up(w) est I'unique unité p-adique telle que, pour toute racine de I'unité n
d’ordre une puissance de p, on ait 77“’71 = ptr(@),

3.4 Extensions a groupe d’inertie abélien

Dans cette partie, on considere une extension finie faiblement ramifiée de
corps locaux v/k de degré impair, de caractéristique résiduelle p. On note T" le
groupe de Galois et on suppose que le groupe d’inertie I'g est abélien. On se
propose d’illustrer les résultats de la partie précédente en donnant une expres-
sion “simple” de la somme de Gauss d’un caractére irréductible de I' (& valeurs
dans Q°). Pour cela, il est indispensable d’avoir une...
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3.4.1 Description des caracteres irréductibles de I'

Comme la suite exacte :

1—Ty—I— — —1
0

n’est pas nécessairement scindée, on ne peut pas appliquer directement le “lemme
des petits groupes” de [Se3] (proposition 25). Cependant, on va montrer que ce
résultat s’étend a la situation présente (I'y abélien et I'/T'y cyclique). Il est a
noter que des résultats plus généraux sur ce type de questions peuvent étre
trouvés dans [F1] et [F2].

Le groupe I' agit sur les caracteéres irréductibles de I'g. Soient v € T' et
p € T'p, on définit le caractere " par :

7 (x) = p(77 2y), Yo €Ty

On note £, = {y € I, 7 = ¢} le stabilisateur de ¢. Alors I'y C £, et, comme
I'/Ty est cyclique, on a X, distingué dans I' et X, /T’y est cyclique. On déduit
alors du corollaire (11.47) de [CR1] que ¢ s’étend en un caractére abélien de
Y. De plus, si ¢ et ¢” étendent tous les deux ¢, alors ©"¢' " est inflaté d’un
caractere de X, /T. Il s’ensuit que ¢ possede |3, /T'y| extensions distinctes a
S

On fixe maintenant un systéme de représentants {¢1,...,¢,} du groupe
des caracteres irréductibles de I'g sous l'action de T" et, pour 1 < ¢ < r, on
note ¥; = X, et n; = [X; : T'g]. On écrit {¢;1,...,¢in,} pour les différentes
extensions de ¢; et on pose 0; ; = Ind£i¢i7j. On a le résultat suivant.

Proposition 3.4.1
(i) 0;; est un caractére irréductible de T';
(i) 0; ;=0 < i=ketj=1;
(iii) tout caracteére irréductible de I' est égal a I'un des 0; ;.

Preuve. Le point (i) est une conséquence immédiate du critere de Mackey :
comme ¢; ; est abélien donc irréductible, on doit montrer, pour s € I' \ X,
que @; ; et ; ;° sont deux représentations abéliennes distinctes de X;. Or leurs
restrictions a L' sont ¢; ;= @i et @i jip, = @i, avec s ¢ X;.

On prouve maintenant le point (4i7). Soit x un caractére irréductible de T,
sa restriction xjp, & g est une somme de caractéres abéliens et il existe un
caractere irréductible ¢ de Ty tel que < xr,, ¥ >r,# 0, c’est-a-dire :

ﬁ 3 xa)p(a) £0

acly

Comme TI'y est distingué dans I, ceci entraine que pour tout s € I', on a :

T3 x(sa s p(sas ) #0
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si bien que, pour tout s € I', < xp,,»° ># 0 puisque x est central. Il existe
donc un entier i avec 1 <4 < r tel que < x|p,, i >7# 0 et I'on considere Ind?é Vi
Tout d’abord, on note que, pour tout 1 < j <mn; :

% _ _ _
< Indrogai,cpi,j >y, =< ‘Pi"»@id\ro >p,=< Vi, P; >= 1

Il s’ensuit qu’on peut écrire Ind?é ;= Z;;l @i+ a1 + - - -+ ady, ot les ay,
sont des entiers positifs et les ¥, des caracteres irréductibles de 3J; distincts des
©;,5- En comparant les degrés, on obtient :

n;
i
IndFO ()01 = Z @i,j
J=1

Mais < X‘Ei,Ind?éapi >=< X1y, ¥i >7 0, donc il existe un entier j avec 1 <
J < n; tel que < xx,,®i,; ># 0, si bien que :

< X,Indgi(pid >#0

et, comme Y et Indgigow- sont deux caracteres irréductibles, cela entraine qu’ils
sont égaux.

On en vient & la preuve du point (7). On suppose donc que 6; ; = 6y ;. Ceci
entraine que leurs restrictions a I'g sont égales, et donc :

Z i = Z Sth

ger/>; her /Sy,

Alors ¢; et @i sont conjugués et donc égaux, c’est-a-dire ¢ = k. L’égalité des
restrictions de 0; ; et 0; ; & ¥; nous assure 'existence de g € I' tel que ¢; ; = ;9.
En restreignant a I'y, on trouve que g € X;. Mais ; ; est un caractere abélien de
Y, donc ;19 = @, et j =1, ce qui termine la preuve de la proposition 3.4.1. |

Pour tout 1 <4 < r, on fixe maintenant un caractere abélien @; de %; qui
étend ;. On peut interpréter le point (iii) de la proposition 3.4.1 en disant que
tout caractere irréductible y de I' est de la forme Indgi (@ip), ou p est l'inflaté
a ¥; d’un caractere p de X; /T, pour un entier ¢ avec 1 <4 < r. On s’intéresse
au comportement d’une représentation irréductible par rapport a la restriction
de I' a I'y. On note que ¥; est distingué dans I'. On fixe S; un systeme de
représentants de I'/Y;. La proposition 22 de [Se3] permet de montrer le résultat
suivant.

Proposition 3.4.2 Soit x = Indgi (pip) comme ci-dessus, alors Res x = @ g, i’

3.4.2 Une expression simple pour la somme de Gauss

On note p; la sous-extension de v fixée par ¥; et vy la sous-extension de v
fixée par I'g. La proposition suivante est un premier pas pour obtenir la formule
de restriction au groupe d’inertie pour la somme de Gauss.
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Proposition 3.4.3 Pour tout 1 <1i < r, on a les égalités :

(i) 7(i — (i) = T(@s — (@) osrsl,

(ii) pour tout s € S;, T(p;) = 7(vi®).
Preuve. On a 'égalité Ind?(’;goi = >, @i, o a décrit le groupe A des ca-
ractéres abéliens de %; obtenus par inflation de caracteres de ¥;/Ty. Comme
[2; : To] est premier a 2, la deuxiéme opération d’Adams ¢ commute & 'induc-
tion de T'p & ;. Or ¢; — ¥(ip;) est un caractere de dimension 0. Par inductivité
en degré 0 de la somme de Gauss, on en déduit, a I’aide du corollaire 3.3.6 :

(i = () = T(IndZs — w(IndF:00)) = Alp)7(@i — w(@) o)
avec A(p;) =[], @*(D(¢;))/a(D(pi)). Or a — a? est un automorphisme de A
et donc A(p;) = 1, ce qui démontre ().

Soit s € 5;, alors ¢; et ¢;° ont méme stabilisateur ;. De plus, ¢; est
un caractere abélien de ¥, qui prolonge ¢f et, par définition d’'un caractere
induit, on a ’égalité Indgi@ = Indgi@f. On en tire que 7(¢; — ¢F) = 1. Or,
Ind?; 0i =, pic et Ind?é p? =", Pia, d’ou I'on déduit que

(0 — i) = 7(@ — gp)lorl = 1
|

On peut maintenant énoncer la formule de restriction au groupe d’inertie pour
la somme de Gauss.

Théoreme 3.4.4 Avec les notations introduites ci-dessus, soit x = Indgi (@:p) un
caractére irréductible de I'. I existe c¢; € O,,, tel que :

T(x = ¥(x)) = T(Res x — ¥(Res X)) 5(D(¢:)) Bilei/4)' ™ ¢, (f = 1) /es)
ou f est le degré résiduel de 'extension v/k.

Le nombre ¢; sera précisé dans le lemme 3.4.6.

Preuve. Comme [[' : ;] est premier & 2, la deuxiéme opération d’Adams
¢ commute a 'induction de ¥; & T. De plus, @;p — (@;p) est un caractere de
dimension 0, d’ou

T(x = ¥(x) = 7(Pip — ¥ (@ip))
Comme ¢; et p sont des caracteres abéliens avec p non ramifié, on en déduit, a
I’aide du corollaire 3.3.6 :

T(x = ¥(x) = p(D(@i) (i — ¥(@4)) (3.11)

Soit 7 une uniformisante de k. Comme k C pu; C vy est non ramifiée, 7 est aussi
une uniformisante de pu; et de vg. Les conducteurs de @; et de @; vérifient :

Lemme 3.4.5

O,, sip; est trivial

f(wi) = f(9:)Ouy = { (71-2) sinon
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Preuve. Comme vy/k est non ramifiée, la premiere égalité est claire. On sait
par le théoréme 1 de [Se2] p.155 que

@i(1+m0y,) = @i (L+ 720y, v/10)) = 0i(Ty2)) = {1}

puisque T'y o) C I's = {1}. Si ;(1 + 70,,) = 1, alors ; est trivial sur I';.
Mais I'g = I'y par la proposition 1.2.3 donc ¢; est le caractere trivial de 'y =

Gal(v/vg). 1

On est maintenant en mesure de faire usage de la proposition 3.3.1 et du corol-
laire 3.3.2.

Lemme 3.4.6 Soit c; € O, vérifiant la condition de la proposition 3.3.1 appliquée
a @; avec a = () (resp. a = Oy, ) si p; est non trivial (resp. trivial). Alors

(@i = ¥(@:) = Gilci/ Dby, (—¢; )
Preuve. Par le corollaire 3.3.2, on a :
7(3i) = Ny ja, (F( @) 2Gi(c; by, (1) (3.12)

Il faut maintenant exprimer 7(¢(%;)) en fonction de ¢; = ¢(@;). Or, on sait par
le lemme 3.3.5 que le nombre ¢(g;)/2 vérifie la condition (i) de la proposition
3.3.1 relativement & ¢(@;) et & a = (m) (resp. a = O,,) si ¢; est non trivail
(resp. trivial). On en déduit I’égalité suivante :

T(¥(&1) = Nuo s, (F(@0)) /23 (267 o (e7)
et le point (i7) du lemme en découle a 'aide de (3.12). |

On est maintenant en mesure de terminer la preuve du théoreme 3.4.4. On
déduit des propositions 3.4.2 et 3.4.3 :

7(Resx — ¥(Res x)) = 7(pi — () = 7(&; — v(&:))
A Taide de (3.11), on obtient :
T(x = ¥(x)) = T(Res x — ¥(Res X))p(D(:))7(&: — ()7

et le lemme 3.4.6 permet de conclure. |



Chapitre 4

Structure galoisienne :
résultats

Comme son titre I'indique, ce chapitre est consacré a des résultats de struc-
ture galoisienne de la racine carrée de la codifférente. Jusqu'a la fin, N/K est
une extension finie galoisienne de corps de nombres, de degré impair, de groupe
de Galois G, faiblement ramifiée.

On a vu précédemment que la détermination de la structure de Z[G]-module
de la racine carrée de la codifférente Ay, x passe par I'étude de j;(fp) pour
tout diviseur premier p de 'ordre de G. Cet homomorphisme équivariant peut
s’écrire comme un produit de fonctions de caracteres. Certaines de ces fonctions
se traitent facilement, ce sont celles dans lesquelles la ramification sauvage ne
joue pas un role déterminant ; on peut alors utiliser les techniques de Taylor du
cas modéré ([Tayl]) et de [Er3]. On présente le travail d’adaptation nécessaire
dans la partie 4.1.

Le traitement des fonctions dans lesquelles intervient la ramification sauvage
s’avere plus délicat. Dans [Er3], le calcul de leur valuation permet d’établir que
ce sont des unités, ce qui montre que la racine carrée de la codifférente est libre
sur 'ordre maximal de Q[G] contenant Z[G] et meéne au théoreme 2 que 'on a
déja évoqué. Pour aller plus loin, il parait souhaitable, au moins dans un premier
temps, de se placer dans des situations plus favorables que le cas général. Ainsi,
[Tay?2] étudie la structure galoisienne de ’anneau d’entiers d’une extension finie
abélienne de corps de nombres, [B] fait de méme dans le cas local tandis que
[CNT2] se concentre sur les extensions finies galoisiennes de Q dont les premiers
groupes de ramification (aux places sauvages) sont abéliens, facteurs directs du
groupe de décomposition et distingués dans le groupe de Galois. Le résultat
présenté ici fait intervenir une hypothese légérement moins forte sur 1’extension
(cependant, la ramification y est supposée faible). On se restreint au cas d’une
extension absolue.

Théoréme 3 Soit N/K comme ci-dessus avec K = Q. On suppose que le groupe

7
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de décomposition de I'extension est abélien en toute place sauvage. Alors Ay /g
est un Z[G]-module libre.

Ce résultat se déduit aisément des propositions 4.2.2 et 4.2.10 qui seront montrées
dans la partie 4.2. La premiere, méme si elle traite le cas des places modérées,
utilise 'hypothese sur les groupes de décomposition aux places sauvages mais
reste valable pour une extension relative ; la seconde, qui traite les places sau-
vages utilise en plus le fait que K = Q puisqu’on l'obtient grace a I’étude locale
des extensions pures de @, menée dans la partie 1.3. En fait, on détermine ex-
plicitement le facteur j;( Jw)p), ce qui permet de prouver qu'il est de la forme
souhaitée.

On a vu que les extensions galoisiennes de QQ données par le polynoéme
numéro 16 de la liste d’extensions faiblement ramifiées du chapitre 2 et ’exemple
présenté dans le paragraphe 1.4.3 sont faiblement ramifiées de groupe de Galois
isomorphe a Cy x (5. Ces deux extensions éclairent deux aspects distincts du
théoreme 3 : la premiere en satisfait les hypotheéses, montrant que son champ
d’application n’est pas vide; la seconde ne les satisfait pas, mais le calcul per-
met d’y trouver une base normale pour la racine carrée de la codifférente, ce qui
laisse espérer une généralisation de ce théoréme.

Jusqu’a présent, tous les exemples d’extensions faiblement ramifiées de groupe
de Galois isomorphe a Cy x C3 étudiés par 'auteur ont permis de trouver une
base normale de la racine carrée de la codifférente (voir le chapitre 5). Il semble
probable que Ay soit toujours un Z[G]-module libre lorsque IV est une extension
faiblement ramifiée de Q de groupe de Galois G et de degré une puissance de p
avec p premier impair.

Le théoreme 4 présenté dans la partie 4.3 fait un pas dans cette direction.
On y montre que 'ordre de la classe de la racine carrée de la codifférente d une
p-extension faiblement ramifiée divise I'ordre du groupe d’inertie en p.

4.1 Adaptation de résultats existants

Dans cette partie, on considére une extension N/K vérifiant les conditions
énoncées en début de chapitre. Si [ est un nombre premier de Z, on rappelle
(voir le chapitre précédent) que le plongement j; : Q° — Qf définit de maniere
unique un idéal premier ¢ (resp. £) de Ok (resp. On). On note G(I) le groupe
de décomposition de L sur £ et Sy I'ensemble des nombres premiers [ de Z tels
que £ soit sauvagement ramifié dans N/K.

On fixe un diviseur premier p de I'ordre de G. On constate que j;(f,) est
un produit d’au plus trois types de facteurs choisis parmi les suivants :

o (Fyp) 00 dp(Fipy p)s I (Flyp)s LE Sws dp(fwp)s L€ Sw

ou | # p décrit 'ensemble des nombres premiers de Z correspondant & une
place ramifiée dans N/K. On note que le premier facteur n’intervient que si
p € Sw, le deuxiéme seulement si p ¢ Sy,. Dans cette partie, on meéne I’étude
des facteurs “modérés” j;(f(*p)p) (pour lequel p ¢ Sy) et j;(f(*l)’p)7 pour lequel



4.1. ADAPTATION DE RESULTATS EXISTANTS 79

I # p, 1 ¢ Sw (mais p peut indifféremment appartenir ou non a Sy ), a partir de
résultats de [Tayl] et [Er3]. On commence par 1’étude du premier d’entre eux.

Lemme 4.1.1 On suppose que p ¢ Sw. Il existe une extension galoisienne et
modérément ramifiée L,,/Q, telle que :

Jp(Fipyp) € Indg(p)Det(OLp [G(p)]")

Preuve. On commence par observer que j;(f(*p) p) = Indg(p) (gp) ol gp est
Iélément de Homg, (R (p),ps OEP) défini par :

9 (X) = N, /0, (@175 (T;) 7 (1), ¥X € Ray

Comme dans la démonstration du lemme 8.4 (a) de [Er3], on reprend celle
du théoréme 31 de [Frd] en remplagant les théoremes 23 et 25 de [Fro] par
le théoreme 5.2 et 1’égalité (6.3) de [Er3]; on obtient alors, en spécialisant le
théoreme 31 & F = K,, L = N,, ' = G(p), j = jp et a = «a, Panalogue
de ce théoreme pour f; en place de 7* (et x en place de x7), & savoir qu’il
existe une extension galoisienne modérément ramifiée L,/Q, telle que g, €
Det(Or, [G(p)]")- |

L’objet du lemme suivant est le comportement du deuxieéme facteur. Ici, le
fait que p corresponde ou non a une place sauvage est sans importance.

Lemme 4.1.2 Pour tout nombre premier I de Z tel que l ¢ Sy et 1 # p, il existe
une extension galoisienne non ramifiée F;/Q, telle que

Jp(f.p) € ndG) Det(OR [G(D)]")

Preuve. On note d’abord que j; (f(; ,) = Indg(l)(h;) avec hy(x) = j, (T}*)’l(x),
pour tout x € Rg(1),p- Le théoreme 3 de [Tayl] assure que

7" € Det(Og,[G()]")

ot Q,[l] est extension de Q, obtenue en lui adjoignant les racines [-iemes de
l'unité. Les résultats de [CNT1] (inclusions (2-7)) permettent alors d’affirmer
que :

U(7") € Det(Og,m[G(D]")

et donc il en va de méme pour hy. On note enfin que F; = Qp[l] est non ramifiée

sur Qp. 1

Les facteurs “sauvages” j; (f(,)p) avec p € Sw et j;(fu)p) avec I # p, | € Sw
(et p appartient ou non & Sy ), ne se traitent pas aussi facilement. On a besoin
d’une hypothése sur les groupes de décomposition aux places sauvages.
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4.2 Extensions abéliennes aux places sauvages

N/K est encore une extension finie galoisienne de corps de nombres de
groupe de Galois G, de degré impair, faiblement ramifiée. On suppose dorénavant
qu’elle vérifie :

Hypothése 4.2.1 Pour tout | € Sy, le groupe de décomposition G(l) est abélien.

On va montrer la proposition suivante dans le prochain paragraphe.

Proposition 4.2.2 Soit N/K comme dans l'introduction de ce chapitre, vérifiant
I’hypothése 4.2.1 et soit p un nombre premier correspondant a une place modérée
de N/K. Alors j;(fy) € Det(Zy[G]*).

4.2.1 Le dernier facteur des places modérées

Dans ce paragraphe, on fixe un diviseur premier p de Uordre de G (p sauvage
ou modéré) et on montre :

Lemme 4.2.3 Pour tout nombre premier | € Sw, | # p, il existe M;/Q, non
ramifiée telle que j,(fu),) € Indg(l)(Det(OMl [G(D]F)).

Dans le cas ou p est une place modérée, on en déduit, a ’aide des lemmes 4.1.1
et 4.1.2, qu’il existe une extension modérément ramifiée V/Q, telle que :

i) =0y TT 35 T1 35 (ws)
¢ Sw leSw
I#p
appartienne & Det(Oy[G]*). Puisque j;(f,) est un Qg,-homomorphisme, le
théoreme des points fixes de Taylor ([Tayl], Théoréeme 6) entraine alors la pro-
position 4.2.2. On prouve maintenant le lemme 4.2.3.

Preuve. Puisque G(I) est abélien, on peut le décomposer en produit direct
G'(I) x G" (1) ou G'(1) (resp. G"(l)) est le produit des g-sous-groupes de Sylow
pour g # [ (resp. le l-sous-groupe de Sylow) de G(I). Tout caractere irréductible
x de G(I) se décompose en un produit x'x” ot x’ (resp. x”’) est égal a la
restriction de x & G’(1) (resp. G”(1)). Puisque N;/ K] est abélienne, Go(l) = G1(1)
par la proposition 1.2.3 du premier chapitre, donc Gy (1) C G”(1) et le caractére
X’ est non ramifié. Soit = une uniformisante de K, alors, pour tout caractére
x irréductible de G(I), on a f(x) = f(x”) = (7)? (resp. O,) si X" est ramifié
(resp. non ramifié). Comme x’ et x” sont des caractéres abéliens, on sait par la
définition (3.7) et par le corollaire 3.3.6 que :

) X(Dg,)~t si x est non ramifié
Ti(x) = _
X X (f(X")Dk,) 17’1(){”) si y est ramifié

On pose r(x) =r(x") = 2+ v:(Dkg,) (resp. v;(Dk,)) si x est ramifié (resp. non
ramifié). On a donc :

Jp(fyp) = Indg(z)(“”)



4.2. EXTENSIONS ABELIENNES AUX PLACES SAUVAGES 81

ot u est défini sur les caracteres irréductibles de G(1) par u(x) = x/(7"X)) et ot

v = Indg,(,l()l)ffl. On déduit du corollaire 3.3.2 et du lemme 3.3.5 ’expression

suivante de la somme de Gauss :

(" = (") = X" (e/Hr,(~ 1)

oll ¢ est comme dans le corollaire 3.3.2. Comme X" est un caractere d’un I-
groupe, il est a valeurs dans les racines [-iemes de 'unité ; de par sa définition, il
en va de méme pour ¥ g,. On en déduit qu’il existe une extension non ramifiée M;
de Qp, obtenue en lui adjoignant les racines l-ieémes de 'unité d’ordre suffisant,
telle que 7 € Homg,, (Rer(1),p, OF, ). Mais comme p # [, on a :

HOIHQML (RG”(l),p> O*Ep) = Det(O]\/[l [GH(Z)]*) (41)
et par conséquent :

Indg), (1) € Det(Oar,[G(1)]) (4.2)

En outre, grace & [CNT1], on sait qu’il en est de méme de \I/(Indg,(,l()l)n). On a
donc démontré :

Lemme 4.2.4 II existe une extension non ramifiée M;/Q, telle que
Indg ;) (v) € Det(Ony, [G])

On examine maintenant le facteur u € Homg% (Raqy, (’)*Ep). On a le résultat
suivant :

Lemme 4.2.5 Il existe t € Zy[G(1)]* tel que u = Det(t).

Preuve. On décompose G(1) en produit direct de trois sous-groupes :
G(l) = H1 X H2 X H3

avec Hy = G"(l) le l-sous-groupe de Sylow de G(I), Hs le produit des g-sous-
groupes de Sylow avec ¢ # p et ¢ # [, Hs le p-sous-groupe de Sylow de G(I). On
observe que si Hy = {1}, le résultat est immédiat par un argument similaire &
(4.1). On suppose donc que Hz # {1}. Tout caractére x de G(I) se décompose en
un produit x = x”x2x3 avec les notations précédentes. On pose m = |Hy|.|Ha|
(on a (m,p) = 1). On se donne un systéme de représentants {60, 0s,...,0,} des
orbites des caracteres de Hy Hz sous I'action de §2q, (si 0 et o sont dans la méme

orbite, on écrit 6 ~ ¢). Pour tout 6 € E\Hg, on pose :
1 _
co=— D> 0hTHR et ei= > e
heH1H»> 0~0;

Puisque (m,p) = 1, on note que e; € Zy[H1Hz], 1 < i < r et que 'on a :
1=>"€; €e*=¢e; et e;e; =0sii+#j. On note aussi que si ; = x"¢ avec x”
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caractere de G”'(1), alors si x”/ est ramifié (resp. non ramifié), tous les éléments
de l'orbite de #; ont la méme propriété. On ordonne les e; de fagcon a ce que les
e, 1 < i < s (resp. les s €5, 8 +1<j5<r) sment associés & un 6; ramifié (resp.

non ramifié). Si x € G’( ), x = 0xs avec 0 € Hng, alors
( ) o 1 sif~ 91
X =1 0 sinon

Par la théorie du corps de classes, on associe a m2+?=(Px;) (resp. ﬂ“"(DKL))
un élément de G(I) et on note o (resp. ) sa composante sur HoHs. On pose

maintenant :
t=o Z e +y Z e;j
s+1

On note que ¢ € Z,[G(1)]. De plus, il est inversible et son inverse est 071 Y ] e; +
yt ZZ+1 ej. Soit x = x"x" avec x’ = xax3. On a:

Det,, erz +x( )ix(ej)

s+1

On note que x(y) = X/(7P)) = x'(Dr,) et que x(0) = x'(w*F*=(Prr)) =
X' (f(X")Dk,). En outre, si x est ramifié, il existe i, 1 < ig < s tel que x"x2 ~
0;, et donc on a : Y 7 x(e;) = x(ei,) = 1, .1 x(ej) = 0. Si x est non ramifié
alors x""x2 ~ 0j, avec s+ 1 < j1 <ret 37 x(e;) =0, 3011 x(ej) = x(ej,) = 1.
On a ainsi démontré que u = Det(t). |

Le lemme 4.2.3 se déduit aisément des lemmes 4.2.4 et 4.2.5. |

4.2.2 Les places sauvages (cas absolu)

On se restreint maintenant au cas absolu. On veut montrer I’analogue de la
proposition 4.2.2 pour les places sauvages.

Soit N/Q une extension finie galoisienne de groupe de Galois G, de degré
impair, faiblement ramifiée, qui vérifie I’hypothese 4.2.1, dans laquelle p est
sauvagement ramifié. Comme G(p) ~ I' = Gal(N,/Q,) est abélien, I'extension
N,/Q, est pure (voir définition 1.3.1) et on sait par le théoréme 1 que N, est
égale & 'une des sous-extensions ramifiées de degré n = [N, : Q] de L.@p{n},
ou L est la sous-extension de degré p de Q, [p?]. On se propose d’expliciter le
facteur j5(f()») = Indf A, ot

hp(X) = (@x)7p (To) (X =¥ (X)) ¥x € Brp
On a déja la formule (3.10) pour la somme de Gauss. On en déduit :

Lemme 4.2.6

. _ 1 si x est non ramifié
Jp () (x —¥(x)) = { >~((p2/4U(X))C:_“(X) si x est ramifié
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Preuve. On suppose  ramifié. Comme I' est abélien, on a 9(x) = x2. De plus,
puisque X2(1 4+ p) = (72740 4(x?) vaut 2u(x) ou 2u(x) — p. Le résultat est
immédiat dans le premier cas. Si u(x?) = 2u(x) — p = 2u — p, on trouve que

(X = ¥(x) = X0 [4u)X (1 + p/(2u — p))?¢P "
Soit v = 1/(2u —p) = Y ;5qvip’ avec 0 < v; <p—1.0nal+pv=1+4py =
(14 p)¥° mod p?Z, donc
X(L+p/(2u—p))? = X(1+p)>0 = P2
en utilisant (3.9). On conclut en notant que 2uvgp = p mod p°Z,. |

Le calcul de la résolvante demande de faire une étape supplémentaire.

4.2.3 L’extension pure décomposée

On sait par le théoreme 1 et ’hypothese 4.2.1 que N, est I'une des sous-
extensions ramifiées de degré n = [N, : Q] de L.Q,{n}. Dans ce paragraphe,
on considere le cas o N, = L.Q,{n/p}. On a alors I' = C, x C,, et, pour
tout caractére x de I', on peut écrire x = x1x2, olt x1 (resp. x2) est égal a la
restriction de x & C), (resp. Cp,).

On commence par adapter la formule pour la somme de Gauss a la situation
présente. Comme Yo est non ramifié, on sait que :

mp(x1x2) = X2 (7" ¥ ) 7, (x1)

ol r(x1) = 2 si x1 est ramifié, 0 sinon. Comme I" est abélien, on en tire :

(X = ¥(x) = x2 (") 7001 — ¥(x1)) (4.3)
On déduit du lemme 4.2.6 que pour x ramifié,
(X1 — ¥(x1)) = X1(p* /4u(x1))¢ 0 (4.4)

en remarquant que u(x) = u(x1). On s’intéresse au premier facteur de (4.3).
Soit [ un premier distinct de p. Comme dans la démonstration du lemme 4.2.5,

on considere
p—1

t= 02697‘, +e € Zl[F]*
i=1
ol f est un caractere de €}, qui engendre @,, egi est 'idempotent associé au
caractere 6°, ey est 'idempotent associé au caractere trivial de Cp, et 0 € Cy,
correspond & p? par 'application d’Artin. On a alors :

X2 (p"X)) = Det, (t) (4.5)

Soit ¢(,) I'élément de Homg, (Rr, OF) défini par t(,) (x) = x2 (p"*")). On déduit
de (4.5) que ng, = Ind?t(p) appartient a Homgq, (Rg, OF;) et vérifie, pour tout

l#p:
Ji' (n(p)) € Det(Zi[G]")
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On peut donc appliquer le lemme 3.2.5 & k = n(, et F' = Q, ce qui ramene a
étudier 'application :
X € Ra = (o [ X)7 (2 — ¥ (x1))
On en vient au calcul de la résolvante. On remarque que :
An, = A ®z, Og, {m}

si bien que o, = a ® B, olt a,p, o et 3 sont respectivement des bases locales de
Ap, comme Z,[I'l-module, de Az, comme Z,[C}]-module et de Og, () comme
Zp|C'y)-module. On vérifie :

(ap [x) = (@[ x1) (B x2) (4.6)

Comme C, est abélien, on a :

(Blx2) = Z 37xa(07!) = Dety, ( Z 870

oeCyy, c€Cp

et donc, par [Fro|, proposition 1.4.3 et & 'aide de (3.4) :

X = (B]x2) € Det(Og, {m} [TT") (4.7)

avec Q,{m}/Q, non ramifiée. On étudie maintenant (« | x1).

Lemme 4.2.7 Soit x; un caractére de C,,. Il existe une base locale o de Aj, comme
Z,|Cp)-module et un entier v(x1) avec 0 < v(x1) < p —1 tels que :

(aly) = 1 si x1 est non ramifié
XU ¢uxa)+po0a) i vy est ramifié

Preuve. On sait par [Erl] que a@ = %(1 + Trq,(p2)/2(¢)) est une base de Af.
Soit r un entier tel que < 7 > soit d’ordre p — 1 dans (Z/p?Z)*, alors :

a:%(1+c+§"+~--+¢p’2)

On doit maintenant calculer (a|x1) = Zhecp ax1(h™1). Soit h € C, C
Gal(Q,[p?]/Qp). On choisit un w’ € Gal(Qp~/Q,) C Q@bp égal & h modulo
Q;‘i@bp[pz]. On sait par la remarque 1 de [M3], page 44, que

w' = Aup(w))

avec w = j,,w’j;l € Q?’QJD et up(w) € Zy, est tel que, si 7 est une racine de 'unité
d’ordre une puissance de p, alors 77‘*’71 = n*@) De plus, le théoreme 2 de
[Se2] 3.1, page 146, donne I’action de A(up(w)) sur Qpe. Il découle de ces deux
résultats que (" = ¢« = (%@ ) Par ailleurs, on a x1(h™1) = x1(up(w™)) et
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on note que, puisque h? = 1, on peut écrire up(w’l) = 1+pw+p?z avec x € Ly,
et we {0,1,---,p—1}. On en déduit :
M= et xa(hY) = Xa(1+wp) = Xa(14p)*
Si x1 est ramifié, on sait de plus que X1 (1 + p) = ¢~P*(X1) si bien que :
p—1

(alx) =- > (C”"‘Xl)w 4 epe-uba)) 4oL g c“’_QCPw@"‘zw(xl)))
p

w=0

1 p—1 1 p—2 p—1 !
== Z C*PU(Xl)w 4= Z CTk Z CPUJ(T’”*U(M))
p w=0 p k=0 w=0
0 0 sirkzu(x1)modp

Soit k I'unique entier tel que 0 < k < p —2 et r* = u(x1) mod p. Alors :

(o] x1) = ¢ Ox)+pvixa)

ouv(xy)esttelque 0 < wv(x1) <p—letwv(xi) = Tk*’;)(XI) mod p. Enfin, si y est
non ramifié, on trouve (a|x1) = % > (1 + > CTk(pr)) =1, ce qui termine

la preuve du lemme. |

On considere I'application ¢ € Homg, (Rc,.p, O, ) définie sur x1 € R, p
par :
p(x1) = (] x)m0a = ¥(x1))

On sait par [Er3], théoreme 2’, que ¢ € Det(M*), ot M est I'ordre maximal de
Q,[C,] contenant Z,[C,]. Dans la situation présente, on en tire le résultat :

Lemme 4.2.8 ¢ € Det(Z,[C,]").

Preuve. On déduit du lemme 4.2.7 et de 1'égalité (4.4) que pour tout x; €
Ro, p -

(x1) = 1 si x1 est non ramifié
= X1(p?/4u(x1))CPPX1)  si yg est ramifié

Soit €1 le caractere trivial de C,. Puisque X1 est & valeurs dans les racines
p-iemes de I'unité, on observe que

e(x1 —¢€1) =¢(x1) =1 mod P (4.8)

ou { = (P et P = (1—¢&) est 'idéal maximal de I'anneau Z,[¢]. Or on a une
injection :

LplCy] = Zp © ZLylE] ~ M

Yngg = (Xnge(g) . Xngb(g))



86 CHAPITRE 4. STRUCTURE GALOISIENNE : RESULTATS

ol 0§ est le caractere de C), tel que 0(g) = &9 via l'identification C, ~ Z/pZ.
Pour (a,b) € M, on a 'équivalence :

(a,b) € Z,[Cp] < a=bmod P

En effet, si (a,b) € Zy[C)], alors a = > ng et b = ny6(g) pour des n, € Z,
et donc a —b = > ng(l —0(g)) € P.Sia=>bmodP et b= > ny&9, alors
a=)Y ngmod Peta—) ng € PNZL, = pZy,. Soit c € Zy, tel que a = pc+>_ ng.
On pose n/, = ng + ¢, alors :

g
a:Zn; et b:anfg
et (a,b) € Zp[Cy).

Soit u = (a,b) € M* tel que ¢ = Det(u). Alors a = p(e1) et b = (). On
tire de (4.8) :
a=0b mod P

si bien que u € Z,[Cp]* et ¢ € Det(Z,[Cpl*). |
On déduit immédiatement de ce lemme que Indgpcp € Det(Z,[I']*) puis, grace
a (4.6) et (4.7) :
X € Rrp = (ap [ X)7p(x1 — ¥(x1)) € Det(Oqg, {my[I']")
Il ne reste qu’a reprendre le lemme 3.2.5 pour en déduire :

Lemme 4.2.9 On suppose N, = L.Q,{n/p}, alors il existe une extension non
ramifiée B, /Q, telle que h(,) € Det(Op, [I']*).

4.2.4 Toutes les extensions pures

On traite maintenant le cas général, c’est-a-dire que N, est 'une quelconque
deb sous-extensions ramifiées de degré n de L.Q,{n} = N On remarque que
N,/Q, est faiblement ramifiée et décomposée et que N, »/Np est non ramifiée.
On note I le groupe de Galois de N,/Q, et T celui de N, »/Qp. D’apres le lemme
4.2.9, on sait qu’il existe une extension non ramifiée Bp /Q, telle que application
h(p) associée a Np/Qp vérifie :

h(y) € Det(O [T])

De plus, puisque I' est un quotient de f, on a ’application :
Hom(Ry,0f) — Hom(Rr,O%)
e = ¢

avec, pour tout caractere y de I', ¢'(x) = ©(Inft.(x)). On veut connaitre image

h de h(p) par cette application. Or, pour X € Ry »

B (X) = (@ | ) (X = (X))
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ou &, est une base de Aﬁp. On sait que, pour x € Rrp, 7,(Inf1(x)) = 7,(x) et,

comme N, /N, est non ramifiée :

(@ | Infr(x)) = > @ Infr(x)(g™") = (Try (@) [x) = (ap | X)
ger
grace a la remarque 1.3.7, valable aussi pour la racine carrée de la codifférente.
On a donc th) = h(p). On en déduit, a I'aide des propriétés fonctorielles :

h(p) € Det(Op [IT7)

o I' = G(p), puis j, (fip).p) € Det(Oép [G]*) avec B,/Q, non ramifiée. Conjoin-
tement avec les lemmes 4.1.2 et 4.2.3, ceci entraine qu’il existe une extension
modérément ramifiée W/Q, telle que :

Jp(fp) € Det(Ow[G]")

Il ne reste qu’a appliquer le théoréme des points fixes pour en déduire :

Proposition 4.2.10 Soit N/K avec K = Q comme dans I'introduction de ce cha-
pitre, vérifiant I’hypothése 4.2.1 et soit p un nombre premier correspondant a
une place sauvage de N/Q. Alors j(fy) € Det(Z,[G]*).

Conjointement avec la proposition 4.2.2, ce résultat prouve le théoreme 3.

4.3 Majoration dans les p-extensions

Soient p un premier supérieur ou égal & 3 et N/Q une p-extension finie
galoisienne de groupe G, faiblement ramifiée. On sait par le corollaire 1.1.6 que
le groupe d’inertie I'g de N,/Q, est abélien p-élémentaire. On note e(p) = |T'o|
I'indice de ramification en p dans N/Q. Cette partie est consacrée a la preuve
du résultat suivant.

Théoreme 4 Avec les notations introduites ci-dessus, on a (Ay)*®) = 1.

Si le groupe de décomposition en p est abélien, on sait que (Ay) est trivial
par le théoréme 3. Sinon, on sait par le théoreme 2 de [Er3] que (Ay) € D(Z[G]).
Soit n tel que |G| = p", alors I'exposant de D(Z[G]) divise p"~! par le théoréme
3.1 de [U], si bien que :

(A" =1

Le théoreme 4 améliore cette majoration en la ramenant a ’ordre du groupe
d’inertie en p. Si 'on considere I'extension faiblement ramifiée de groupe de
Galois isomorphe a Cg x C5 présentée dans le paragraphe 1.4.3, il donne le
méme résultat que l'estimation ci-dessus : l'ordre de (Ay) divise 9. Par contre,
si on la compose avec une 3-extension dans laquelle 3 est inerte, le théoreme
4 montre que 'ordre divise encore 9, tandis que ’exposant de 1’estimation ci-
dessus augmente.
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4.3.1 Etude de la somme de Gauss

Par le corollaire 3.2.4, on ne doit se préoccuper que de :

g () = 5w TTan(Fo )
I#p

ou [ décrit 'ensemble des diviseurs premiers distincts de p du discriminant de
I’extension. Le lemme 4.1.2 traite les facteurs en [, ce qui nous ramene a étudier
Jp (fp),p)- C’est le produit d’une résolvante par une somme de Gauss et on a le
résultat suivant pour la puissance p-ieme de la somme de Gauss.

Lemme 4.3.1 Sous les hypothéses du théoréme 4, soit m,, € Hom(Rq,E*) la
fonction définie par my,(x) = Tp,(x — ¥(x)) pour tout x € Rg. Alors m,P €
Homgq, (Rg, OF) et, pour tout nombre premier [ distinct de p, on a j;(my”) €
Det(Z;[G]*).

Preuve. Puisque G est un p-groupe, la deuxieme assertion découle de la premiere.
Montrons celle-ci. Par définition des sommes de Gauss locales, on note que
m, = Ind¥n,, ot T est le groupe de Galois de I'extension N,/Q, (identifié au
groupe de décomposition en p) et, pour tout x € Rr, n,(x) = 7(x — ¥(x))-
Supposons x irréductible. On sait par la proposition 3.4.1 que x = Indgicpiyj ol
©i,; est un caractere abélien de ;. On a donc par la propriété d’induction en
degré 0 des sommes de Gauss :

np(x) = Tp(ij — 9012,]’)

Le lemme 3.4.6 montre qu’il s’agit d’une racine de 1'unité d’ordre une puissance
de p, si bien que n, et m, sont a valeurs dans O%. Etudions maintenant 1’action
galoisienne sur n,. Soit w € g, on déduit du corollaire 5.2 de [M3] :

—1

np(X )¥ = LPz‘,j(U;D(W))_lnp()()

ol up(w) est 'unique élément de Zy tel que 7 " = nuw pour tout 7 racine
p"-itme de I'unité de Qf (n entier quelconque). Puisque u,(w) est une unité,
son image dans Gal(N, /szi) par application d’Artin est un élément du groupe
d’inertie I'g, donc son ordre est 1 ou p. Comme ¢; ; est un caracteére abélien, on en
tire que ¢; j(up(w))? = 1, c’est-a-dire que n,? et donc m,? commutent a I’action
de Qg. 1

On en déduit que (An)? est représenté dans Homg, (Rq, J(E)) par la fonction
g = (fmp~1)P, ce qui ramene & étudier j*(f(,y ,mp ')P = Ind€ (h,)? ot hy, est
I’élément de Hom(Rr p, Op ) défini par :

hp(X) = (ap | X)

@, étant une base normale de la racine carrée de la codifférente locale Ay, /q, -
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4.3.2 Etude de la résolvante

L’objet de ce paragraphe est de montrer :

Proposition 4.3.2 A1~ V°®) ¢ Det(On, [T]*).

Preuve. On commence par se ramener au groupe d’inertie I'y de I’extension.
L’égalité (6.3) de [Er3|, que 'on retranscrit dans le lemme suivant, donne le
comportement de la résolvante par rapport a la restriction Res = Res 11:0 des
caractéres au groupe d’inertie. On note Ny la sous-extension de N,/Q, fixée
par ['g et 3, une base de Ay, /g, comme Oy, [['g]-module. On a :

Lemme 4.3.3 II existe A € On,[[']* tel que, pour tout x € Rr :

(ap | x) = (Bp | Res x)Dety ()

Soit k, I'élément de Hom(Rr, p, E,) défini par k,(0) = (8, |0) pour tout 6 €
Rr, p. On déduit du lemme précédent que

hp = Indf, (k,)Det()) (4.9)

Soit § un caractere de I'g, on sait par la preuve de la proposition 7.6 de [Er3] que
(Bp | 0) est a valeurs dans les unités, si bien que &, est une fonction de caracteéres
a valeurs dans OF, . La proposition 1.4.4 de [Fr6] donne 'action de w € Qy, sur
la résolvante :

(B 16" )* = (B, 6)Dety(w)

Comme Detg est un caractere de I'g qui est d’exposant p, on en déduit :
(kp)? € Homg,, (Rrop, Op,)

Soit My un ordre maximal de Ny[[g] contenant On,[I'o]. On sait par le
lemme précédent qu’il existe u € Det(M§) tel que (k)P = Det(u). De plus, en
notant |Tg| =p™ et r=1+p+---+p™~ ! on a les décompositions :

No[To] = No @& (No(¢p) "), Mo = On, ® (Onye)®")

donc u s’écrit (ug,u1,...,u,), avec ug € Oy, = pig—1 X (1 +pOy,) et u; €
O?Vo(Cp) =~ pig—1 X (1 +7Ony(c,)) pour 1 <i <7, ot ¢ = pl est le cardinal du
corps résiduel de Ny et 7 est une uniformisante de Ny((p).

1

Lemme 4.3.4 On a u(9=YP""" € Oy, [To]*.
Preuve. Le théoréme de Jacobinski ([CR1] 27.8) décrit le conducteur F' de My
dans On,[To]. Le calcul donne :

F=p"On, ® (p"7' POy, )
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Soit = w41 = (1 + pag, 1 + mway,...,1 + wa,), ot ag € Oy, et a; € ONoy(¢,)-
On a :

m—1 G pm_1 m—1 . pm_l
=1 (T )t e e = () e
k=1 k=1

Or, la valuation du coefficient binomial, qui est minimale lorsque & est divisible
par p, disons k = p’u avec (p,u) = 1, vaut dans ce cas m — 1 — b (voir [U] pour
un calcul similaire). On en déduit aisément que xopm_l =1 mod p™ O, et que
xipm_l est congru a 1 modulo ﬂ(p’l)(mfl)ONo(Cp) = pmwl’pONU(cp), si bien que

m—1

aP = w0 e FMg = On, [To)- Il ne reste qu’a noter que
MG N On,[Lo] = Ong[Lo]”

pour achever la démonstration du lemme. |

On sait maintenant que k:p(q_l)e(p) € Det(On,[I'o]*). On termine la preuve
de la proposition 4.3.2 grace a (4.9) et aux propriétés relatives a 'induction. |

4.3.3 Fin de la preuve du théoreme 4

On est maintenant en mesure de terminer la preuve du théoreme 4. On déduit
de la proposition précédente que

Iy (Fypmp )17 D4P) € Det(Ow, [G7)

On voit alors a l'aide des lemmes 4.1.2 et 4.3.1 qu’il existe une extension non
ramifiée B,/Q, telle que j7(fym, 1)@~ 1De®) € Det(Op,[G]*) Le théoreme des
points fixes entraine alors :

gn(fomp 1) D@ € Det(Z[G]*)

cest-a-dire (Ay)@1e®) = 1. Mais on sait que (Ay) € D(Z[G]) et, comme G
est un p-groupe, D(Z[G]) en est un aussi. Il s’ensuit que (Ayx)*®) = 1, ce qui
est le résultat annoncé.



Chapitre 5

Calculs de réseaux

On s’intéresse ici au réseau obtenu en munissant de la forme trace la racine
carrée de la codifférente d’une extension galoisienne N/K de corps de nombres
de degré impair, de groupe de Galois G. On a vu dans la partie 3.1 que ce réseau
est entier unimodulaire et stable sous I'action de G. On peut donc le comparer
au G-réseau entier unimodulaire “standard”, obtenu en munissant Z[G] de la
forme g qui rend orthonormale la base de Z[G] formée des éléments de G. Plus
précisément, on veut déterminer s’il existe une isométrie commutant & ’action
de G entre ces deux réseaux (une G-isométrie) ou, de fagon équivalente, si les
modules hermitiens (An/x,tn/ k) et (Z[G],mq) sont isomorphes (voir le para-
graphe 3.1.3). Notons pour faire le lien avec le chapitre précédent que I’existence
d’une G-isométre entre les deux réseaux (ou d’un isomorphisme entre les deux
modules hermitiens) entraine la liberté de la racine carrée de la codifférente
An/k comme Z[G]-module.

Plusieurs travaux ont été consacrés a cette question ainsi qu’a un probleme
similaire pour I’anneau d’entiers. Les principaux résultats concernant la racine
carrée de la codifférente dont on dispose sont :

1. on suppose G abélien et K = Q. Alors N/Q est faiblement ramifiée si et
seulement si (Ap, Tr) est G-isométrique & (Z[G], q¢) ;

2. on suppose N/K modérément ramifiée, alors (Ay, i, tn/x) est stablement
isomorphe a (Z[G], m¢),

ou stablement isomorphe signifie qu’il existe un module hermitien H tel que
An/k © H et Z[G] @ H soient isomorphes. Le premier de ces résultats se trouve
dans la these d’Erez ([Erl]); il est repris dans [ErM] qui traite en parallele
le réseau associé a I’anneau d’entiers. Le second et son analogue pour ’anneau
d’entiers apparaissent dans [Er'T]. Précisons que des résultats analogues valables
dans la situation trés sauvagement ramifiée se trouvent dans [BEr].

Lorsque N/K est une extension faiblement ramifiée qui n’est ni abélienne
absolue, ni modérée, on ne sait rien du réseau associé a sa racine carrée de
la codifférente. L’idée de calculer celui-ci sur les exemples de telles extensions
présentés dans la partie 2.3 est venue de C. Bachoc. Son aide pour programmer

91



92 CHAPITRE 5. CALCULS DE RESEAUX

Palgorithme de calcul (que 'on présente dans le paragraphe 5.4) sur le logiciel
Magma ([BoCa]) a été déterminante. Une des conséquences de ces calculs est le
résultat suivant.

Théoreme 5 Soit N/K une extension faiblement ramifiée de corps de nombres de
degré impair, de groupe de Galois G. Le réseau (An/f, Tr) n’est pas toujours
isométrique a (Z|G),q¢). En particulier, il existe des extensions vérifiant les
hypothéses du théoreme 3 ainsi que des extensions modérées pour lesquelles ce
n’est pas le cas.

Le résultat de I'item 1 ne se généralise donc pas aux extensions non abéliennes
et “stablement” ne peut pas étre omis dans 1’énoncé du résultat de I'item 2. De
plus, on voit que I'isomorphisme de Z[G]-modules énoncé dans le théoréeme 3 ne
provient pas nécessairement d’'une G-isométrie comme cela est le cas pour les
extensions abéliennes absolues d’apres 'item 1.

Le théoreme 5 provient des calculs menés sur plusieurs familles d’exemples
d’extensions faiblement ramifiées non abéliennes, dont les résultats sont présentés
dans les parties 5.1 et 5.2 pour le cas sauvage, et dans la partie 5.3 pour le cas
modéré. Un résultat supplémentaire est obtenu pour les extensions absolues
faiblement ramifiées de degré 27 : si le réseau associé a la racine carrée de la co-
différente d’une telle extension est de minimum 3, on le détermine explicitement
grace a la classification de [BV] (théoréme 5.1.2).

Jusqu’a présent, 'auteur ne connait pas de moyen pour interpréter plus
avant les résultats de ces calculs. En particulier, est-il possible de prévoir quand
(An, Tr) et (Z]|G], qgc) sont isométriques ? Une autre question, sans doute plus
abordable avec les techniques connues, est de déterminer si la propriété de
Iitem 2 ci-dessus est encore valable pour une extension faiblement ramifiée,
par exemple avec des hypotheses semblables a celles du théoreme 3. Enfin, pour
en revenir aux calculs, il pourrait étre intéressant d’essayer de déterminer, sur
les exemples ou il n’y a pas isométrie, si les modules hermitiens associés aux
deux réseaux sont tout de méme stablement isomorphes.

Un autre aspect des résultats présentés dans les prochaines parties concerne
la structure galoisienne de la racine carrée de la codifférente A. Deés les premiers
calculs, des réseaux non isométriques & Z[G] sont apparus. Il était alors trés
tentant d’essayer de savoir —par le calcul— si A était tout de méme libre
en tant que Z[G]-module. 11 a fallu pour cela trouver d’autres outils; c’est B.
Allombert qui les a fourni, en méme temps que des conseils d’utilisation tres
précieux. L’algorithme ([A]) qu’il a récemment implanté dans le logiciel Pari
([3BCO]J) donne de fagon explicite action du groupe de Galois d’une extension
de Q. On l'applique pour trouver les images sous l'action de G d’un vecteur
du réseau associé a A et on regarde si le sous-réseau engendré par son orbite
est égal au réseau tout entier. On constate que, si quelques vecteurs minimaux
(mais pas tous) engendrent des bases normales dans certains cas, il faut parfois
considérer les vecteurs de norme 5 (de réseaux de minimum 2) pour en obtenir.
Il ne semble d’ailleurs pas y avoir de raison pour que ce soient des vecteurs
de petite norme qui fournissent des bases normales. Précisons pour finir que,
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dans tous les cas ou le calcul a été mené, la racine carrée de la codifférente s’est
révélée étre un Z[G]-module libre.

On présente maintenant les résultats de tous ces calculs et on termine par
la description succinte de ’algorithme utilisé.

5.1 La famille d’extensions de la partie 2.3

Soit t € Z. On note v = t2 — ¢t + 1 et on considere la famille de polynomes
paramétrée par t :

Pi(z) = 2% —9vx" + 270225 — 300323 + Jvix
—(2t — 1)(t% — 3t5 — 12t* +29t3 — 3t2 — 12t + 1)v

On sait par le théoreme 2 que le corps de décomposition D de P, spécialisé
en une valeur entiere de t est galoisien sur Q de groupe de Galois isomorphe
a Cg x C3 et faiblement ramifié pour une infinité de valeurs de ¢ congrues a 5
modulo 9. Les calculs sur le réseau associé a la racine carrée de la codifférente
donnent les résultats suivants.

Proposition 5.1.1 Pour t € {5,14,23,41}, D est une extension galoisienne de Q
de groupe de Galois G isomorphe a Cy x Cs.

(i) Pour t € {14,41}, (Ap, Tr) est isométrique a (Z[G], qc). En particulier,
Ap est un Z[G]-module libre.

(ii) Pour t € {5,23}, (Ap,Tr) est un réseau unimodulaire de rang 27 de
minimum 3; Ap est un Z[G]-module libre acceptant certains vecteurs
minimaux de (Ap, Tr) comme base.

On note que (i) correspond au cas ou le groupe de décomposition en 3 est
abélien, tandis que (ii) correspond au cas ot il est égal & G. On verra apparaitre
un autre type de comportement dans le prochain paragraphe.

On peut déterminer précisément le réseau de minimum 3 obtenu dans le
deuxiéme cas grace & la classification de Bacher et Venkov ([BV]) des réseaux
entiers unimodulaires de rang 27 et 28 sans racines (éléments du réseau de norme
lou?2).

Théoréme 5.1.2 Soit N une extension faiblement ramifiée de Q de degré 27. Si
(An,Tr) est de minimum 3, alors (An,Tr) est le seul réseau unimodulaire de
rang 27 de minimum 3 a 2664 vecteurs minimaux et a 3317760 automorphismes.

Preuve. On consulte la table 4 de [BV] des réseaux entiers unimodulaires
de rang 27 sans racines. Il y en a trois. (Ax,Tr) ne peut pas étre le pre-
mier d’entre eux puisque le cardinal de son groupe d’automorphismes (7680)
n’est pas divisible par 27. Le dernier a 1640 vecteurs de norme 3. Pour que
(An,Tr) puisse lui étre égal, il faut que l’ensemble de ces vecteurs soit stable
sous 'action de G. Mais 1640 n’est pas divisible par 3, donc certains vecteurs
minimaux doivent étre fixés par (G, c’est-a-dire provenir d’éléments de Q. Si
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2 € Q est 'un d’entre eux, alors 3 = Try/g(2?) = 2722 et donc z = +1/3.
Soit p un idéal premier de N au-dessus de 3, on note e = e(p/3) et on ob-
tient vy(x) = —e. Puisque N/Q est faiblement ramifiée, on tire de la for-
mule de Hilbert que v,(An) = 1 — e, d’ott Pon déduit que =z ¢ Ay. Il s'en-
suit que (Apy,Tr) ne peut pas étre ce réseau. Par élimination, (Ay,Tr) est
donc le deuxieme réseau de la classification, qui est décrit dans le théoreme. |

L’idée de prouver que ce réseau était le seul possible a été suggérée a 'auteur
par J. Martinet.

5.2 Une autre famille d’extensions faiblement
ramifiées

La famille considérée dans le paragraphe précédent n’est pas réguliére (voir
[Ei2] partie 6 pour une définition précise) : tous les corps de décomposition
contiennent la sous-extension de Q((9) de degré 3 et les extensions ne sont
donc pas linéairement disjointes sur Q. La famille que 'on étudie maintenant
est réguliere; elle a été communiquée a I'auteur par Eichenlaub. On pose u =
12t2 — 30t 4+ 109 et v = t?> — 3t + 9. On considere la famille de polynémes :

Ri(z) = 2% —33%ua™ —2'33(t — Vuab + 2°3%u 2® + 2134 (6t — 13)vuzt
—2133(175¢2 — 495t + 1629)vu * — 2535(33¢ — 103)v2u 22
+2635(7t2 + 54t + 51)viuz — 2733(3¢3 4 73t2 — 75t + 1791)v%u

Le corps de décomposition de R;(z) spécialisé en une valeur entiére de t est
galoisien sur Q de groupe de Galois G isomorphe a Cy x C3 pour une infinité
de valeurs de t. Pour chaque valeur de ¢ considérée dans la suite, on note R le
corps de rupture de la spécialisation de R;, D son corps de décomposition et
(Ap, Tr) le G-réseau unimodulaire de dimension 27 obtenu en restreignant la
forme trace a la racine carrée de la codifférente de D. Les résultats des calculs
sont les suivants :

Proposition 5.2.1 Pour toutes les valeurs de t considérées ci-dessous, D est une
extension galoisienne faiblement ramifiée de Q de groupe de Galois G isomorphe
a Cg X 03.
(i) pour t € {12,21,30}, vs(dg) = 0, D/Q est modérée et (Ap,Tr) est G-
isométrique a (Z[G), qc).
(ii) pour t = 24, vs(dgr) = 12, le groupe de décomposition en 3 est abélien et
(Ap, Tr) est G-isométrique a (Z[G], qc)-
(iii) pour t € {9,18,27}, vs(dr) = 12, le groupe de décomposition en 3 est
non abélien et (Ap,Tr) est le réseau de minimum 3 du théoréme 5.1.2.
Certains vecteurs minimaux de (Ap, Tr) engendrent des bases normales

de .AD.
(iv) pourt € {15,33}, v3(dgr) = 8, le groupe de décomposition en 3 est abélien
et (Ap,Tr) est un réseau de minimum 2 & 216 vecteurs minimaux et 3960
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vecteurs de norme 3. Aucun vecteur de norme 2, 3 ou 4 n’engendre de
base normale de Ap, certains vecteurs de norme 5 en engendrent.

Au vu de ces résultats, il semble bien que le comportement de toutes les exten-
sions de cette famille soit déterminé par la congruence de ¢ modulo 27.

Remarque 5.2.2 Les exemples (iv) de la proposition ci-dessus montrent que 'iso-
morphisme de Z[G]-modules du théoréme 3 ne provient pas toujours d’une G-
isométrie entre les réseaux.

5.3 Calcul dans des extensions modérées

On considere le polynéme paramétré par t € Z :

Q(X) = XT—T7 —t+2)X°+ 14t —t +2)2X3 - 7(t* —t + 2)*X
—(2t = 1)t —t +2)(t* — 2t3 — 16t> + 17t + 11)

On sait par le théoreme 2.4.2 que le corps de décomposition M de @Q; spécialisé

en une valeur entiere de ¢ est galoisien sur Q de groupe de Galois isomorphe a

C7 x C3 et modéré pour une infinité de valeurs de ¢ congrues a 25 modulo 49.
Les résultats des calculs sont :

Proposition 5.3.1 Pour ¢t € {25,74,123}, M est une extension galoisienne de Q
de groupe de Galois G isomorphe a C7 x Cs.

(i) Pour t =25, (Apr, Tr) est isométrique a (Z[G), q¢).
(ii) Pour t € {74,123}, (Anr, Tr) est le seul réseau unimodulaire de rang 21

de minimum 2 a 84 vecteurs minimaux; Ap; est un Z|G]-module libre
acceptant certains vecteurs de norme 3 de (Aps, Tr) comme base.

Remarque 5.3.2 Pour t = 25, seul 2 a un groupe de décomposition non abélien ;
pour t = 74 et t = 123, 2 et un autre premier (193 ou 67) ont pour groupe de
décomposition le groupe G ~ C7 x C5 tout entier.

On a donc des exemples d’extensions galoisiennes modérément ramifiées
pour lesquelles le réseau associé a la racine carrée de la codifférente n’est pas
isométrique & (Z[G], g¢) alors qu’il lui est stablement G-isométrique d’apres le
théoréme de [ErT] rappelé dans I'introduction de ce chapitre (item 2).

5.4 L’algorithme utilisé

Les propositions des trois paragraphes précédents sont prouvées par le calcul
a l'aide des logiciels Pari et Magma. On donne ici ’algorithme utilisé pour le
calcul correspondant a t = 5 dans la proposition 5.1.1. La réduction a ’aide de
polredabs (Pari) de la spécialisation de P; en 5 est :

Ps(z) = 2% — 2127 — 725 + 1262° + 1052 — 1892% — 25222 — 632 + 7
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Pour obtenir un polynéme Q5 dont le corps de rupture soit égal au corps de
décomposition D de Ps, on donne a Pari les instructions suivantes :

p5=x"9-21%x"7-T*x"6+126*%x"5+105*%x"4-189%x"3-252*%x"2-63*x+7 ;
nf=nfinit (subst(p5,x,y)) ;

nffactor (nf,p5)

rnfequation(nf,’[5,1])

polredabs (%)

On obtient :

Qs(x) = 2% — 572 — 3922* 4 1353223 + 1689222 — 1726522 — 30093220
+129297219 + 29426621 — 572418217 — 1755474216 + 1324680215
+6651036x'4 — 305169213 — 15987783212 — 709260621
+23251944210 + 200894532 — 1759091728 — 2538533427
+29124392° + 1507485025 + 3688890z — 3218718x3
—131337927 + 197382z + 102871

De plus, le discriminant de D/Q est égal a 343724 avec e(3) = e(7) = 9 et f(3) =
f(7) = 3. On utilise maintenant le programme Magma avec les instructions
suivantes :

Q :=RationalField() ; PR<x> :=PolynomialRing(Q) ;

P :=PR!(x727 - 57*x"25 - 39*x724 + (...) + 197382*x + 102871) ;
K :=NumberField([P]) ; OK :=MaximalOrder(X) ;

P3 :=Decomposition(0K,3) [1][1] ; P7 :=Decomposition(0K,7)[1][1] ;
AK :=P3"(-8)*P7"(-4) ;

BOK :=Basis(0K) ; BAK :=BasisMatrix(AK) ;
Gram :=MatrixAlgebra(Q,27) !0;

for i := 1 to 27 do

for j :=1 to 27 do

Gram[i] [j] :=Trace(BOK[il*BOK[jl) ;

end for;

end for;

GG :=BAK*Gram*Transpose (BAK) ;
LG,T :=LLLGram(GG) ;
L :=LatticeWithGram(LG) ;
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On vérifie ensuite que le réseau L obtenu est unimodulaire (Determinant (L)
donne 1), on calcule son minimum (Minimum(L)) qui vaut ici 3 et le nombre
de vecteurs minimaux (KissingNumber (L)) qui vaut 2664 (comptés avec les
opposés). Ceci montre la premiere partie du point (ii) de la proposition 5.1.1
pour t = 5.

On veut maintenant chercher parmi les vecteurs minimaux de L si certains
engendrent des bases normales de la racine carrée de la codifférente sous ’action
du groupe de Galois. L’instruction S3 :=ShortestVectors(L) donne acces a
I’ensemble des vecteurs minimaux de L (modulo les opposés : #S3 est égal &
1332). Il faut donc faire agir les éléments du groupe de Galois. Pour déterminer
celui-ci explicitement, on revient a Pari et on utilise 'algorithme récemment
implanté par Allombert ([A]). Les instructions sont :

gal=galoisinit(g5) ;
gl=galoispermtopol(gal,gal.gen[1]) ;
g2=galoispermtopol(gal,gal.gen[2]) ;
al=Mod(gl,q5) ;a2=Mod(g2,95) ;
A=matrix(27,27,i,j,0) ;B=A;
y=Mod(z"0,q5) ;for(i=1,27,for(j=1,27,
Ali,jl=component (component (y,2),3j)) ;y=y*a) ;
y=Mod(z"0,95) ;for(i=1,27,for(j=1,27,
B[i, jl=component (component (y,2),j)) ;y=y*b) ;

write("matrices","A=",A,"B=",B)

Suivent quelques modifications pour mettre le fichier “matrices” au format
Magma, puis :

load matrices;

BO :=BasisMatrix(OK) ;

A :=BO*A*B0"(-1) ; B :=B0*B*B0"(-1) ;

A :=BAK*A*BAK~(-1) ; B :=BAK*B*BAK~(-1) ;
A :=T*A*T"~(-1) ; B :=T*BxT"(-1) ;

Gal :=MatrixGroup<27,Q|[A,B]>;

S3 :=ShortestVectors(L) ; SQ3 :=Seqset(S3) ;
phi, GGal :=OrbitAction(Gal,SQ3) ;

0 :=0rbits(GGal) ;

SO :=[0[i] :i in [1..#0] | #0[i] eq 271 ;
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for S in SO do

SS :=x@Q@phi : x in S;
SubL :=sub<L|SS>;

print Determinant (SublL) ;

end for;

Pour chaque orbite de vecteur minimal sous 'action du groupe de Galois, le
déterminant du sous-réseau de L engendré est affiché. Les bases normales de la
racine carrée de la codifférente sont les vecteurs pour lesquels ce déterminant
vaut 1 (il y en a dans ce cas). Lorsqu’il n’y en a pas (proposition 5.2.1 (iv),
minimum 2), on fait le méme processus avec l'ensemble des vecteurs de norme
3, puis 4, 5... Il faut alors modifier un peu la démarche pour éviter de saturer
la mémoire (il y a 108 vecteurs de norme 2, 1980 de norme 3, 49275 de norme
4 et 1615680 de norme 5 modulo les opposés pour t = 15).
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ARITHMETIQUE DES EXTENSIONS FAIBLEMENT RAMIFIEES

Apres les nombreux travaux effectués pour étudier la structure galoisienne de
I’anneau d’entiers d’une extension modérée de corps de nombres, notamment par
Frohlich et Taylor, Erez s’est intéressé a celle de la racine carrée de la codifférente
(le seul idéal autodual pour la forme trace). Il a montré que le cadre naturel pour
cette étude est celui des extensions de degré impair faiblement ramifiées, c’est-
a-dire pour lesquelles le second groupe de ramification est trivial en toute place.
La présence de la ramification sauvage en certaines places pose de nouveaux
problemes, que ’on résoud dans cette these dans le cas ou ’extension est absolue
et abélienne aux places sauvages, grace a une étude exhaustive des extensions
locales, absolues, abéliennes et faiblement ramifiées. On s’intéresse aussi au
cas non abélien aux places sauvages. Par ailleurs, on construit des exemples
d’extensions absolues faiblement ramifiées de degré impair non abéliennes. Le
calcul dans ces exemples du réseau unimodulaire obtenu en munissant la racine
carrée de la codifférente de la forme trace permet de montrer qu’il n’est pas
toujours isométrique au réseau unimodulaire standard.

Mots clés : structure galoisienne, extensions faiblement ramifiées, racine
carrée de la codifférente, réseaux unimodulaires.

ARITHMETIC OF WEAKLY RAMIFIED EXTENSIONS

After numerous works dealing with the Galois structure of the ring of integers
in tamely ramified extensions of number fields, achieved in particular by Frohlich
and Taylor, Erez started studying the Galois structure of the square root of the
inverse different, which is the only self-dual ideal with respect to the trace form.
In view of his results, it is natural for this study to suppose the extensions of
odd degree and weakly ramified, i.e. the second ramification groups at all places
are trivial. Having to deal with wildy ramified places brings new problems,
which are solved in this thesis when the extension is also supposed absolute and
abelian at wild places. This is made possible thanks to the complete description
of local, absolute, abelian and weakly ramified extensions. Extensions which are
not abelian at wild places are also considered. In addition, examples of weakly
ramified extensions of odd degree which are not abelian are constructed. The
calculation of the unimodular lattice obtained by equipping the square root of
the inverse different of these extensions with the trace form shows that it’s not
always isometric to the standard unimodular lattice.

Key words : Galois module structure, weakly ramified extensions, square
root of the inverse different, unimodular lattices.
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