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ALGEBRE
Examen partiel.

Etude du nombre agébrique V2 + v/2

Soient 0 = V2 + V2, j =3 et ¢ =2+ jV/2 € C; on note K = Q(6), L = Q(¢') et N = Q(6,6").
1) Calculer (6 —+/2)3, exprimer v/2 comme une fraction rationnelle en 6 et montrer que V2 et v/2 € K.
2) Montrer que K = Q(v/2, v/2).

3) Sans calculer explicitement le polynoéme minimal de 6 sur QQ, donner son degré et le coefficient de
son mondéme en X°.

4) Montrer que V2 ¢ L ; déterminer K N L et LNR.

5) Montrer que N = Q(v/2,V/2,7) et que c'est la cloture galoisienne de K/Q ; calculer [N : Q] ;
pourquoi N/Q n’est-elle pas abélienne ?

6) Montrer que 'extension Q(+/2,§)/Q(j) est galoisienne de degré 3.

7) Montrer que l'extension N/Q(j) est cyclique de degré 6 ; expliciter un générateur de Gal( N/Q(j) ).
8) Montrer que Q(j, v/2)/Q est galoisienne et que son groupe de Galois permute les conjugués de v/2
sur Q. En déduire que Gal(Q(j, v2)/Q) est isomorphe au groupe S des permutations d’un ensemble
a 3 éléments.

9) Montrer que Gal(N/Q) ~ S3 x Z/27Z.



