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ALGEBRE
Examen partiel.

Etude du nombre agébrique \/v2+ 1

—_—
Soient # = \/V2+1et § = i\/V2-1¢€C;onnote K =Q(0), L=0Q(F) et N=0Q(6,6).
1) a) Montrer que V2 € KN L.

b) Calculer [L : Q(V2)] et en déduire que LN R = Q(v/2)

¢) Montrer que Q(v2) = K N L.
2) Calculer 86’ et en déduire que N = Q(6,1).
3) a) Donner un polynéme unitaire, de degré 4, & coefficients entiers, dont 8 est racine.

b) Quelles sont ses autres racines ?

¢) En déduire qu’il est irréductible.
4) a) Montrer que la cloture galoisienne de Uextension K/Q est N/Q. Qu’en est-il de L/Q ?

b) Donner une base de N sur Q contenant 6 et i.
5) a) Montrer que (8 + 6')? est un nombre complexe € Q(i) qu'on calculera.

b) En considérant la partie réelle du nombre complexe 8 + ' montrer que § + 8" ¢ Q(4) et calculer
Q6+ 6): Q).

¢) Parmi les nombres algébriques suivants : 6, . 8 — #,v/2, v en a t-il qui appartiennent &
QO +8')?

d) En déduire que N = Q(6 + ¢, v/2).
6) Soit ¢: z — Z la conjugaison complexe de C; est-ce un automorphisme de K7, de L?, de N7
Quel est le sous-corps de N des invariants par ¢ 7
7) A l'aide de la question 4)b), montrer qu’il existe un unique automorphisme de N qui applique 6
sur 8 et & sur 6; quel est le corps de ses invariants ?
8) a) A Daide de la question 4)b), montrer qu’il existe un unique automorphisme o de N qui applique
6 sur 0 et 8 sur —0; calculer o(iv/2); en déduire le corps des invariants de o ?

b) Montrer que o*
o,coo?,coa’}.

= idn., que coo oc = o et en déduire que Gal(N/Q) = {idy,o. o2 0% ¢ co

La correspondance de Galois entre les sous-groupes de Gal(N/Q) et les sous-corps de N sera traitée en T.D.

Corrigé sans phrase ou presque {ce qui n'est pas forcément conseillé auz étudiants !)

DV2=62-1¢cQ®) = QW2 c Q( WCR; V2=1-0%¢cQW) = QW2 c QU)NR et
[Q(8) : Q) NR] < [Q(F) : Q(vV2)] < 2
QO ZR = [Q):QE)NR) >2 = Q) NR =Q(V2).

QO NQWB) C QO NR=Q(V2) c Q) NQE) = @( )NQE) = Q(V2).

)9’:\/1—\/5 :99/:\/1+\/— Y(1—=v2) = V=1 = +i; arg(h8') = arg(0) + arg(d) =

[N



00 =i = i€ Q8,0) et 8 € Q(0,1) donc Q(h.0") = Q(8,17).

HV2=6"—1=2=0"-20°+1 = 0 est racine de x4 _92x? -1

Voa=1-0% =2=1-20%+60* = ¢ estracine de X4 _9x? -1

les racines de X* —2X? — 1 sont donc %6, +6".

Q) : Q] = [QF): Q(v2)]|Q(v2) : Q] = 4 donc X4+ 2X2 —1 est le polynéme minimal de 8’ sur Q
et c’est aussi celui de 6.

4) Le corps Q(6,8') est une extension galoisienne de Q en tant que corps des racines de X 4 _2x%-1.
Réciproquement, toute extension galoisienne de Q contenant 6 contient aussi ses conjugués =0, +6'
sur Q et donc Q(6,6"). Cela s’applique aussi a g

Qc Q) c Qi) =0Q(0.¢) =[Q6.6):Q =I[Q(0.7): Q(6))|Q(8) : Q] = 8 d’apres le théoreme de
multiplicativité des degrés et (1,6, 62, 0%.14,10, 62, 2'93) est une base de Q(6,6') sur Q.

5) (0+0)2=62+200 + 0% =V2+1+2i—(V2-1)=2+2i Q).
Re(@+0)=0¢Q;2i=00+0)7-2=> 4= (G+0)2—22=0+0) —40+6)+4 0+0
est done racine de X* —4X% +8et [Q(A+6'): Q] < 4.

2 _
P o <9+92) —2 C QUO+8) = Q) C QB+ = [Q(6+68) 1 Q] = [Q(¥+6): QIR : Q) = 4 =

QB+6):Q =4
9 ¢ QO+ sinon ¢ = (8 +¢') — 0 appartiendrait & Q(0, ¢') et on aurait Q(6,6')
6+0)

Q(6 + ") ce qui
(68

|+ |

est incompatible avec les degrés; pareil pour @', puis pour 6§ — 6’ car § = et aussi

pour V2 car V2 = -0 = (6+ 670 - 9/)'
2 2

QO+ 6,v2) :Q =[QO+¢,v2): QO +)[QO+06): Q] =24=85;

0(6,6): Q) = 8 QO +6,V2) C QO.0) = QO+6,V2)=0Q0 + 7).

6) @(9) CR= Qg = id@(g); 0(9/) =0 c @(9/> = C|Q(e) S Ath(@(g/)) = CiQ(8.6") S Gal(Q(@, 0/))
Q(0,6) =Q(6,0) R =Q(6.9) NR = Q).

7) D’apres 4)b), il existe un unique automorphisme du corps Q(6, ") qui applique 6 sur 8 et i sur i;

il applique ' = % sur g—, — @ et il est le seul & le faire; il applique § + 6 sur lui-méme donc son corps

des invariants contient Q(f + ¢') mais pas Q(9.8') et, comme [Q(6.8") : Q(f + 6] = 2, iln’y a pas de
corps intermédiaire et le sous-corps de Q(8. 0"} constitué de ses invariants est QO+ 6.

8) D’apres 4)b), il existe un unique automorphisme du corps Q(6,8') qui applique 6 sur ¢ et i sur
—: il applique # sur —8; appelons-le o. Alors c(V2) =o(?-1) =60 —1= V2 done o(iV2) =
(—i)(—v/2) = iv/3. Done Q((iv2)) C Q(8,6)'"). Comme o*(8) = o(6') = o(%) - ;# — 0, o2+
idy .4, €F le sOus-groupe (o) de Gal(Q(6.6')/Q) engendré par o est au moins d’ordre 4; donc, par la
théorie de Galois, Q(8,8')(7) est au plus de degré 2 et, comme il contient Q(iV2) qui est de degré 2.
¢’est lui.

Les automorphismes idy, 7, 02 0% c.coo,co0’, co o2 de Q(6,8') appliquent (i,8) respectivement sur
(i,8), (—i,68"), (i, =0), (—i,—0"), (—i.0), (i, ~0"). (=i, =0), (i, g'). Tls sont donc deux & deux distincts et,

par suite, constituent le groupe de Galois de Q(. 6') sur Q; cela montre aussi que cogoc = o3 =0 L



