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t -_
Étnd" du nombre agébrique I t/z + t

l_ r_
Soient e:  lnD+tet0 ' : i l te -  1€ Ci  onnote 1(:Q(d),  I :Q(d')  et  JV-Q(d,d' ) .
1) a) Montrer qu" t/i € K a L

b) Calculer LL : Q(/t)l et en déduire que .L o lR : A(uO)
c) Montrer que Q(rÆ) : K À L.

2) Calculer 00'  et  en déduire que, l [ :  Q(0. i ) .
3) a) Donner un polvnôme unitaire, de degré 4, à coefficients entiers, dont 0 est racine.

b) Quelles sont ses autres racines ?
c) En déduire qu'il est irréductible.

,1) a) Nlontrer que la clôture galoisienne de l'extension KIQ est l//Q. Qu'en est-il de LIQ?
b) Donner une base de À- sur Q contenant 0 et i.

5) a) Montrer que (0 + d')z est un nombre complexe € Q(i) qu'on calculera.
b) En considérant la partie réelle du nombre complexe d+d'montrer que 0+0' ( Q(i) et calculer

lQ(d+d')  ,Ql .
c) Parmi les nombres algébriques suivants : 0. 0'. 0 - 7',utr. V en a t-il qui appartiennent à

Q(d + 9')r
d) En déduire que 

^' 
: Q(9 + 0'.'/t).

6) Soit c i z + Z la conjugaison complexe de C; est-ce un automorphisme de 1{?, de Z?, de -V?
Quel est le sous-corps de l/ des invariants par c ?
7) À I'aide de la question 4)b). montrer qu'il existe un unique automorphisme de Àr qui applique I
sur d' et 0' sw 0: quel est le corps de ses invariants ?
8) a) A I'aide de Ia question 4)b), montrer qu'il existe un unique automorphisme o de -l/ qui applique
0 srn 0'et d'sur -9: calculer o(lt/2); en déduire Ie corps des invariants de o ?

b) N{ontrer q.r"  o4 : id.N, que co oac: o3 et  en déduire que Gal({q) :  { id,rr ,  o.o2.o3,c,ro

o,cao2,coo3\.

La correspondance de Galois entre les sous-groupes de Gal(NlQ) et les sous-corps de N seratraitée en T.D.

COff igé SAnS phfASe oupresque (cequin.estpæforcénten.tcan.set. ILéouîét \dxants!)

D\/t :02 -r  € e(0) + Q(vO) c Q(d)(c re);  v4:1- g '2 e Q@') + Q(v5) c Q(9')  n lR et

lQ(d')  'Q(d')nRl <lQ(d')  :Q(vO)l  <2.
Q@)(R + lQ(g')  'Q(d')nR)l  >2 +Q(0')  rR:Q(/2).
Q(a) nQ(0')  c Q(d')  nR :  A(vo) c Q(0) nQ(d')  + Q(g) nQ(d')  :  Q(vo)



00' :  i ,  + i ,  € Q(d,0')  et  0 '  e Q(0, i )  donc Q(d'  0 ')  :  Q(d, i ) '

â\  O:02 _-r lz:  0a_ zr.ù+7 =+ 0 estracinede xa -2X2 - t ;

A': t - 0'2 =+ 2 : L -20'2 + 0'4 => g' est racine d'e Xa -2X2 - L:

les racines de Xa - 2X2 - 1 sont donc *0. f d''

iôtdj, Ql : [Q(0,) , 6iuoxrei"el , Q] :4 donc xa +2x2 _ 1 est 1e polynôme minimal de g', sur Q

et c'est aussi celui de d. . --t ^ --u
4) Le corps Q(0,d') est une extension galoisienne de Q en tant que corps des racines de X" -'2X'- L

Réciproquement. toute extension galoisienne de Q contenant 0 contient aussi ses conjugués !0'10'

sur Q et donc Q(g, 9'). Cela s'applique aussi à 0' '

ac-a(d)ca(d,?) :Q(d.0 ' ) ; [o^ip,9 ' )  ,Q] 
- lQ(p,?) 'Q(g) l [Q(d) 'Q] 

:8d'aprèslethéorèmede

Àult i fùcativité des a"gie, et çt,0,02.e3.i, i0. i02.i03) est une base de Q(0,0') sur Q'

5) (9i  0 ' ) ' :02 +200j  +e'2 -  J i+t+2i-Qtr-r) :?+2'z € Q( ' ) '
n.e(g+0') :0 4q; i i : i r*  1, i ) i  -z 

-  
-+:((0+0') '_ 2) ' : (0+6' ' )4-4Q+0')2 +4: 0+0'

est donc racine de Xa - 4X2 * 8 et lQ(B + d') : Q] < 4'

- (0+q2 
-2 

e e(g+g,)  +e(r)  c e(o+d')  + [e ' (g+d')  'Q] 
:  [Q(g+d')  'Q(z)] lQ( i )  

,Ql  >4 *
z

lQ'(0+0')  :Ql  :a.
à +'OfB+g')  s inon 0' : (0+r. ' ) -0 appart iendrai t  àQ(0.9 ' )  et  onaurai t  A(d,q) :9(0+d')  ce qui

est incompatible avec 1es degrés; pareil pour 0' , puis pour 0 - 0' car t : !t!\W et aussi

/= /: 92 - 6t2 (.0 + o',)(o - o',)
pour V2 car f 2: -r- : 

,
fQ{0+ 0'-vO),Ql -  lQrB -  e-  vTt:Q(0 -0 ' l l lQtp 

-d ' t 'Ql  -  2 ' l :8:

i i ta.B'r 'Q] -8,  QfB -e ' . rTtcQrg.0'  . )  -  'Q(d-0' ' ' 'O\ :Q(0'd ' ) '
6)  e(0) ctR+c1qe; ' : idqie; ;  Lçr. '1*:-9i  e Q(0t j  +cte(6,)  e Autq(Q(9/))  +c1q1a.e' ;  e Gal(Q(9,0 ' ) ) '

Q(d, d')t"1 : Q(9, 9') n m. : Q(0,i) .  iR : Q(9).
Z)'O'upra, alùj, I existe un unique automorphisme du corps Q(9,9') qui applique 0 sut 0' et i sur i:

' '  t  
, ' .  1:0 et i l  est ie seuiàlefaire; i l  applique 0+0'sw lui-même donc soncorpsil applique 0' : 

e 
slr 

a,
des invariants contient"Q@ +0') mais pas Q(9,0') et, comme lQ(0,0') :Q(9+ 0') l :2, i ln'y a pas de

corps intermédiaire et le sous-corps de Q(g.9') constitué de ses invariants est Q(0+0')'

8; b'après 4)b), i1 existe un unique automorphis-lgu corps Q(g' 0') 
^qtti 

applique d sur 0' et i sur

-z; il applique g'sur -g; appelons-le o. Àfom otvE) : o\.'e" - 1) : 0'2 7: -vO donc o(it'z):

(- i )e\O) :  ivtr .  Donc Q(( irÆ)) c Q(g,0')(o).  ao*^" o2(0) :  o(0')  :  
"G) 

-  
--1 -  -g '  02 +

,d",r.r,,, et le sous-groupe (o) de Gal(Q(0.d')/Q) engendré par o est au moins d'ordre 4: donc, par la

théorie de Galois, e(0,0')("1 est au plus de degré 2 et, comme ii contient e(iJ^ qui est de degré 2'

c'est lui.
Les automorphismes id,1i,o,o2,03,c;ca o,co rr2,co o3 de Q(d, g') appliquent (2, d) respectivement sur

( i^e),?i ,0 ' i , ( i . ,_.e),ei ' ,_.0 ' ) , (_ i ,0) , ( i . -0 ' ) , ( - ! ,_.e),( ; ,9 ' ) '  t lssontdoncdeuxàdeuxdist inctset '

par suite. constituent le groupe de Galois a" q(e, 9') sur Q; ceia montre aussi que ca o a c : 03 : (t-r '


