Faculté des Sciences et Techniques de Limoges 2006-2007
Examen partiel d’Algébre de Master 1

Soit # =3+ V3 € R; on note K = Q(VG) et L =Q(0)
[ K (resp.L) est le sous-corps de C engendré par /3 (resp. par 6)].
1) Montrer que K = {zx +yv/3 e C:z,y € Q}.
2) Soient (a,a’) et (b, ) deux couples d’entiers relatifs premiers entre eux.
;Ia—, + 5\/5 cK.
b) A quelles conditions est-il & coefficients entiers ?

a) Calculer le polynome minimal sur Q de
)

)
¢) En déduire que 'anneau des entiers de K est Z[\@]
d) Vérifier que le corps des fractions de Z[v/3] est bien K.
3) Caleuler (2 + v/3)(2 — v/3) et montrer que I'anneau Z[V/3] a une infinité d'éléments
Inversibles.
4) Calculer le polynéme minimal de v/3 sur Q.
5a) Donner un polynéme & coefficients dans K , de degré 3, dont # soit racine.
b) En déduire que V3 € L, puis que v/3 € L.
6a) Montrer que le degré [L : Q] est un multiple de 6.
b) En déduire le polynéme minimal de 6 sur Q.
¢) Quels sont les conjugués de 8 sur Q ?
7) Calculer la norme Ny g(1+0) et la trace Try p(1 + 6) de 1+ 6 dans extension L/Q.
8a) Décrire le groupe Aut(L).
b) L'extension L/K est-elle galoisienne ?

Soit M = L(j) avec j = ¢*™/% ¢ C.
9) Calculer [M : Q)] et déterminer M N R.
10) Montrer que le sous-groupe Autg;y(M) du groupe Aut(M) est isomorphe au groupe
cyclique Z/67Z.
11) Montrer comment construire un sous-groupe dordre 12 du groupe GL(12.7) des
matrices carrées inversibles & coefficients dans Z a 12 lignes et 12 colonnes.

Corrigé

) Comme on a Va.o'.y.y € Q. (x+yv3) = (' +y/V3) = (2 — 2') + (y — ¥ ) V3,

(x +yV3)(@' + y'V3) = 22’ + 3yy + (xy’ +ya")W3 et

(z+yV3) ' = x/(x® = 3y7) — y/(x* — 3y*)V/3,
Iensemble {z + yv3 € C ;. y € Q} est un sous-corps de C qui contient v/'3 et comme
tout sous-corps de C contenant v/3 le contient, c’est bien le sous-corps K de C engendré
par /3.
2a) Le nombre réel 2 + y/3 est racine du polynome X2 — 2rX + 2% — 3y* € QX qui
est irréductible sur Q si et seulement si y # 0 parce que V3¢ Q: c¢’est donc le polvnome
minimal de x + yv/3 sur Q si et seulement si y # 0; dans ce dernier cas le polynome



minimal est X — . Pour x = a/d’ (resp. y = b/V) avec a € Z,d’ € N* premiers entre

. . . b
eux (resp. b € Z,b' € N*, premiers entre eux), le polynéme minimal de z = ﬁ + i—\/§ est

a U
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‘ a a , _ . a
done X? — 2—/X 4+ — —3— 1 b # 0 sinon c'est X — —.
a (1/2 b/z ! a/ .
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2b) 1l est & coefficients dans Z si @’ = 1 et b = 0 ou si d' | 20 et — — 3b72 € Z;

a2

a'|2a = ' =1ou2caraetd sont premiers entre eux et la deuxidéme condition devient
2 2 2

Sﬁ € Z done b7 | 3b? sia’ =1 et %— — 3@ € Z done b* | 120* si ' = 2. Comme b* et
b'? sont premiers entre eux, dans le premier cas, b doit diviser 3, donc ¥ = 1 ou 3; mais
b # 3 car sinon 9 | 3b° et 3 | b; dans le second cas, b doit diviser 12 donc ¥ = 1, 2. 3
ou 6; mais b’ # 3 ou 6 car sinon 9 | 3b% et 3| b et & # 2 car sinon a et b sont impairs et
4] a® — 3% alors que a* — 3b* est = 2 mod 4.
2¢) Le nombre algébrique = est un entier algébrique si et seulement son polynéme minimal
est & coefficients dans Z. Dans tous les cas, la seule possibilité pour que z soit un entier
algébrique est donc que o’ = b’ = 1, donc I'anneau des entiers de K = Q(V/3) est Z[\/g]
2d) Le corps des fractions de Z[v/3] est C K puisque K est un corps qui contient Z[V3)
d’autre part il contient v/3 et donc aussi le sous-corps de C engendré par v/3 qui est K.
3) Comme (2+V3)(2—v3) =1, 2+ V3 et 2~ /3 sont deux éléments de 'anncau Z[V3)
inverses 1'un de I'autre; donc ( (2 +v/3)™) est une suite strictement croissante d’éléments
inversibles de "anneau Z[v/3].
4) Les racines du polynome X* — 3 sont v/3, jV/3 et V3 on j = e e (comme
on peut le voir en remarquant que le quotient de deux telles racines est une racine de
X* —1). Donc c’est un polynéme de degré 3 € Q[X] qui n’a pas de racines dans Q; il est
bien irréductible et par suite, c’est le polynome minimal de v/3 sur Q.
5a) Comme (6 — V3)* = 3, § est racine du polynéme X? — 3v/3X2 4+ 9X — 3v/3 € K[X].
3 ¢ k)
5b) ﬁ:%e@(m:L = V3=0-V3€Q(8) =L
6a) Comme L D K et Q(v/3), d'apres le théoréme de multiplicativité des degrés, [L : Q]
est multiple de [K : Q] = 2 et de [Q(V/3) : Q] = 3 (d’aprés la question 4) donc de 6.
R 6% +96 — 3
6b) Comme (m
Z{X] dont on constate, sans qu’il soit nécessaire de le développer, qu'il est unitaire de
degré 6. Comme, par ailleurs, [Q(#) : Q] > 6, il est irréductible et c’est le polvnome
minimal de ¢ sur Q.
6c) Les conjugués de # sur @ sont les images de # par les 6 plongements distincts de I
dans C qui appliquent v/3 sur I'un de ses conjugués =v/3 et v/3 sur l'un de ses conjugués
V3. 5V/3. V3 don 6 conjugués possibles pour 6 : vV3+v/3,V3+ V3, V34523, -3+
V3. V34 V3. -3+ 7*V/3 et comme @ est de degré 6. il n’est méme pas nécessaire de
vérifier qu’ils sont deux a deux distincts.
7)La norme Ny ,o(1 + @) est le produit des conjugués de 1 + ¢ sur Q: c’est aussi le terme
constant du polynome minimal de 1 4 ¢ sur Q: or si P(X) est le polynome minimal de

)2 = 3. # est racine du polynome (X*+9X ~3)2 —27(X*+1)% €



0 sur @, alors P(X — 1) est celui de 1 + 6 sur Q parce que 1 + # est aussi de degré 6 et
racine de P(X — 1); il est facile de calculer ce terme constant, grace a la question 6b) et
sans méme qu’il soit nécessaire de développer le polynéme. On trouve 61.

Pour la trace, c’est plus facile :

TT’L//Q(l -+ 0) =

(VB4 UB)+ (1V3) /3) 4+ (14342 BN (1 VB4 VB) (1B V3, 1+ (1= 3+/2V3)

= 6.
8a) Comme L = Q(f) tout plongement ¢ de L dans C est déterminé par o(6) et pour
que o solt un automorphisme de L il faut et il suffit que o() € L. Or il n’y a que deux
conjugués de 6 qui sont réels : 6 et —v/3 + \/_ ils sont dans L d’ou deux automorphismes
de L :id; et 8 — \/—+\/§(’estad1re fH \/_f V3.
8b) Comme idj, est le seul K-automorphisme de L, L/K n’est sirement pas galoisienne.
9) Comme M > L, [M : Q] est un multiple de [L Q] = 6; comme L C R et que
J &€ MNR, M+#Letdonc [M:Q] > 12; mais j est de degré < 2 sur L (puisque racine
de X+ X +1 € L[X]) donc [M : L] < 2 et M : Q] <12, dou [M : Q] = 12. Comme
LCMNRG Mavec [M:L=2 onal=MNR.
10) L’extension M /Q est galoisienne parceque M est le corps des racines du polynéme min-
imal de 6 sur Q. D’autre part [M : Q(j)] = [([;é) Qé] 6et {1,/3,V3,V3V3.V9,V3V9}
est une base de M sur Q(5); donc V3 — —v/3, V3 — jV/3 détermine un Q(j)-automorphisme
o de M. Calculons : a(\/g) ~V3, o3(V3) = —=V3. ¢°(V3) = =B et 63(V3) =
J2V/3, o“i(%) = jg%; donc 0,02 0% o, 0° # idy et 0% = idy,. Le sous-groupe de
Aut(M) engendré par o est donc un groupe cyclique d’ordre 6 et comine M :Q(j)] =6
c’est le groupe de Galois Gal(M/Q(j)).
11) Tl suffit de calculer les matrices des éléments de Aut(A/) dans la base

(1,v/3.5,5V3,V/3, V9, V3V3, V39, /3. /9. j/33, jv/39)

(ou dans toute autre base de M sur Q). Elles constituent un groupe pour la multiplication.



