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Soit I : yE+ .i€ € lR: on notc Ii : e(\,€) et I : e(d)
I K (resp.L) est Ie so,Lts-corps_de C en.gend,ré pu,,r t/5 ft"tp. par 0)].
1) \iontrel que 1{ : {:r: * At, .4 e C, r,g € Q}
2) Soient (o,u') et (b.ô') deux couples d'entiers relati fs premiers entre eux.

a) Calcuier le polynôme minimal sur Q .1" I + lVE e X.- ot t) '
b) À quelles conclitions est-il à coefficients entiers '/
c) En déduire que I'anneau des entiers de K est Zln5)
d) Vérifier que le corps des fractions cle Zlyll est bien K.

3) Calculer (2 + tÆ)tz - ,El et montrel que'l'anne au Zlt/51a une infinité d,éléments
invcrsibles.
4) Calculer le poll'nôme rninimal de r1€ sur Q.
5a) Donner un poivnôme à, coefficients clans K, cle degré 3. clont g soit racine.
b) trn déduire qu. rÆ € I. puis .pre r)€ e -L.

6a) Nlontrer que le clegré lf ' Q] est un urultiple cle 6.
b) En cléduire le polvnôme minimal cle 0 sur e.
c) Quels sont les conjugués de d sur Q '/

7) Calculer la norme 
^Llq(1 

+ 9) et la trace Tr11q(I + É) cle 1 -l- â clans l'exterrsion I/Q.
8a) Décrirer Ie groupe Aut(I).
b) L'extension I/1{ est-elle galoisienrie ?

Soil; À1 : L(..j) avec .7 : e2,n/3 e C.
9) Calculer [,\1 : Q] et déterrniner .l,f O R.
10) \lontrel!|le le sous-groupe Autq17;(M) clu groupe Aut(rff) est isonrorphe au groupe
cr-clique V,l6Z.
11) \Iontrer conrnretlt corrstniir€) un sorls-gïonpe rl'orclre 12 chi groupe GL(12. Z') cles
nirtrices carrées inversibles à coefficients clans T, à 12 licnes et 12 colonrres.

Corrigé

1) Corrrnic on a Vz,:ir', !7,:?' € e. e +,a\,Æ) - (r, f ,g,r/J)

@ + s\/2)(ri + g' {û : trt + z,s'y' + (ra' +,!t/)Js
(" +:q\Æ)-1 -_.1,/ '1rr -: :y' t) - gl(. t ]  - iyt)J\, '

l 'crrsernr.ble {r: + yv'3 e C I .L'.11 € e} est un sous-corps cle

:  (J -  . r ' t  - .  çy -  g '  I  \ /5.

C qui contient r.Æ et corrme
solls-corps /r- dr. C engerrdrétout sous-corps de C contenant v6 le contient. c,est bien icrr

par V3.
2tr) Le rionibre r"éel r: + ,arÆ est laciner clu polr.nôrnr: d2 * 2rI * ;i:l - 3:,1, e elXj qrû
cst irr 'écluctible sr-rr Q si et seulernent si a l0 palce,t,,". ,Æ d Q: c"est dorit '  le poh.nonre
rniriirrral clo r' * gr/3 sur Q si ct seuiement si y 4 0: cltrns ce clernjer c:rs le poir.rrôrne



rninimal est X -:r.  Pour r : , . la/ (resp. ,A 
- hlb') âvec o, € Z.a' € N*

errx (resp. b e Z. b' € N*. prcmiers entre eux), ie polynônie ninimal cle ; :

r lonc X2 - r i ,  .  *  
-  t# rrb I  0 sinon c'est X - { .

premrers entrc:
ub

- 
* ;V3 est

Q' () '

2b) il est à coefTicients clans Z si û,' : 1 et b : 0 ou si a' | 2a et + - Z* , Z,' tt'r l/ 2
a' | 2ct I st : 1 otr 2 car o et rz' sont premiers entre erux et la deuxième ciinclitiori devient

tS rZ cIout,  l i2 l3b2 si  o ' :  r  et+ *3* €Z d.onr:b '2 l \2b.  s i  n ' :2.  Cornrne ôz et
L)Iz I b'2

ô'2 scrnt plemiers etttre eux. clans le prernier c:as, b'2 cloit cliviser 3. clonc b' : I ou 3: mais
b' * 3 car sinon I I  3b'z et 3 | ô; dans 1e second cas, b'2 doit diviser 12 clonc b' :7,2, i3
ort  6:  mais b ' l3 ou 6 car s inon 9l3b2 et  3 lb et  b ' t2 car s inon a et  b sont i rnpairs et
4 | o' - 3tr2 alors que c2 - 3b2 est : 2 mod 4.
2c) Le nombre algébrique : est trn entier algébrique si et seulenrent son polynôme rninimal
est à coefficierrts daus Z. Dans tous 1es cas, la seuie possibilité pour que z soit un entier
algébrique est clonc que a' :b' :1, clonc I'anneau des entiers de K: e(/3) est v,lt/51.
2<i) Le corps des fractions deZ,lt/l1est C K puisque K est un corps qui contientZltfû;
cl'autre part il contient v€ et clonc aussi Ie sous-cnrps de C engendré pu, ./5 qui est 1{.
3) Comme (.2+\,8)Q-t / r :7,2+\/}et  2- lÆsont c leuxéléments de I 'anneau Zl t /J)
inverses l'un cler 1'autre; clorrc ( (2+ \/5)" ) est une suite strictement croissante d'élérnents
irrvcrsibles de l 'anrrear t Zlt/3].

'1) Les racines clu polynôrne X:r - 3 sorrt î/5, jdi et .j2i/5 oir 7 : ,# e C (corlme
on peut le voir en remarquant que le quotient de cleux telles racirres est une racine de
Xt - 1) Donc c'est un polynônre de ciegré 3 € Q[X] qui n'a pas clc racines clans Q; il est
bierr irrécluctible et par suite. c'est le polynôrne minirnal de V3 sur Q.
5a) Comme (â - J3| :3. g est racitre clu polvnôrne X:r - gv€X2 + 9X - 3v-€ € À fxl.

e3+ge-z )  '
5b) /3: : ; : ; , , :  €Q(g) :L =+ i / i :o-vEe e(o) : r ,

.)\t7- --- I /

6a) Comrne I I  Â et Q(.Æ1..I 'nptès ie théorème cle muit ipl icativité: des clegrés. [I 'Q]
est multipie cie [K : Q] : 2 et cle ta(.i€) : Ql : 3 (cl'après la question .4) clonc de 6.

.gJ-t tA- ?

6b) Comm. (- ;#) ' :3,  d est  racine dupolvnôme (x3+9X-3) '?-27(x2+t)2 e
' t l r / '+ l , )

ZlXl dont on constate. sans qu"tl soit rrécessaire rle le développer. qu'il est unitaire rle
degré 6. Comrne" par ailleurs, lQ(â) ' Ql > 6, il est irréductible et c'est le polvnôrnc.
rninimal de I sur Q.
6c) Les corrjugués cle 0 sur Q sont ies irnages de â par ics 6 piongements clistirrcts c1e I
clans C_qui appiiquent r,€ sur I'un c1e ses conjugués *vÆ et V3 sur I'un de ses conjugués
(5,. j{5, j ' (5, cl 'où 6 co.jugués possibles po.r d , yE+iE,u4+ j iE,rÆ+;j ' iÆ.*nT+

'/3.-VT +,j iÆ,-u6+ . i ' iE et comine d est cle clegré 6. i l  n'est même pas néc.essaire'cie

"'érifier 
c1r'ils sont deux à cieux ciistiricts.

7)La rrorrne À;let(1 -F 9) est le prodriit cles coniugués cle 1+ I sur Q: c'est aussi 1e telrrre
collstallt cltr polvnôrrit' minirnal cie 1 * 0 sur Q; or si P(X) est ler polvnôrne ntlnima] clc-



9 sur Q. alors P(X - 1) est celui cle l * d sur Q parce que l * 0 est aussi de clegré 6 et
iacirie cle,D(X - 1), il est facile cle calculel ce tenrre corist,an'i, grâce à la cluestion 6b) et
sans mêtne qu'i1 soit riécessaire de dér.eloppcr le po1y11gp.. On trour.e 61.
Pour 1a trace. c'est plus facile :
Trr,q(7 + 0) :

(1+ v€+ r1€)+(r+u€+.i.i€)+(t +yE+.jr;/ù +(1-v€+ .,/5)+0-rtr+ j \4,)+(r-v€r- .j, i/5)

-6.
8a) Comrne L : Q(9) toLrt pkrngernent o de -L dans C est clétermirié par o(0) et pour
que o soit un automorpirisme de I il faut et il suffit que o(g) € tr. Or il n'v a, que cleux
conjugués de d qui sont réels : 0 et -^,/3+ r/3; ils sont dans I d'où deux :rutomorphismes
cle I : idl et 0 ,-- -t/5 + i5, c'est à dire : r,Æ *, -yQ.i/5 ,-, i/5.
8b) Cornme idr, est le seul /{-automorphisme c,e L, LIK n'est sûrement pas galoisienne.
9) CornrneI. l  I  L,  lX[ :Q] estunmult ip iede [L,Q] :6;  commel C Retque
i € L!'. IR, .À1 l L etdonc [,tf : Q] > 12: niais T est de degré ( 2 sur r (puisque racine
de X2+X+1€ r [X])  c lonc l , \1 ,  L)<2et,  l l , t ,e l  < tZ,  c l 'où IXI  ,e] ' :12.  Comme
LCX,I  nRtr '11 aveclLrt :L] :2.on aL:Àf nlR.
10) L'extension tV/Q est galoisienne parceque M est le corps cies racines clu poll,nome min-

imal clc É sur Q. D'autre part I,tf : Q(j)' 
l'\'1 : QlI : ,offi 

: 6 et {1, .,€, ill, t/515, {s,ISJA)
est rrne Lrase de M sur Q(7); donc t/5 ,- -t/5,15 

-r,175 
détermine un Q(7)-autornorphisrne

o de r f / .  Calc ' lons lg i6:  *15, 
" '16Æ): 

- \ / i ,  
"16,Æ): 

- fE et  o2(V5) :
i '15, 

"nG/5) 
: i2l5; clonc o, t ' ,o!,on.o' ' f  i t ly et o6 : iàaz. Le sous-groupc c|e

Aut(Àf) engendré par o est donc un €lïoupe c1,clique d'or.dre 6 et comrne [M : e(-l)] : ij
c'est le groupe cle Galois Gat(ff/Q(.i )).
11) Il sufTit rle calculer les matrices cles éléments cle Aut(1/) clans la base

(i. \,Æ, i, .tJz, lE,lg, vE&E, t/51A, i r/5..i lg, ir/3{2, jr/E{g)

(ou dans toute arttre base de ,4.1 sur Q). trlles constituent un groupe pour la rnultipiir;ation.


