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TD 1. Congruences

Exercice 1 (Puissances)
1. a) Soit n € Z et € € {0,1}. Développer (2n + £)?; en déduire que le carré d'un entier est toujours
congru a 0 ou 1 modulo 4.

b) Faire un raisonnement analogue pour montrer que le cube d’un entier est toujours congru a —1,
0 ou 1 modulo 9.

2. Soit p un nombre premier, on considere I’équation en nombres entiers :
aP 4 yP = 2P

ou z, y et z sont supposés premiers a p.

a) On suppose que (z,y, z) est solution du probléme pour p = 3. Montrer qu’alors 2 + y3 = —2, 0
ou 2 mod 9; en déduire qu’il n’y a pas de solution pour p = 3.

b) On suppose p = 5, peut-on faire de méme ?

Pour p = 7, on pourra “vérifier” la relation : 17 4+ 307 = 317 mod 49.

Exercice 2 (Fermat pour n = 2)
On considere ’équation :

22yt =27 (1)

1. Soit (z,y,2) € Z* une solution de (1) avec z et y strictement positifs premiers entre eux.

a) En considérant ’équation modulo 4, montrer que x ou y est pair. On suppose désormais que x
est pair.

b) Montrer que *5¥ et Z;” sont entiers et premiers entre eux.

c) En déduire qu’il existe a,b € N tels que Z;y =a? et = b2 et qu’on a alors :
z=2ab, y=da>-b, z=d>+0b*.
d) Montrer qu’on a de plus :
azb mod2, (a,b)=1, a>b>0. (2)

2. Soient a,b € Z satisfaisant les conditions (2). Montrer que x = 2ab, y = a? — b, z = a? + b? sont
strictement positifs, solutions de 1’équation (1), et que x et y sont premiers entre eux.

Exercice 3 (Les inversibles de Z/nZ)
Soit n un entier > 2. Pour s € Z, on note § 'image de s dans Z/nZ.

1. Montrer ’équivalence des trois assertions suivantes [penser & Bézout] :
(i) s est un entier premier a n;
(ii) s est un générateur de Z/nZ;
(i) 5 € (Z/nZ)*.
2. Soit p un nombre premier.
a) Montrer que le cardinal de (Z/pZ)* est p — 1.
b) Soit = € (Z/pZ)*, qu’en déduit-on pour zP~1?
c) Montrer que pour tout entier s, on a s =s mod p.

d) Vérifier de deux maniéres que, pour tous s,t € Z, on a (s + t)? = sP + t? mod p.



p—1 _
3. a) Montrer qu'on a : XP~1 — 1= [] (X — k) en tant que polynomes a coefficients dans Z/pZ.
k=1

b) En déduire que, pour tout s € Z, ona: (s +1)(s+2)---(s+p—1)=s""1 —1 mod p,
c) puis que : (p—1)! = -1 mod p.
d) Montrer que pour n entier on a l'implication [on pourra raisonner par I'absurde; le cas n = 4 est
a traiter a part] :
(n—=1)!'=—-1 mod n = n est premier.

Exercice 4 (Indicatrice d’Euler)
Pour n € N, on rappelle que ¢(n) est le cardinal de (Z/nZ)*. On a vu ci-dessus que ¢(p) = p — 1 pour
p premier.

1. a) Soit s un entier > 1, vérifier & 'aide de la question 1. de l’exercice précédent que ¢(p®) =
ps—l(p _ 1>.
b) A T'aide du théoréme chinois des restes, montrer que, si n et m sont deux entiers premiers entre
eux, alors p(nm) = @(n)p(m).

c) Soit n un entier > 1, dont la décomposition en produit de premiers s’écrit n = pi* - - - p¢r. Déduire

de ce qui précede que :
- 1
p(n) = nH <1 — )
i=1 pi

2. Soit z € Z.
a) Montrer que Z est d’ordre n dans Z/nZ si et seulement si  est premier a n;
b) Soit d un diviseur de n, montrer que Z est d’ordre d dans Z/nZ si et seulement si % divise = et
24 est d’ordre d dans Z/dZ.
c) En déduire une bijection entre ’ensemble Uy des éléments d’ordre d de Z/nZ et (Z/dZ)*), puis

Pégalité :
n= Z w(d) .
d|n

d) On suppose que la décomposition en produit de premiers de n est n = pJ'---por. Etablir la

formule :
-

n=[T10+e@)+-+ o)) -

i=1

3. Calculer ¢(13625) et ¢(d) pour tout d|13625.

Exercice 5 (Loi de réciprocité quadratique)
Soit p un nombre premier impair et soit n = pi' ---p% un entier naturel impair. On rappelle qu’on
définit, pour a € Z, les symboles de Legendre et de Jacobi par :

1 sia est un carré non nul mod p r e
a . a H a
(> B 0 o p | ‘ ’ (7> - <)
p —1 sian’est pas un carré mod p " i—1 \Pi

Pour m,n entiers naturels impairs premiers entre eux, on a la loi de réciprocité quadratique et les

identités :
B G- ()= ()

Enfin, pour m,n entiers naturels impairs et a,b € Z :

a b . ab a b
(—): — ] si a=b modm, — :(—) — 1,

m m m m/ \'m
a) Montrer que, pour tous m,n entiers naturels impairs, on a (2) = (—1) et ().

17 1999
b) Calculer <41> et (65537)




