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1 Introduction

La Résistance Des Matériaux (RDM) est une des branches de la mécanique qui permet 1’étude
des contraintes et des déformations. Les contraintes mécaniques peuvent étre vues comme des
« efforts de cohésion » de la matiére et sont homogenes a une pression (généralement exprimée
en méga-Pascal MPa). Les déformations d'un objet physique s’observent par un changement de
forme de celui-ci et/ou de variation dans ses dimensions. Les déformations sont sans unités. Des
définitions plus précises de ces deux notions fondamentales en RDM viendront plus tard dans
ce manuscrit. L'utilisation de la théorie de la RDM est trés utilisée par les ingénieurs matériaux
afin de répondre & deux problématiques.

1. Caractériser les propriétés d'usage mécaniques d'un nouveau matériau. Quel est son com-
portement mécanique ? Quelles sont les valeurs associées a ce comportement ? Par exemple,
quel est le comportement d'une mousse céramique en compression? Ou bien, quelle est la
valeur de la contrainte en rupture en compression d’une brique en terre cuite ?

2. Modéliser pour prédire et dimensionner des structures mécaniques. Par exemple :
e quel est le poids maximal du pécheur admissible par ce pont en dalle préhistorique
(voir figure 1a)?
o quelle est la vitesse de vent maximale de face admissible que peut supporter ce panneau
de signalisation autoroutier (voir figure 1b)?
e quelle doit étre 1'épaisseur de la plaque de carbure de silicium de ce gilet pare balle
pour arréter des projectiles (voir figure 1c)?
e quelle doit étre la forme optimale de ce couteau en céramique pour éviter qu’il ne se
brise (voir figure 1d)?
Il est important de remarquer que pour pouvoir mener a bien ces calculs, une bonne
connaissance des caractéristiques mécaniques du matériau est requise (cf étape précé-
dente).
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St- Valérien-
de-Milton
A

(c) Gilet pare balle militaire
(b) Panneau de signalisation [18] [10]

(d) Couteau céramique [16]

FIGURE 1 — Exemples de structures mécaniques
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1.1 La modélisation, une étape clé dans le calcul des structures

Pour étre en mesure de réaliser ces études, il est nécessaire de procéder a la modélisation du
probleme. L'étape de modélisation consiste a appliquer un certain nombre d’hypotheses simpli-
ficatrices a un probleme réel de facon a pouvoir traduire mathématiquement ce probleme.

Par exemple, le probleme illustré sur la figure 1b donne lieu a la modélisation schématisée
sur la figure ci-dessous. Dans cet exemple, il s’agit d’étudier la déformée de la structure en
« L » supportant les panneaux de signalisation sous le poids de ces panneaux. Dans le modele
proposé, le poids des panneaux est modélisé par des efforts ponctuels, la structure par une
poutre d’Euler-Bernouilli et la liaison au sol par une liaison encastrement. Méme si ces notions
vont étre abordées plus en profondeur un peu plus loin dans ce manuscrit, il est aisé de se rendre
compte ici que la modélisation est une représentation tres simplifiée d’un probleme réel.

Cette étape de modélisation est une étape clé dans la résolution d’un probléme de structure. Elle
met en exergue le sens d’observation, « le sens physique » et les connaissances théoriques de
Iingénieur. Le diagramme suivant montre la démarche générale de modélisation d"un probleme.

Hypotheses Appli. mathématique/num.

Probléme réél Modele Prédiction

II est important de noter qu'un « bon » modéle est un modele qui répond a une
question précise. Par exemple, le modele élaboré sur la figure ci-dessus peut ré-
pondre a la question : « quelle est la fleche maximale de la structure ? ». Par contre,
si le probleme soulevé est de dimensionner avec précision le pied de la structure
(liaison mécanique entre le sol et la structure, voir figure ci-contre), il sera néces-
saire de faire appel a des modélisations numériques qui permettent de prendre
en compte la géométrie complexe de cette piéce d’assemblage.

1.2 Les enjeux du calcul des structures

Aujourd’hui, la recherche scientifique est tres active dans le domaine de la modélisation nu-
mérique de la résistance des matériaux et du calcul des structures. L'enjeu est de proposer de
nouvelles approches numériques permettant de résoudre des problémes plus grands (au sens
des degrés de liberté a résoudre) et plus riches (au sens des lois physiques introduites dans les
modeles numériques). Par exemple, une entreprise comme Airbus est aujourd’hui capable de
simuler entierement la structure d’un avion (voir figure 2) par des approches dites multiéchelles.

Les objectifs sont alors multiples. Il s’agit d’optimiser les cotits en minimisant 'emploi d’essais
mécaniques, de réduire les coefficients de sécurité qui s’averent étre bien souvent des coefficients
d’ignorance, d’optimiser les formes et de minimiser la matiére utilisée de facon & réduire l'impact
écologique.
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(a) Reproduction 3D du dipositif [7] (b) Gravure originale [20]

FIGURE 3 — 'essai de traction mis en oeuvre par Léonard de Vinci

1.3 La premiere expérience de résistance des matériaux

La premiere expérience connue de résistance des matériaux est imputée a Léonard de Vinci (1452-
1519) [19]. La figure 3 représente 1'essai mécanique réalisé. Il s’agissait d’étudier la résistance
de fils de cuivre soumis a un effort de traction d’intensité croissante. L’augmentation de 1’effort
résulte de I'écoulement de sable dans un panier auquel est noué le fil de cuivre. Lors de la
rupture du fil, I'’écoulement est stoppé et la masse de sable contenu dans le panier est ensuite
pesée. Les expériences sont répétées plusieurs fois puis un fil de cuivre de diametre deux fois
inférieur est ensuite testé par le méme procédé.

Bien que l'interprétation de cette expérience soit controversée [14], il semble que Léonard de Vinci
fit la découverte suivante : les rapports des masses de sable mesurés lors des ruptures sont proportionnels
aux rapports des diametres des fils élevés au carré.

@ Grace a cette derniére observation, donner la valeur de la masse a rupture pour un fil de
cuivre de 3 mm de rayon en supposant que la masse a rupture relevée pour un fil de 6 mm de
rayon est de 1 kg.

Il est remarquable de noter que cette observation, datant de la fin du XV* siecle, est tout a fait
en accord et trouve sa justification a I'aide des théories modernes de la RDM détaillées plus loin
dans ce document.
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Objectifs, compétence attendue et pré-requis de ce cours

Objectif général : sensibiliser les étudiants aux problématiques de calcul de structure et de tenue méca-
nique.

Compétence attendue : modéliser et résoudre a la main un probleme de mécanique dans le cadre de la
théorie des poutres ou de I’élasticité plane.

Pré-requis : calcul intégral et différentiel, calcul vectoriel et matriciel.

La démarche générale de résolution de ces problemes requiert généralement les étapes sui-
vantes :

1. modélisation des liaisons mécaniques et des actions mécaniques,

2. isolement du systeme étudié, bilan des efforts et application du principe fondamental de
la statique,

3. prise en compte d’hypotheses cinématiques (théorie des poutres par exemple),
4. application de loi de comportement (relation contrainte-déformation),
5. mise en équation et résolution.

Les points 1 et 2 seront considérés comme des pré-requis de ce cours et seront abordés rapi-
dement. En particulier, les notions de torseur des actions mécaniques, d’action transmissible et
d’équilibre des forces seront rappelées. Ensuite, il sera abordé les notions de contrainte et de
déformation ainsi que leurs représentations mathématiques associées. Les lois de comportement
seront ensuite vues avec, en particulier, la loi de Hooke. Enfin, il sera abordé la théorie des poutres
en insistant plus particuliérement sur les sollicitations et les essais de traction, de compression
et de flexion particuliérement utiles et utilisés pour les ingénieurs céramistes.

Références
Ce polycopié est la synthese de plusieurs ouvrages portant sur la résistance des matériaux :

o Résistance des matériaux de P. Agathi et al. [1],
Meécanique des systémes et des milieux déformables de L. Chevalier [5],
Meécanique des milieux continus : introduction a la plasticité des matériaux de J. Douin [8],
Guide de mécanique : Sciences et technologies industrielles, Statique, Cinématique, Dynamique,
Résistance des matériaux, Elasticité, Mécanique des fluides, Vibrations de JL. Fanchon [9],
Notes de cours de Mécanique des matériaux solides de G. Cailletaud de Mines ParisTech [3].
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2 Modélisation des actions et des liaisons mécaniques

2.1 Actions mécaniques

On nomme une action mécanique toute cause susceptible de maintenir un corps au repos, de
créer ou de modifier un mouvement ou bien encore de créer une déformation. Une action mé-
canique est donc un concept abstrait qui ne peut étre mesuré dans la réalité qu’au travers de ces
conséquences sur des objets physiques.

2.1.1 Force

On appelle force, l'action mécanique qui s’exerce mutuellement entre deux particules ponc-
tuelles. Une force est appliquée en un point et se modélise par I'ensemble d'un point et d’un
vecteur. La notation (P, F) signifie que P est le point d’application de la force F. La droite (A)
passant par P et parallele a F est appelée la droite support de la force. La norme Hf H est 'inten-
sité de la force et s’exprime en Newton (N).

[ (1] Une force aura tendance a mettre une particule en mouvement de translation.

2.1.2 Moment

Le moment d’une force (P, F) s’exprime au point A par la relation :

Mia(E) = AP AE (1)

L'unité du moment est le Newton-metre (N.m). On remarque qu’il est possible d’appliquer la
formule précédente en un autre point (ici le point B) :

— =

Mig(F) = BPAFavec B # A @)

En combinant les deux équations précédentes, on obtient alors :

Mig(F) = MA(F) + BAAE @3)

Cette derniere relation est plus connue sous le nom de transport des moments et sera d'une
grande importance par la suite.
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(1] Un moment aura tendance a mettre un solide en mouvement de rotation. Par exemple, une
bonne maniére de mettre le jouet fidget-spinner en rotation (cf figure ci-dessous) est d’appliquer
une force de direction perpendiculaire a I'axe de rotation. De plus, il faut que le point d’application
de la force soit le plus éloigné de cet axe. De cette fagon, le moment résultant de cette force sur I'axe

de rotation est maximal.
S

Axe dé rotation
’

Bras de levi

'\A Force appliquée
/

2.1.3 Champ vectoriel d'une action mécanique et torseur associé

Soit (P, F) une force appliquée au solide (S) au point P tel que le montre la figure ci-dessous.

(1] Par convention, dans ce polycopié, les forces seront schématisées par des fleches simples rouges
et les moments par des fleches triples vertes

.._F

L’action mécanique associée a (P, F) se définit en un point A par deux champs vectoriels :
1. un champ uniforme de résultante R = F
2. un champ de moment défini en A par l’équation 1, soit M4 (F) = ADAF

Aussi, grace a la relation 3, il est possible de démontrer que ce champ est équiprojectif, c’est-a-dire
que M4 (F) - AB = Mg(F)- AB. Tl est alors possible d’écrire ce champ sous la forme d’un torseur
qui exprime ces deux champs vectoriels (résultante et moment). Ce torseur se nomme torseur
d’action mécanique et s’écrit :

R=F
{Ts}B‘B{ MB—MA(?)JrﬁAF} @

ol R est la résultante et M4 est le moment exprimé au point A du torseur d’action mécanique.
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2.1.4 Modélisation d’un ensemble de force

Si un solide (S) subit de la part d’un milieu extérieur (S) un ensemble de n forces (P;, F;) alors
le torseur des actions mécaniques équivalent a cet ensemble de force est :

n
Rs 5 = Z i
{TS_—>S}A = . nlzl . @)
MA,SHS = Z Iﬁl Ak
A i=1

Si cet ensemble de force est un champ continu de force comme une pression ou un poids, alors
la somme devient continue et prend la forme d’une intégrale :

R§—>S:/fdw
w

Mpgs = /ﬁ/\fdw

A w

{TS'—>S}A = (6)

ot f est la force infinitésimale appliquée au point P et w est le domaine sur lequel s’applique
cette force.
2.1.5 Expression analytique

Soit (¥, ¥/,Z) une base orthonormée directe. Les résultantes et les moments peuvent alors s’expri-
mer en coordonnées cartésiennes dans ce repére de la fagon suivante :

Re g=X¥+Yyj+2% @)
Mys,s=LaX+Msj+NayZ ®)
ce qui donne en écriture ligne :
Xx+Yy+2zZ
Ts = = S - 9
{S%S}A A{ LAx+MAy+NAZ} ()
ou bien encore en écriture colonne :
X Ly
{Tsusta= Y Ma (10)
a2 Na )y
2.1.6 Torseurs particuliers
R
{T}a= Iy torseur quelconque
A A
0 : .
= ~ orseur couple, uniforme en tout poin
{T}a { M } t pl f tout point
A
{T}s= { Ig } torseur glisseur, uniforme le long de la droite d’app. (A)
A
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2.1.7 Les différentes actions mécaniques

On appelle force extérieure appliquée a un systeme matériel (S), toute force exercée par le milieu
extérieur (S). On distingue plusieurs types de force.

Les actions a distance. La plus courante est 1’action de la pesanteur. Celle-ci est généralement
modélisée par une force dont l'intensité est m x g appliquée au centre de gravité de (S)
et selon une « direction verticale ». Une modélisation plus fine des actions de pesanteur
consiste & supposé un ensemble infini d’actions reparties dans le volume de (S).

Les actions de contact. Lorsque deux solides sont en contact, une surface de contact va se créer.
Toutefois, on modélise généralement les actions de contact par une force ponctuelle dont
le point d’application est le centre de cette surface et dont la direction est perpendiculaire
a celle-ci.

Les actions réparties. Ce sont des actions généralement exercées par un fluide sur une surface
de (S). Ces forces sont généralement modélisées par une pression répartie sur cette surface.

2.2 Liaisons mécaniques

Les liaisons mécaniques sont des dispositions constructives permettant a deux piéces des mou-
vements relatifs. Les liaisons mécaniques foisonnent dans notre quotidien, il suffit de regarder
autour de soi pour énumérer des dizaines d’exemples de liaisons mécaniques.

Afin de simplifier les études, il sera supposé les liaisons mécaniques comme parfaites, c’est a
dire sans jeu, sans frottement et a géométries parfaites (les déformations sont négligées). Ces
hypotheses permettent de simplifier grandement les problémes et peuvent s’appliquer lorsqu’on

ne souhaite pas étudier finement la liaison en question (voir figure 4).
Assemblage réel Assemblage théorique

|—'4/,__ _______ _. Hypothéses

S -~ —
LV A V. A

FIGURE 4 — Mise en application des hypotheses sur un assemblage alésage/cylindre

2.3 Représentations graphiques et torseur des actions transmissibles

La représentation graphique des liaisons est normalisée par la norme NF EN ISO 3952-1. Cette
derniére norme est généralement utilisée dans la communauté de la construction mécanique. En
génie civil, il existe une autre symbolisation. C’est généralement cette derniére qui est utilisée en
résistance des matériaux. Le tableau 1 synthétise quelques liaisons mécaniques usuelles avec les
deux symbolisations.

En plus de la symbolisation des liaisons, il apparait également sur ce tableau, les Degrés De
Liberté (DDL) cinématiques associés pour chacune de ces liaisons. En effet, une liaison entre
deux piéces se caractérise par le nombre de mobilités que peut avoir 1'une des piéces par rapport
a l'autre. Ces mobilités (ou mouvements autorisés) sont appelées degrés de liberté. Si R(X, 1, Z)
est le repere local associé a la liaison entre deux solides i et j, alors on peut définir :

1. Ty comme la liberté de mouvement de translation de direction ¥,
Ty comme la liberté de mouvement de translation de direction ¥,
T, comme la liberté de mouvement de translation de direction Z,
Ry comme la liberté de mouvement de rotation de direction ¥,

Ry comme la liberté de mouvement de rotation de direction i et

S U » N

R, comme la liberté de mouvement de rotation de direction Z.
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Avec hypothese de

Nom Symbole génie méca Symbole génie civil Degré de liberté | Torseur des AM symétrie (0,7, 7)
Encastrement [0 0 X L X 0
e A 0 0 Y M Y o
A 0 0 Az Nl aloe N
Rotule  de A / 0 R, X 0 X 0
centre A 0 Ry Y 0 Y 0
0 R AL 20 (Z72) Al 00 (%§72)
A A _
Pivot d’axe 0 0 X L X 0
(A,2) i i 0 0 Y M Y o0
G Z l—»’? 0 R Al 200 Jagn | 4L 00 )y
Linéfnre /an— A . R, o o 0 o
nulaire d’axe . /
(A,) g 0 R, Y 0 Y o
7 X [0 R AL 20 (Z77) AL 00 (%)
11 A
Ponctuelle -
de normale R A - Ty Ry 0 0 0 o
(A —‘) Y Yy 0 Ry Y 0 Y 0
/ y =3 f 3 f Tz Rz 0 O g 0 0 I
zl R zl & L A (F7) A (XF57)

TaBLE 1 — Symbolisation de quelques liaisons mécaniques

A partir de 'analyse de ces mobilités, il est possible de définir un torseur des actions mécaniques
transmissibles pour chacune des liaisons.

Une mobilité interdit la transmission d’une action mécanique et se traduit par un zéro dans le
torseur des actions mécaniques transmissibles. Les composantes X, Y, Z, L, M, N désignent alors
les inconnues de liaison.

I1 est possible de réduire de 6 a 3 ces inconnues de liaison, si la liaison et le probleme étudiés
présentent un plan de symétrie. Dans ce cas, les résultantes sont alors paralleles au plan de
symétrie et les moments résultants perpendiculaires a ce plan de symétrie. Par exemple, si le
plan de symétrie est (O, X, 1) alors les composantes Z, L et M sont nulles.

2.4 Des exemples de liaison en matériaux céramiques

Les matériaux céramiques, grace a leurs trés hautes duretés, permettent de réaliser des liaisons
mécaniques a hautes performances en minimisant les frottements et 'usure.

Par exemple, les éléments roulants des roulements a billes visibles sur la figure 5b sont réalisés
en nitrure de silicium. Ces roulements a billes permettent de réaliser alors des liaisons pivots
entre un arbre (cylindre) et un alésage (trou cylindrique) pouvant fonctionner a haute température
et haute vitesse.

Un autre exemple est la téte de la prothese de hanche, visible sur la figure 5a, qui permet
de réaliser une liaison rotule entre le bassin du patient et la protheése dans un matériau bio-
compatible et de haute dureté. Cette grande dureté permet une faible usure de la rotule. Cela
permet de limiter la présence de débris dans le corps qui peuvent occasionner des pathologies
graves chez le patient.
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(a) Prothese de hanche avec rotule céramique en (b) Piece de roulement a bille en nitrure de sili-
alumine AI1203 [15] cium Si3N4 [17]

F1GURE 5 — Exemples de liaisons mécaniques réalisées en céramique

3 Le principe fondamental de la statique

3.1 Systéme matériel (S) et notion d’équilibre

Un systéeme matériel, généralement noté (S), désigne une certaine quantité de matiere solide,
gazeuse ou bien liquide. Un systeme matériel peut également désigner un ensemble de solide
lié ou non ou bien une partie de ce(s) solide(s). Pour définir correctement un systéme matériel,
il est nécessaire de définir ses limites. On parle alors de frontiere d’isolement, généralement noté
(Q)). Un systeme matériel est dit a I'équilibre, si il est immobile ou au repos par rapport a un
repere galiléen R.

(1) Un référentiel galiléen se définit comme un référentiel dans lequel le principe d’inertie est vérifié,
c’est-a-dire que tout corps libre est en mouvement de translation rectiligne uniforme ou au repos.

3.2 Principe Fondamental de la Statique (PFS)

(i) On nomme principe physique, une loi physique apparente qu’aucune expérience n'a invalidée
jusque-la bien qu’elle n’ait pas été démontrée.

Il existe un repere galiléen R, tel que pour tous systémes matériels (S) en équilibre par rapport
a ce repere, les actions mécaniques appliquées a (S) vérifient :

Rg 0
Ts = R g (11)
{ S—}S}A A{ MA,§—>S } A{ 0 }

Le PFS se traduit alors par deux théorémes : le théoréme de la résultante statique et le théoreme
du moment statique.

Le théoreme de la résultante statique implique que la somme des résultantes des actions mé-
caniques F; appliquées a un systeme matériel (S) en équilibre est nulle :

™=
el
I
ol

Il
_

(12)

le théoreme du moment statique implique que la somme des moments M 4, appliqués a un
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systeme matériel (S) en équilibre et exprimés au méme point A (quelconque) est nulle :

n
My, =0 (13)
=1

3.3 Théoreme d’action réciproque

Le théoreme d’action réciproque aussi appelé principe d’action / réaction s’énonce simplement par :

{TS]HSZ}M == {7-524%91 }M (14)

3.4 Méthode de résolution d’un probleme de statique

Généralement, dans un probleme de statique les actions extérieures appliquées a un systeme
matériel sont connues tandis que les efforts de liaison sont inconnus. Il s’agit alors de déterminer
ces inconnues de liaison. Pour ce faire, les étapes suivantes sont généralement requises :

. modéliser les actions mécaniques extérieures appliquées au systeme (S).
. modéliser les liaisons mécaniques entre I'extérieur (S) et le systeme (S).

. exprimer le torseur des actions mécaniques transmissibles pour chacune des liaisons.

1
2
3
4. exprimer les efforts extérieurs appliqués par (S) sur le systeme (S).
5. formuler des hypotheses simplificatrices telles que les plans de symétrie, etc...
6. isoler le systeme (S) et faire le bilan des actions mécaniques extérieures.

7. appliquer le théoreme de la résultante et du moment statique.

8. résoudre le systeme d’équations.

Si le systéme matériel (S) est composé de plusieurs solides, il est possible de répéter ces étapes
pour chacun des solides composant (S).

(1] Résoudre efficacement un probleme de statique, c’est a dire en minimisant le nombre de calculs
intermédiaires a réaliser, est généralement affaire d’expérience. Par exemple, le choix du point de
réduction pour écrire le théoreme du moment statique est déterminant pour minimiser le nombre
de calculs.

3.5 Exemple de résolution de probléme simple : poutre en «L »

Il s’agit ici d’étudier l'influence du poids de panneau de signalisation (cf figure 1b) sur la struc-
ture de soutien dite en « L ». La modélisation associée a ce probléme est décrite sur la figure
ci-dessous.
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(0)

L’objectif est de calculer les inconnues de liaisons entre la poutre en « L », composée des systemes
matériels (1U2), et le sol (0).

Etape 1/5 : expression du torseur des actions transmissibles des liaisons

Si on suppose le systeme matériel (S) = (1U2), alors la liaison mécanique avec (S) est une
liaison encastrement avec le sol (0) au point O. Il a été vu dans le tableau 1 que le torseur des
actions mécaniques transmissibles d'une liaison encastrement est :

Xo L = - - -
{Tos1}o = Yo M, _ ] Ren=Xox+Yoy+Zoz
o o e Moo—1=Lo ¥+ Mo+ NoZ
ol 20 No J sz O

Etape 2/5 : expression des efforts extérieurs

Si on suppose le systeme matériel (S) = (1U?2), alors les efforts extérieurs sont ceux exercés
par le poids des panneaux notés (p1) et (p2) sur la structure (2) aux points B et C. Ces actions
mécaniques peuvent étre modélisées par des forces verticales (axe i) exercées aux points B et C :

0 0
{7, ﬁZ}C - F 0 - Mp] -0
0 0 C C,p1*>2 -
c (%7 2)
0 0 =
Ry, 2 =F }7
{7;]2 vy B = E 0 — ]\5[2 3
0 0 B B,ng)z -
B (%7,2)

Etape 3/5 : prise en compte de I’hypothése simplificatrice de symétrie

Il sera supposé dans ce probleme un plan de symétrie selon le plan (O, ¥, /). Par conséquent :
e les résultantes sont paralleles au plan de symétrie (O, X, ). Les composantes des résul-

tantes selon Z sont donc nulles.
e les moments seront perpendiculaires au plan de symétrie (O, X, ). Les composantes des
moments selon X et i/ sont donc nulles.
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Le torseur des actions mécaniques transmissibles de 0 — 1 peut donc s’écrire :

X 0 = o o
B © B Ros1=Xo X+ Yoy
{Tos1}o = Yo O = I, N F
0 N 0 0,0—1 = INo 2
f6) O 7 (ziz2)

Etape 4/5 : application du théoréme de la résultante statique

Le théoreme de la résultante statique appliqué au systeme matériel (S) = (1U2) peut étre
exprimé par :
Ros1+ Rp -2+ Rp,52 =0

Ce qui donne :
(Xo)X+ (Yo+F +R)j=0

On peut donc en déduire les efforts de liaison Xp et Yp, soit :

Xo=0etYo=-F—F

Etape 5/5 : application du théoréme du moment statique

Le théoreme du moment statique exprimé au point O et appliqué au systeme matériel (S) =
(1U2) peut étre exprimé par :

Mop—1+ Mo,p, 2+ Mo p,—2 =0

D’apres la formule de transport des moments (cf équation 3) :

Mo,pﬁz = Mc,p] -2+ (% A Rp1—>2 (15)
=0+[hy— (L+B)X)AFRT
=—(Lb+hL)FZ
Mo p,—s2 = Mp p,2 + OB A Ry,
=0+ [Li-hLFANET
=-bKZ

Ce qui donne :
[NO — (12 -+ l3)F1 — lez] Z=0

On peut donc en déduire les efforts de liaison Np, soit :

No = (lz + 13)F1 +bLF

Conclusion

Connaissant les masses des panneaux p; et py et donc les valeurs des forces F; et F, ainsi que
les longueurs I, et I3, il est donc possible d’en déduire les inconnues des efforts de liaison de la
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liaison encastrement de 0 — 1, soit :

0 0
{Too1}o = -F -5 0 i
5 0 (b+B)A+hE ) 0

4 Les contraintes

D’un point de vue physique, les contraintes peuvent étre vues comme des efforts internes infi-
nitésimaux. Ce sont des efforts de cohésion qui vont s’opposer aux déformations du solide pour
garder la cohésion et I'intégrité du solide. Il est possible de déterminer ces efforts de cohésion en
réalisant une coupe fictive du solide étudié telle que le montre la figure 6.

4.1 Vecteur contrainte

Soit un solide (E) soumis a un ensemble d’actions mécaniques extérieures f; en équilibre (cf
figure 6-a) et dont on souhaite étudier les efforts de cohésion en un point M. Il est possible de
couper virtuellement ce solide en deux parties (E1) et (E;) par un plan noté P.

Comme (E) est a 1’équilibre alors (E;) (cf figure 6-b) est également a ’équilibre. Pour garantir
cet équilibre vrai, il faut alors prendre en compte les actions mécaniques de (E;) sur (E;), notés
fc; réparties dans la section droite S. Ce sont alors les efforts de cohésion.

Si AS est une petite surface appartenant a S autour du point M dont la normale extérieure est
i, alors l'effort de cohésion agissant sur le petit élément de surface AS est AF (cf figure 6-c). Le
vecteur contrainte % (M, i) est alors défini par la limite de AF lorsque AS tend vers 0 :
. AF dF
X (M,i) = lim — = — 17
(M. 1) ASS0AS — dS (17)

La dimension d’une contrainte est donc homogene a une pression et est exprimée en Pa ou plus
généralement en MPa. B
fl f

fs fi f
Figure (a) Figure (b) Figure (c)

F1GURE 6 — (a) Coupure fictive, (b) efforts de cohésion et (c) du vecteur contrainte
4.2 Propriété de réciprocité

Le théoreme de réciprocité de Cauchy s’énonce de la maniere suivante :

5 (M, i) = -5 (M, —7) (18)

Ce théoréme découle du théoreme des actions réciproques de la statique aussi appelé troisieme
loi de Newton et peut facilement étre démontré grace au principe fondamental de la statique.
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(1] Augustin Louis, baron Cauchy (1789-1857) est un mathématicien frangais, membre de I’ Aca-
démie des sciences et professeur a I'Ecole polytechnique

(1] Isaac Newton (1643-1727) est un philosophe, mathématicien et physicien britannique. Figure
emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour avoir fondé la mécanique classique.

4.3 Torseur des efforts de cohésion

Il est possible de déterminer le torseur des efforts de cohésion par intégration du vecteur
contrainte sur toute la surface S au centre de surface G :

/ / $ (M, 77) dS
{lnoh}G = // S—>

. (19)
GM A (M,7)dS

G s

(1] Le concept de torseur d’effort de cohésion ne sera vraiment utile que lorsque nous aborderons la
théorie des poutres (voir section 7.

4.4 Contrainte normale et tangentielle

On distingue généralement le vecteur contrainte ¥ (M, ) de sa partie normale ¢ et de sa partie
tangentielle T. Ainsi :

e 7 correspond a la projection de % (M, i) suivant 7 et

e 7 correspond a la projection de ¥ (M, i) dans le plan de la facette 7.
Si on suppose f le vecteur unitaire qui porte 7, on peut écrire le vecteur contrainte comme :

—

S(M,ii)=cii+Tt (20)

ol 0 est appelée contrainte normale et T contrainte tangentielle.

g

(i] La partie tangentielle T est aussi appelée contrainte de cisaillement en raison de son effet méca-
nique de cisaillement de la matiere.

4.5 Théoreme de Cauchy : équilibre des vecteurs contraintes

Supposons un cube infinitésimal de matiere de longueur d! tel que le montre la figure ci-dessous.
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Tyy

M Tyx

Txy

=l

M

Tz

¥z

Les forces appliquées sur les facettes de normales €, €, et €5 sont :

Fi =% (My,&)dl> = (011 & + T2 & + 713 &3) dI* sur la facette de normale &
b=5 (M, &) di? = (T21 €1 + 022 & + To3 €3) dI? sur la facette de normale &,
=3 (M3,€3) di> = (131 €1 + T32 €2 + 033 €3) dI? sur la facette de normale &3

De méme, les forces appliquées sur les facettes —¢;, —é; et —&3 sont :

E1=%(M;,—&)d? = — (041 8 +T12 8 + T13 e3) dI? sur la facette de normale —¢&;
[,=% (Mp, —&>) drr = — (T21 81+ 000 & + T3 €3) dI? sur la facette de normale —&,
[,=% (M3, —&3) iz = — (T.3-1 €1 + T3 €2 + 033 €3) dI? sur la facette de normale —&;

(] Dans la notation c;j et T, i et j désignent respectivement :

o i désigne l'indice du vecteur normal de la facette considérée et

o j désigne l'indice de I'axe a considérer pour projeter le vecteur contrainte.
Par exemple, T15 est la composante du vecteur contrainte sur une facette de normale ey et pro-
jetée sur &. On remarque que pour les contraintes normales i = j et que pour les contraintes
tangentielles i # j.

\.

Le volume étant supposé infinitésimal et la matieére étant supposée continue , il est possible
d’écrire que :
L (M;, &) = (M, &) (1)

De plus, a partir du théoreme de réciprocité de Cauchy (voir équation 18), il est possible d’écrire
que :
(M, —¢) = -2 (M, &) (22)

En supposant le cube a l'équilibre puis en appliquant le théoreme de la résultante statique et
grace aux égalités 21 et 22, il est possible de démontrer que :

‘(Tij = 0'_1'_]' et Tij = T—i—j ‘ (23)

En appliquant le théoréme du moment statique au centre du cube M, on peut démontrer égale-

ment que :
&

Cette derniere relation exprime la réciprocité des contraintes tangentielles. Cette réciprocité est
d’une grande importance dans la construction de la théorie de la résistance des matériaux.
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4.6 Contrainte sur une facette quelconque, expression matricielle des contraintes

En supposant un repeére orthonormé R (X, ,Z) et une facette de normale 7(a, b, c) quelconque, il
est possible de démontrer en réalisant 1’équilibre statique d'un tétraedre que le vecteur contrainte
en M de la facette 7 est :

% (M, i) = aZ (M, X) + bZ (M, ) + % (M, Z) (25)

En projetant sur X, i/ et Z, on peut écrire cette derniere relation sous la forme :

Yy = A0xx + bTyx + CTox
Yy = aTay + boyy + Ty

Yz = ATyz + bTyz + coz2

Avec :
Z (M, ﬁ) - an .7_(‘"‘_ Zny g+ an Z (26)

Il est alors possible d’écrire cette relation sous forme matricielle :

Znx Oxx  Tyx Tax a
oy | = |Tay Oy Ty | (27)
Yz Txz  Tyz 0Ozz] L€

Sous forme condensée, cela donne :

S (M, i) =% (M) eii (28)

La réciprocité des contraintes tangentielles permet d’écrire :

_ Oxx  Tay  Taz
(M) = Tey Oyy  Tyz (29)
Txz  Tyz Ozz

Oou % (M) est le tenseur des contraintes exprimé au point M et [0xy...| est la matrice associée au
tenseur des contraintes. Aussi, il est important de noter que :

1. siles composantes oy, Oy, Ozz, Tays Taz, Tyz du tenseur des contraintes sont connues au point
M, il est possible de déterminer le vecteur contrainte X (M, #) pour n'importe quelle facette
de normale 7.

2. la matrice associée au tenseur des contraintes est symétrique. Elle peut donc étre diagona-
lisée si elle est exprimée dans son repeére principal. Si on note ce repere R1(X,Y, Z), alors
la matrice devient :

SM)=|0 oy 0 (30)
0 0 Oz7
Dans le repere principal, les contraintes de cisaillement sont nulles. La matiere est donc

uniquement sollicitée en traction-compression suivant les 3 directions principales. Cette
sollicitation est appelée traction/compression tri-axiales.
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(1] On dit que N est une direction principale si Ty; = 0. Dans ce cas, onn est dite contrainte
principale. Par convention, on note en majuscule une direction principale.

4.7 Flasticité plane

L’élasticité plane concerne les corps dont la géométrie et les déformations peuvent étre décrites
de facon bi-dimensionnelle dans un plan de symétrie. Cela concerne par exemple le cas des
plaques. Si ce plan de symétrie est (O, ¥, ¥) alors la matrice des contraintes en élasticité plane
s’écrit alors :

_ Oxx Ty O
Y(M)= |1y oyy O (31)
0 0 0y

En élasticité plane, on remarque que Z = Z est une direction principale et donc que 0z, = 072
est une contrainte principale. A partir de la relation 28, il est possible de déterminer le vecteur
contrainte % (M, ) en un point M pour une facette de normale 7 (cos ¢, sin ¢) parallele au plan
(O, X, ) (voir figure ci-dessous). Ainsi :

Oxx + 0 Oxx — 0, .
L Opn = —— 5 Ay 5 Y c0s2¢ + Ty sin2¢
Z(M,7) = Oxx — Oyy . (32)
Tt = — 5 sin 2¢ + Tyy cos2¢
y
5(M, ) 47
7 A
4 / Onn
\T”‘ Facette de normale 7
M
(4
oY X
N

Si la contrainte de cisaillement T,;; sur la facette de normale # est nulle, alors ¢y, est une
contrainte principale. Or, d’apres la relation 32, on démontre que pour 7,;; = 0 'angle ¢ est :

2
tan2¢1 = Ty (33)

Oxx — Oyy

= =

Ot ¢; est 'angle (X, X) de la premiere direction principale X avec X. L'angle de la deuxiéme
direction principale Y est perpendiculaire a X et l'angle ¢, avec ¥ est simplement donnée par
P2 = @1+ 3.

Ainsi, les directions principales X, Y et Z en élasticité plane sont :

X = cos(@q) X +sin(¢q) ¥
Y = cos(p1 + F) X +sin(p1 + F) i (34)
7Z=%

A partir des équations 33 et 32, il est alors possible de déterminer la valeur des contraintes
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0; +U 1
oxx = 2w j\/ (0xx — oyy) +4T§-y
(o +0’ 1
UYY = W 2 \/ Uxx Uyy + 4T%y
0zz7 = Ozz

(35)
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4.8 Cercle de Mohr

Le cercle de Mohr est une construction graphique trés utilisée en résistance des matériaux. Ce
graphe permet de représenter un état de contrainte dans le plan de Mohr (M, &, T) selon n'im-
porte quelle direction spatiale. Dans le cas de contraintes planes ol Ty; = Ty; = 0z; = 0, qui est
un cas particulier de 1’élasticité plane, I'état de contrainte en un point M exprimé dans une base
(X,1,Z) est:
_ Oxx Ty O
Y(M)= |ty oy O (36)
0 0 0

Comme tout cercle, il est possible de tracer le cercle de Mohr en connaissant les coordonnées
de son centre O et d’un point C appartenant au cercle. Les coordonnées du centre du cercle de
Mohr O et d'un point C dans l’espace des contraintes (¢, T) sont alors données par :

Oxx+0yy bod
o 2 et C| ™ (37)
0 Txy
T
A
Tay
Txx 407 "ﬁ(/)]
M B %’O ! A 4
Oyy o Joxx

Cette construction graphique donne de nombreuses informations utiles :

1. les contraintes principales oxx et oyy sont données par l'intersection du cercle avec 'axe
des abscisses (M, 7).

=

2. la direction principale X est obtenue par la mesure de I'angle ¢1(¥, X), qui est donné
graphiquement par 2¢; = — ((f, O?) (faites attention au signe, il faut « tourner » dans le
sens anti-trigonométrique).

3. le vecteur contrainte (M, i) pour n’importe quelle direction 7 peut étre déterminé gra-
phiquement. Par exemple, si 'on souhaite connaitre le vecteur contrainte pour une facette
orientée de 45° par rapport a I'axe principal ?, il suffit de tracer la figure suivante :

T

A

— Tt

Oyy UXX
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ERERERER

Entaille initiale

Fissure |, — Feuille en papier

/
RERRERENY

F1GURE 7 — Essai de traction sur feuille A4 entaillée

(1] Grice au cercle de Mohr, on remarque que les contraintes normales ne peuvent pas étre supé-
rieures a la contrainte principale oxx. La direction principale X correspond donc a une facette oit la
contrainte normale o est maximale. De plus, la direction 7 orientée de 45° par rapport a I'axe prin-
cipal X correspond a une facette oit la contrainte de cisaillement est maximale : T, = DY
Ces deux derniéres remarques sont importantes pour comprendre les criteres de résistance de la
section suivante.

Pour un état de contrainte quelconque (élasticité non plane), on utilise les tri-cercles de Mohr
qui ne seront pas abordés ici.

4.9 Critere de limite élastique et de résistance

Toute piéce mécanique doit étre dimensionnée de fagon a pouvoir résister aux sollicitations
mécaniques externes et/ou internes qu’elle subit. Les contraintes, qui caractérisent les efforts de
cohésion dans la matiere, sont donc limitées par les caractéristiques mécaniques du matériau
utilisé. Pour estimer les contraintes maximales admissibles et dimensionner une piece, il est
nécessaire de définir un critére de résistance limite.

Critére de Rankine

Les matériaux céramiques sont des matériaux fragiles, c’est-a-dire qu’ils rompent brutalement
apres avoir stocké une certaine quantité d’énergie élastique. La mécanique de la rupture fragile
(qui ne sera pas abordée ici) nous apprend que la rupture s’initie et se propage perpendiculaire-
ment a la contrainte maximale de traction [13], c’est a dire suivant la direction principale X. Ce
comportement peut étre facilement vérifié en réalisant un essai de traction sur une simple feuille
de papier pré-entaillée (voir figure 7).

La contrainte limite a rupture oy de traction est une caractéristique intrinseque du matériau
qui peut étre déduite grace a des essais de traction ou de flexion. Pour certaines applications,
comme les pieces de magonnerie par exemple, on s’intéresse aussi a la contrainte limite a rupture
en compression 0'}. Généralement 0']/( est tres supérieure a oy.

Si le matériau est dans un état de contrainte quelconque, les contraintes maximales en traction
sont déduites a partir des contraintes principales ocxx, oyy et 0zz. Le critére de résistance en
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traction est alors :

maX(|0’X)(|,|0'yy|,|0'22|):0'1 et oy < 0¢ si o7 >0 (38)

max(|0xx|,|0’yy|,|(7'zz|)Z(T[ et (T]<0’)/c si 07<0 (39)

Ce dernier critére est appelé critere de Rankine.

] Une contrainte normale positive correspond a une sollicitation de traction alors qu’une
contrainte normale négative correspond a une sollicitation de compression.

Critere de Von Mises

Le critere de Von Mises est un critere qui s’applique généralement aux métaux et qui décrit un
seuil de plasticité. La plasticité est un comportement mécanique caractérisé par des déformations
irréversibles que 'on souhaite généralement éviter. On considere que le matériau « sort » du
domaine élastique lorsque la contrainte de cisaillement atteint une valeur limite définie par :

1
—\/(oxx — oyy)? + (0yy — 022)% + (027 — 0xx)? < 0, 40
ﬁ\/( xx — 0yy)? + (oyy —072)* + (072 — 0xx)* < 0¢ (40)

ol 0, est la limite élastique du matériau métallique généralement déduite grace a des essais de
traction.

(1] Il existe encore bien d’autres critéres qui ne peuvent pas étre abordés dans le cadre de ce cours.
Parmi tous ces criteres, le plus important pour l'ingénieur céramiste est le critére de Rankine
relatif a la rupture des matériaux fragiles. Les céramiques étant majoritairement fragiles le critere
de Rankine peut donc étre appliqué a une large gamme de matériaux céramiques.

Coefficient de sécurité

En fonction du degré de fiabilité souhaité, le concepteur applique généralement un coefficient
de sécurité s. La contrainte pratique admissible o,4,y, est alors la valeur calculée oy, a partir des
criteres précédents puis pondérée par le coefficient de sécurité, soit :

014
Oadm = ;m (41)
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5 Les déformations

Un mouvement de corps rigide ne provoque aucune déformation. Il ne faut donc pas confondre
déformation et déplacement! La déformation d’un corps se traduit par un changement dans ses
dimensions (longueurs) et de ses formes. Une déformation est dite homogene si les variations
de longueurs sont proportionnelles dans 1’ensemble du corps. C’est en quelque sorte alors une
homothétie appliquée sur un ou plusieurs axes. Un exemple de déformation homogene est la
dilatation thermique.

Une déformation non-homogene, telle que le montre la figure 8 est caractérisée par des variations
de longueurs qui ne sont pas proportionnelles. Si I’'on imagine un quadrillage (cf figure 8) dessiné
sur (et dans) au solide au repos, alors les lignes initialement droites deviennent courbes et des
droites initialement paralleles ne le sont plus.

Si ’on associe au solide au repos 3 points M, N et P qui deviennent M’, N’ et P’ dans la confi-
guration déformée, on remarque qu'une déformation s’accompagne de variations de longueur
et de variations d’angle, soit :

HMKJH " HW et PMN # PMN/ 42)
A/ Configuration initiale C

Configuration courante C’

=1
K

FIGURE 8 — Illustration de la déformation d’un corps C’ par rapport a son état de référence C
5.1 Allongement unitaire ou déformation de I'ingénieur

L’allongement unitaire traduit la variation de longueur de deux points M et N infiniment proche.
On définit alors (M, i) 1’allongement unitaire au point M dans la direction 7 :

INTT
e(M, i) = Jim MN_—MN (43)

N—M MN

€(M, i1) est aussi appelé « déformation de 1'ingénieur ». Nous emploierons par la suite tout sim-
plement le terme de « déformation ».

5.2 Distorsion ou glissement

La distorsion traduit la variation angulaire d’un angle initialement droit entre 3 points M, N et
P infiniment proches. Si on note (M, i, §) la distorsion au point M entre les directions 7i et g,
soit :

(M, 7, ) = > —a) (44)

lim (
N—MetN—M \ 2
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5.3 Tenseur des déformations de Cauchy

Le tenseur des déformations de Cauchy ou tenseur des déformations linéarisées permet de traduire
I'état de déformation en un point : allongement unitaire et distorsion selon les 3 directions de
I'espace. Le tenseur de Cauchy est dit linéarisé car il est construit sous I'Hypothese des Petites
Perturbations (HPP).

I'HPP traduit que la transformation de 'état C a 1’état C’ de (S) est réalisé dans des conditions de
petit déplacement, de petit gradient de déplacement et de petite déformation. Cette hypothese
permet de simplifier grandement les problemes en négligeant les effets de courbure locales et en
linéarisant les déformations.

Supposons que (cf figure 8) :

x
1. la position du point M est décrite par OM =7 = [ y ]
z
s x+dx
2. N est un point infiniment proche de M, donc ON = OM + MN =7+drf= | y+dy
z+dz

3. le vecteur déplacement & est une fonction continue et dérivable dans l'espace 3D(x,v,z),

M%%ﬂ}
v(x,y,2)
w(x,y,z)

On peut alors écrire le vecteur déplacement du point N comme :

soit &(x,y,z) = [

N u(x +dx, y+dy, z+dz) o u+du
NN' = | o(x+dx, y+dy, z+dz) | =6+dd=| v+do (45)
w(x +dx, y+dy, z+dz) w + dw
Par conséquent :
ou ou ou
u(x+dx,y+dy,z+dz):u+du:u+a dx+@dy+a dz (46)
Jv v v
v(x +dx, y+dy,z+dz)_v+dv—v+a—dx+®dy+a—dz (47)
w(x+dx, y+d z+dz)—w+dw—w+—wdx+—wd —i——wdz (48)
YTy N N ox dy YTz
Ainsi, le vecteur déplacement de N peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
d u  Ju  Ju
e I I =_|o & &
NN'=| v | +N | dy avec  N= 1|5 3 a (49)
9 9 a
w dz & azy” @
On remarque que N est le gradient du vecteur déplacement 5. Ainsi :
N= grad(d) (50)
Il est possible de décomposer le tenseur N comme la somme de deux tenseurs :
N=%f+@ (51)
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ol € est un tenseur symétrique :

p— pr— :t
i= % (N +N ) (52)
et w est une tenseur antisymétrique :
— 1 /= =t
7-3 (N-V) 53
Le vecteur déplacement de N peut s’écrire alors :
/ u [ dx [ dx
NN =| v |+w| dy | +e| dy (54)
w dz dz

Signification du premier terme #(u, v, w)

Le premier terme F(u, v, w) traduit un mouvement de translation. En effet, si :

— - = o

w=¢=0 alors NN =MM =t (55)
ce qui traduit un déplacement en translation.

Signification du second terme @

Le second terme @ traduit un mouvement de rotation. En effet, @ étant antisymétrique alors :

0 —wz Wy
5 - Wy 0 — Wy (56)
—wy Wy 0
avec :
1 /0w dv
1 /ou oJw
1 /0v odu
Si on pose :
L o _ 0 —w; Wy dx Wy dx dx
t=0 et §=0 alors NN = | w, 0 —wyf |dy| = |wy| A |dy| =@ A |dy
—wy Wy 0 dz Wy dz dz

(60)
Ce qui correspond bien a l’expression vectorielle d'une petite rotation d’angle ||@|| autour de
I'axe (M, &) comme l'illustre la figure ci-dessous.
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Signification du troisiéme terme &

Le troisiéme terme € traduit les déformations pures. C’est donc ce dernier terme qui nous intéresse.
€ est alors un tenseur des déformations linéarisées homologue au tenseur des contraintes qui

s’exprime par une matrice symétrique , soit :

Exx  Exy Exz

EM) = |eyx &y Eyz (61)
€zx  Ezy €z
Avec :
Jdu 1/dv 0
Exx = a et Exy = €yx = E (ax + ay) (62)
dv 1 /0w du
Eyy = 3 et &y =€z = 5 (ax + az) (63)
ow 1 /0w dv
Erz = g et gyz = Ezy = E (ay + y) (64)

On peut donc exploiter la propriété de symétrie de ce tenseur et réécrire ce tenseur des défor-

mations selon :

B Exx  Exy
E(M) = |exy &gy
Exz  Eyz

Exz
E]/Z

€2z

(65)

5.4 Signification physique des composantes du tenseur des déformations

La figure ci-dessous illustre la déformation d’un carré infinitésimal de matiere. Cette figure
permet de mieux comprendre la signification physique des composantes du tenseur des défor-

mations.
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. [ulx, y, 2) dey
MM =6= X, Y, z —-|y
|:w((x, z/ Z)):| a—vdyi
%y
OMi = [2] o(x, y+dy, z)
B B Etat d’e’fol’\'\"le
’ )
v
¥ . 5
d L.
Etat initial o(x, ¥, k) g—zd,
M A
o dx | u(x+dx, y, z)
T
u(x, y, z) |
Par exemple, on observe que :
ou du " 1 MA — MA (M, %)
€ = — = —dx _— = — = £ X
Y ox ox dx MA !

Les déformations étant faibles on suppose ici que cosa ~ 1. La relation ci-dessus représente
l’allongement unitaire (voir équation 43) au point M dans la direction X. Ce raisonnement est
également valable dans les 3 directions, ainsi :

exx = (M, X) et g, =¢e(M,Y) et e =¢eM,32) ‘ (66)

En outre, on remarque que :

Exy =€ a—v—i—a—u _1 a—vdxxi—ka—ud ><i
w=fr = o Tay) T 2\ T dax Ty @y
— —
MA-§  MB-%
dx dy

(tana + tan B) = % (a+B)

1 L
—0) = 37(M %)

NI NI~ NI~ N

=

Les déformations étant faibles on suppose ici que tana ~ « et tan § ~ p. La relation ci-dessus
représente la distorsion (voir équation 44) au point M entre les axe X et jj. Ce raisonnement est
également valable dans les 3 directions, ainsi :

1

- 1 . -
Exy = E’y(M, X,7) et ey = E'y(M, X,Z) et ey =-v(M,2) (67)

5.5 Propriétés du tenseur des déformations

Le tenseur des déformations € étant représenté par une matrice symétrique, celui-ci possede les
mémes propriétés que son homologue, le tenseur des contraintes ¢. En particulier celui-ci est
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= =

diagonalisable et possede des axes principaux (X, Y, 2), soit :

B Exx  Exy Exz EXX 0 0
EM) = |exy &y Eyz =10 ey O (68)
E€xz Efyz €zz (%7,2) 0 0 ezz (X?/Z)

I1 est également possible d’utiliser la représentation graphique de Mohr afin d’étudier les défor-
mations principales.

5.6 Loi de Hooke généralisée

Finalement dans le cas de matériaux élastique, homogene et isotrope, il est possible d’écrire la
loi de Hooke qui relie les contraintes et les déformations. L'écriture matricielle de loi de Hooke
qui donne 7 = f () est

Sl

E = v - =
_1+V<s+l_2vxtrace(e)><1> (69)

ot E est le module de Young et v le coefficient de Poisson. On peut inverser cette relation de
fagon a avoir ¢ = g (7)

]. p—

E= {(14—1/)?—1/ X trace () xﬂ (70)

6 Loi de comportement

En mécanique, on nomme loi de comportement une relation mathématique établie entre le ten-
seur des contraintes et le tenseur des déformations. Nous limiterons ici I’étude aux petites défor-
mations et aux matériaux supposés continus, homogenes et isotropes. On supposera également
que les contraintes sont proportionnelles aux déformations. On parle alors de domaine élastique
ou de comportement linéaire ce qui est généralement vrai pour les matériaux céramiques en petite
déformation.

(1] L’hypothese des petites perturbations permet d’énoncer le principe de superposition. Si n
systemes de forces extérieures indépendants provoquent séparément des déformations élastiques et
des contraintes, leurs applications provoqueront des déformations élastiques et des contraintes qui
seront les sommes géométriques des déformations et des contraintes prises séparément.

6.1 Considérations expérimentales

Pour caractériser le comportement des matériaux, on utilise généralement des essais mécaniques
qui permettent de solliciter une éprouvette dans un état de contrainte connu a l'avance. Les
valeurs des forces appliquées et des déformations induites par ces sollicitations mécaniques sont
relevées grace a des capteurs. Les dynamometres permettent de mesurer les forces appliquées et
les extensometres permettent de mesurer les déformations de 1’éprouvette. Un essai mécanique
extrémement utilisé pour caractériser un matériau est l'essai de traction (voir figure 9).

L’essai de traction consiste a solliciter une éprouvette dans un état de traction uniaxial. La figure
10 montre la courbe force/allongement typique d’une céramique fragile. On remarque sur cette
figure que le domaine élastique caractérisé par une linéarité entre force et allongement est le
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FIGURE 9 — Machine d’essai de traction avec éprouvette [4]

domaine majoritaire. Il s’ensuit une bréve non-linéarité pour finalement atteindre la rupture de
I'éprouvette. Les lois de comportement étudiées ici ne concernent que le domaine élastique.

II faut noter que réaliser un tel essai sur des matériaux céramiques présente une réelle difficulté
expérimentale. Dans la pratique, 1'essai de flexion 3 points ou 4 points ou bien 1’essai de com-
pression est plus majoritairement utilisé avec les céramiques, car ils sont plus faciles & mettre en

oeuvre. Toutefois, ces derniers essais sont moins robustes et fiables que 'essai de traction.
A Force (N)

Rupture

4
N
&
Py
@
<

o

§
2
£

Q

Allongement (m)

>

F1Gure 10 — Courbe force/allongement typique d'une céramique pour un essai de traction

6.2 Etat de traction uniaxiale et loi de Hooke en traction

Supposons un cube infinitésimal de matiere sollicité de maniére uniaxiale selon 'axe ¥ (voir
figure 11). Le tenseur des contraintes est alors :

_ oxx 0 0
YM)=]0 00 (71)
0 00

Sous I'effet de la contrainte oyy, on suppose alors un allongement unitaire €y. En supposant que
I'on reste dans le domaine élastique linéaire, il existe alors une relation de proportionnalité entre
Oy €t Exy, SOIt :

Oxx = Eexy (72)

ol E est une caractéristique du matériau appelé module de Young généralement exprimé en GPa.
Sous l'effet de I'allongement de 1’éprouvette, une réduction des longueurs dans les directions
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orthogonales a X ce produit. On suppose alors :
gyy = —Vexy et e = —vexy (73)

ou v est la deuxiéme constante élastique du matériau appelé coefficient de Poisson. v est sans
dimension. Le coefficient de Poisson traduit la compressibilité du matériau. On peut démontrer
qu’'un matériau incompressible possede un coefficient de Poisson v égal a 0,5 et un matériau
parfaitement compressible, un coefficient de Poisson v égal a 0, ainsi :

0>v>0,5 (74)

=

M
£
\i{i

v\; Etat déformé
Etat initial

FiGURE 11 — Etat de traction uniaxial
Afin d’étendre les lois trouvées ci-dessus a un état de contrainte 3D, on peut imaginer un état
de contrainte tri-axial o1 :

_ Oy O 0
YXM)=1|0 oy 0 (75)
0 0 o0y

Dans ce cas, on peut appliquer le principe de superposition. De cette fagon, on trouve que :

1

Exx = E [Uxx -V (Uyy + UZZ)] (76)
1

Syy = E I:(Tyy -V (Uxx + Uzz)] (77)
1

€2z = E [Uzz -V (Uxx + Uyy)] (78)

Ces dernieres relations expriment la loi de Hooke pour un état de traction.

6.3 Loi de Hooke en cisaillement pur

En supposant que 1'on reste dans le domaine élastique linéaire, on suppose une relation de
proportionnalité entre la contrainte de cisaillement T et le glissement +, soit :

Tey = G’)’xy (79)

ol G est une caractéristique du matériau appelé module de cisaillement généralement exprimé
en GPa. On peut généraliser cette équation dans 1’espace, ainsi :

Tz = Gz (81)
Tyz = Gyz (82)

Ces dernieres relations expriment la loi de Hooke pour un état de cisaillement.
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6.4 Relation entre E, v et G

Supposons I'état de contrainte plane tel qu’illustré sur la figure ci-dessous.

Oc

\— Etat déformé dans ()?, Y, 2)

oe .M oe

>

Oc ;
Etat initial dans ()?, 17, Z)

Cet état de contrainte est caractérisée la matrice suivante :

. oo 0 O
EM)=1]0 -0 0 (83)
0 0 0

(X7.72)

A partir des lois de Hooke (cf équations 76 et 77) en traction, on peut démontrer que ce cas de
chargement induit un état de déformation décrit par :

e 0 O
eEM)=1{0 —e O (84)
0O 0 O (%Y.2)

Ces états de contrainte et de déformation peuvent étre décrits par les cercles de Mohr suivants :

T

IR

QU
.
™
ks

&c

2¢ =90

Cercle de Mohr des contraintes Cercle de Mohr des déformations

On remarque que ¢ = 45° correspond alors a un état de contrainte en cisaillement pur selon les
directions (¥, ¥,Z), soit :

B 0 o O
EM)=|o. 0 0 (85)
0 0 o
(%7,2)

Et également un état de déformation en glissement pur selon les directions (¥, ¥, Z), soit :

0
0 (86)
0
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Cet état de contrainte peut étre décrit par la figure suivante :

o
\\ Etat déformé dans (%,7,2)

Etat initial dans (%,7,2)

Or, d’apreés 'équation 76, on peut écrire dans le repére principal ()_f, Y,Z ) :

= (14+v) X Ty car 0. =Ty

1
exx = g loxx — v (oyy +0722)]
1
% = E [UXX — vV ((Tyy +Uzz)] car &xx — %
2
TYxy = E (UXX — V(Tyy) car Ozz = 0
2
=z (0. +vo.) car oxx =0, et oyy =—0;
2
= E (1 +V) X UC
2
E

Par conséquent :

E

Tay = m%cy (87)

Grace aux équations 79 et 87, on montre qu’il existe une relation entre les constantes élastiques
G, E et v de la forme :

E
C= 2(1+v) (88)

6.5 Loi de Hooke généralisée

A partir des lois de Hooke en traction et en cisaillement, on peut généraliser la loi de Hooke
dans l'espace pour obtenir des relations déformations/contraintes :

1 T.

Exx = E [Uxx -V (Uyy + Uzz)] et Yxy = % (89)
1

Eyy = E [Uyy — v (Oxx + Uzz)] et Yz = % (90)
1 T

€2z = E [Uzz -V (Uxx +0'yy)] et Yy = % (91)
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Ces dernieres relations peuvent s’inverser pour obtenir des relations contraintes/déformations :

Oxx = 2pexy + Aexx + &y +€22) et Ty = Gy 92)
Ozz = 2ezz + A€xx +&yy +€22) et Ty = Gy (94)

Les coefficients u et A sont les coefficients de Lamé et s’expriment en MPa. On démontre que ces
coefficients sont liés aux modules élastiques par les relations :

E Ev
P oaye) SO ¢ AT g a—w ©5)

I\ La loi de Hooke ci-dessus n’est valable que pour les matériaux supposés continus, homogenes
et isotropes sous les hypotheses des petites déformations et dans le domaine élastique.

Le tableau suivant donne le module de Young E, le coefficient de Poisson v, mais aussi la
contrainte a rupture oy en traction de quelques matériaux céramiques.

Matériau | E (GPa) v i (MPa)
Alumine | 390 0,22 300
Béton | 20 a 50 0,20 2ab5
Brique | 14 0,16a022 | 05
Carbure de silicium | 450 0,14 1000
Carbure de titane | 440 0,18a 0,19 | 250
Carbure de tungstene | 650 0,184 0,19 | 344
Carbure de zirconium | 380 a 440 | 0,19 14 4 48
Diamant | 1000 0,20 > 60 000
Graphite | 30 0174023 | 48475
Granite | 60 02a0,3 14 4 34
Marbre | 26 0,2a0,3 15
Mullite | 145 0,25 110
Oxyde de béryllium | 350 0,26 40,34 | 140
Oxyde de magnésium | 250 0,35a0,37 | 100
Oxyde de zirconium | 200 0,222 0,32 | 100 a 700
Silice | 70 0,17 50
Titanate d’aluminium | 140 0,2 5
Verre borosilicate | 69 0,18a03 | 50

I\ Les valeurs ci-dessus sont données a titres indicatives et peuvent fortement fluctuer en fonction
du fournisseur du matériau.

7 Théorie des poutres

La théorie des poutres permet une mise en oeuvre calculatoire aisée de la théorie de I'élasticité
en petite déformation décrite dans les précédentes sections. En effet, la théorie des poutres déve-
loppée par Euler, Navier et Bernouilli permet un certain nombre de simplifications de probleme
3D complexes.
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7.1 Hypothéses de la théorie des poutres

1. Les matériaux étudiés sont supposés continus, homogenes et isotropes. Cette hypothése
est tout a fait valable pour les matériaux céramiques lorsque les dimensions étudiées sont
grandes devant ’échelle caractéristique de la micro-structure ot1 ces hypotheses ne sont pas
valides. A ces échelles macroscopiques qui sont souvent celles de l'ingénieur, le matériau
est alors approximé par un matériau continu équivalent qui présente des caractéristiques
mécaniques moyennées. En pratique, il faut que la dimension la plus petite de I’éprouvette,
soit au moins 100 fois supérieures a la taille des hétérogénéités du matériau. Le tableau
suivant résume quelques dimensions caractéristiques pour différents matériaux.

Matériau | Type d’hétérogénéité Dimension min
Meétaux | cristaux & grains, 10-100 pm 1 mm
Polymeres | molécules, 10-50 ym 1 mm
Céramiques | grains, 1-10 ym 1 mm
Bois | fibres, 0,1-1 mm 10 mm
Béton | granulats, 1 cm 10 cm
Argiles | grains, 1-10 mm 1 mm

2. Les géométries étudiées sont des poutres. Une géométrie de type poutre est celle engen-
drée par une surface plane (S) dont le centre de surface G décrit une courbe plane (C)
appelée ligne moyenne. La longueur de (C) doit étre grande par rapport aux dimensions
transversales. Ainsi, les caractéristiques d"une poutre sont :

e une ligne moyenne plane ou courbe mais qui doit étre continue et plane,

e une section droite (S) constante ou qui varie continiiment le long de (C),

e une perpendicularité entre (S) et (C) et

e un plan de symétrie (P) qui contient (C).
I1 existe de nombreux exemples de géométries qui peuvent étre approchées par une poutre.
En génie civil, cela peut étre des éléments de charpente, des colonnes de soutéenement, des
ponts ou des éléments de construction comme une brique. En construction mécanique, cela
peut-étre une plaque, un arbre de rotation, un levier ou bien dans la vie courante les pieds
d’une table, le tablier d’un bang, etc... tel que la montre la figure 12.

3. Les forces extérieures sont situées dans (P) ou bien symétriquement par rapport a (P).

4. Les sections droites restent droites apres déformation. C’est a dire qu’elle reste plane et
perpendiculaire a la ligne moyenne (C) telle que le montre la figure ci-dessous. Cette
derniere hypothese est celle de Navier-Bernouilli.

W

5. Enfin, les résultats obtenus ne seront valables qu’a une distance suffisante des points d’ap-
plication des efforts concentrés. C’est ’hypothese de Barré de Saint Venant.

7.2 Torseur de cohésion

Désignons par (E) la poutre étudiée et (E) le milieu extérieur a la poutre (voir figure 13). Sup-
posons le repere R (X, Jo,Zo) lié & (E). Soit un plan (P) perpendiculaire a (O, Xy) et soit (S) la
section droite ainsi définie. Soit G, d’abscisse x, le centre de surface de (S), ainsi :

(%:xfo

(96)
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FIGURE 12 — Exemple de géométrie poutre

définie la position de la section droite (S). Cette coupure fictive passant par (P) partage la poutre
en deux trongons (E7) et (E;). L'ensemble des actions mécaniques exercées par le trongon (E;)
sur (E1) au travers de la coupure fictive (S) est appelé torseur de cohésion :

E Nx fo
{ﬁoh}c = {7dE2HE] }G = M Ey—Eq — Ty Mfy (97)
¢\ Mekmh . M
z fz N,
G(Xo,30,20)

On défini alors les composantes du torseur de cohésion comme :

e N, la composante algébrique de V'effort normal, N = N X,

o T, et T;, les composantes algébriques de I'effort tmnchgnt, T= Tyijo + T2Zo

o M;y, la composante algébrique du moment de torsion, My = M Xy

e My, et My,, les composantes algébriques du moment de flexion, M = Mpgjo + My.Zo
o) 2 ;" = G \‘: ~ Xo

(E1) s

F1Gcure 13 — Coupure fictive dans une poutre

7.3 Les différentes sollicitations simples

Le tableau ci-dessous résume les différentes sollicitations simples en fonction de différentes
expressions du torseur de cohésion.
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Torseur coh. | Sollicitation

N 0
{ i o(~ 0 traction-compression
G 0 _

cisaillement

torsion simple

7 0 0
{ - } = T, My, flexion plane
G M

flexion pure

7.4 FEquilibre des troncons de poutre

En réalisant I’équilibre statique des systemes matériels (E), (E;) et (Ez), on démontre que :

{Teontc = — {TE—>51}G = {E—ﬂ:’g}c (98)

7.5 Extension - Compression

Un certain nombre de matériaux usuels, utilisés en construction, ont un comportement diffé-
rent en extension et en compression. Par exemple, on observe avec certains bétons ou matériaux
réfractaires une «rigidification » apparente en compression. Cela induit un comportement asy-
métrique en traction et en compression avec Ecompression > Etraction- AU niveau microscopique,
ce comportement s’explique par le fait que les micro-fissures présentes dans le matériau se
referment au cours de la compression. Contrairement aux métaux ott ce comportement asymé-
trique est peu observé, il est important de caractériser le comportement des matériaux céra-
miques en traction, mais aussi en compression. Il sera toutefois supposé ici un comportement
strictement identique en traction et en compression.

Rappelons que dans le repere R (X,1,Z) lié a la section droite de la poutre (S), I'expression du
torseur de cohésion pour un état d’extension/compression est :

, N,y O :
N N, >0 alors extension
Te = - = 0 0 avec (99)
{Teanle G{ 0 } 0 0 { Ny <0 alors compression
G (Xy.2)

Par convention, si Ny > 0 alors on suppose une sollicitation d’extension et si Ny < 0 alors on
suppose un état de compression. Dans la plupart des applications d’extension et de compression,
le poids de la poutre peut étre négligé devant les forces extérieures en présence.

7.5.1 Hypothese cinématique

La figure 14 illustre un cas de chargement théorique d’une sollicitation d’extension compression.
La poutre est soumise a deux forces directement opposées appliquées aux centres de surface des
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sections extrémes et portées par 1'axe (O, X).

7 (D)

F 6 IR / \ Py
Z ( E; ) \\(S )—‘,"/l"/”" ’ (EZ )\ j

(a) Vue globale (b) Coupure fictive

(c) Déplacement de la section droite de (S) vers (S')

F1GURE 14 — Définition de 1'extension-compression
Comme il est supposé que les sections droites restent droites apres déformations, les sections
droites effectuent alors une translation suivant 'axe ¥ telle que le montre la figure 14c. Pour
garantir ce mouvement, on peut donc supposer que la déformation e,y est constante et uniforme

dans (S).

I1 est alors possible de déduire la contrainte normale a partir de cette observation grace a la loi
de Hooke en traction uniaxiale (voir section 6.5), soit :

(o)

De plus, grace a I'équation 19, il est possible de lier la résultante du torseur de cohésion Reon 2
la contrainte normale, soit :

R
{720}1}(; = { MCOh } = {
G G,coh G

Ou S est l'aire de la section droite (S). Ainsi, comme E=N,il est possible de traduire la relation
algébrique entre effort et contrainte d'un essai de traction, soit :

(=4

0

}: é/?imds :G{ (gxxfsw} o)
0

G

F

S (102)

Oxx =

Comme l’effort normal N est constant le long de la poutre, les contraintes oy, sont également
constantes. On peut donc également en déduire grace a la loi de Hooke que les déformations
longitudinales ey, sont constantes dans la poutre (E). Il est alors possible d’exprimer simplement
la déformation longitudinale de la poutre par :

Al

= (103)

Exx =

ot [ est la longueur initiale de la poutre et Al est ’allongement longitudinal de la poutre.
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FiGUre 15 - Eprouvettes normalisées de traction [2]

Contrainte 0y (MPa)

of Rupture
e

Déformation e, (pdef)

>

FIGURE 16 — Courbe contrainte-déformation typique d’une céramique fragile

Dans la réalité, 1'essai de traction est défini par la norme NF A 03-151 qui préconise I'emploi
d’éprouvettes normalisées dites « altere » (voir figure 15). Ces éprouvettes présentent une zone
utile de section plus faible que les zones extrémes de 1'éprouvette utilisées pour immobiliser
I'éprouvette dans la machine d’essai. Des congés permettent alors de limiter les effets de concen-
tration de contrainte qui peuvent perturber l'essai notamment lors de la rupture. Seule la zone
utile est ensuite utilisée pour les calculs de RDM.

A partir des relevés expérimentaux de la force F appliquée et de l’allongement Al mesuré, les
relations 102 et 103 peuvent étre exploitées pour tracer I’évolution de la contrainte oy, en fonction
de la déformation eyy. Pour des céramiques fragiles, on obtient la courbe typique visible sur la
figure 16 ou 0, est la limite élastique et oy est la contrainte a rupture. Ces deux caractéristiques
sont supposées étre des caractéristiques du matériau testé. Les céramiques caractérisées par un
fort module de Young (E > 80 MPa) sont généralement « tres » fragiles. On considere alors que
la rupture a lieu dans le domaine élastique et 0¢ ~ ce. Enfin, on remarque que la pente de la
courbe du domaine élastique est égale au module de Young E du matériau testé.

7.6 Flexion plane simple

L’essai de traction présente des difficultés expérimentales a mettre en oeuvre dans le cas des
céramiques. En effet, de par leurs caracteres fragiles, il est difficile pour les céramiques « d’étre
agrippés » par le systeme de maintien des machines d’essai mécanique qu’on appelle les mors.
Ce systeme de fixation par serrage engendre des concentrations de contraintes au niveau des
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contacts éprouvettes/mors qui peuvent générer des fissures et ruiner I'éprouvette. Pour éviter
ces problemes, on préfere alors se tourner vers d’autres types d’essai comme les essais de flexion
dont la théorie va étre détaillée ici.

Les essais de flexion plane simple sont des essais de flexion dont le torseur de cohésion associé
posséde la forme suivante :

= 0 0
{Teontc = { A-I/»; } avec T L A_)If donc  {Teohtg = T, 0 (104)
c U™ JU 0 My ) o
(%.5,2)

ot 'axe (O, X) est suivant I’axe longitudinal de la poutre.

7.6.1 Hypotheses additionnelles

En plus des hypotheses générales de 1’élasticité et de la théorie des poutres, nous ajouterons
celles-ci :
e la ligne moyenne de la poutre (C) est rectiligne,
o la section droite de la poutre reste constante,
e toutes les forces appliquées a la poutre sont : perpendiculaires a la ligne moyenne, situées
dans le plan de symétrie ou réparties symétriquement par rapport a celle-ci, concentrée
ou réparties.

7.6.2 Hypothése cinématique

Au cours de la déformation, nous supposerons que les sections droites restent droites et per-
pendiculaires a la ligne moyenne. La figure 17 montre I'implication de cette hypothese. Le mou-
vement de G a G’ est uniquement la conséquence du cumul des rotations des sections droites
notées ¢ le long de la ligne moyenne.

Tout se passe « comme si » les sections droites effectuent uniquement un mouvement de rotation
par rapport a la configuration initiale. Pour assurer cette rotation de section droite, la répartition
des déformations longitudinales doit suivre une évolution linéaire suivant ij. On peut donc
supposer que la déformation longitudinale €, au point M de coordonnées (x,y) est :

avec C;=cste et C1 <0 (105)

Ainsi, la loi de Hooke en traction uniaxiale permet alors de supposer une répartition également
linéaire des contraintes oy, soit :

‘Uxx = Eeyy = Czy‘ avec Cp=cste et Cp <0 (106)

(1] Pour assurer la condition de perpendicularité entre la section droite et la ligne moyenne, le
glissement <y, doit étre nul. Une conséquence directe de cette hypothese est de négliger I'influence
du cisaillement Ty . Cette hypothese est d’autant moins fausse que la poutre est élancée. Pour
des poutres avec un facteur d'élancement moindre, il peut étre envisagé de prendre en compte ce
cisaillement a 'aide de la théorie des poutres non-élancée développé par Timoshenko. Cette derniere
théorie ne sera toutefois pas abordée ici.
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FiGure 17 — Illustration de ’hypothese cinématique de flexion

7.6.3 Relation contrainte - moment fléchissant

Gréce a I'équation 19, il est possible de lier le moment fléchissant M ¢ a la contrainte normale
Oxyx, SOit :

- —
My = / / CM A GrdS (107)
S
- // (y 742 Z) A (0xx ©)dS (108)
S

or, la projection de M ¢ sur i est nulle, donc :

My %= My, = / yory dS (109)
S

d’apres la relation 106, on en déduit que :

My, = —Cy / / 42dS (110)
S
On voit apparaitre ’expression du moment quadratique Ig, de (S) par rapport a 'axe (G, Z),
soit :
Ie. = //yzdS (111)
S
donc :
My, = Clg, (112)

Enfin, d’apres la relation 106, on montre que :

Mfz
IGz

Oxx = —

Xy (113)
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F1Gure 18 — Illustration de la fleche f(x) d’une poutre en flexion

7.6.4 Relation fleche - moment fléchissant

La figure 18 montre la déformation d’une poutre résultant d'une sollicitation quelconque de
flexion. Sous l'effet des sollicitations mécaniques, la ligne moyenne se déforme. Un point M
appartenant a la ligne moyenne devient alors M’ dans 1’état déformé. On appelle alors « fleche »,
notée f(x), le déplacement de M suivant I'axe i :

MM -j=f(x) et MM -T~0 (114)

On suppose que la fleche est une fonction de I'abscisse x. Les déformations étant faibles, on
suppose également que les déplacements de M selon ¥ sont petits devant les déplacements
suivant /. Ainsi, la ligne moyenne déformée (C’) est décrite entierement par f(x).

La figure 19 représente un tron¢on de poutre. Comme f(x) décrit la courbe (C’), alors on peut
supposer que la rotation de section droite w suivant I'axe Z au point M est :

_df =f'(x) car tanw~w (115)

“=dx

Sous l'effet de la déformation, le troncon MN initialement rectiligne va devenir courbe. Si N est
infiniment proche de M, la portion de courbe déformée (C') peut étre approchée par un arc de
cercle de centre I et de rayon p. L’angle MIN ainsi formé est égal a la différence de rotation des
sections droites en M et N, soit dw. La longueur JK peut alors étre approchée par :

JK=dx+Adx = (p+y)dw donc Adx = (p+y)dw —dx (116)

Ainsi, il est alors possible d’exprimer la déformation &y, pour une ordonnée y :

Adx  (p—y)dw —dx

i P (117)
dw dw dx
= —ya + Pa T dx (118)
=y f'(@) +p f(x) -1 (119)
Or, en géométrie analytique, on démontre que :
3/2

_ (42 TRARE o~ 1

=) or (1 + f'(x) ) ~1 donc p~ ) (120)
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’ dx + Adx |

F1GURE 19 — Illustration d"un trongon de poutre en flexion

Ainsi, d’apres I'équation 119, on en déduit que :

exx = —Y.f"(x) (121)

Enfin, d’apres les équations 113 et 106, on en déduit que :

My,
) = 5 (122)

Cette derniére relation permet d’exprimer la fleche f(x) en fonction du moment fléchissant My, .

7.6.5 Relation effort tranchant - moment fléchissant

La figure 20 montre un trongon de poutre ot1 sont appliqués les éléments de réduction du torseur
de cohésion pour une sollicitation de flexion. On retrouve alors les efforts tranchants Ty et les
moments fléchissants My,. Dans cette configuration, les éventuels efforts volumiques (comme le
poids) ou surfaciques ne sont pas pris en comptes.

En réalisant 1’équilibre des résultantes statiques, il est possible de démontrer que :

a

Dong, en I’absence de force volumique ou surfacique, l'effort tranchant T, est donc constant le
long de la ligne moyenne. De plus, en réalisant 1'équilibre des moments statiques au point N sur
un trongon de poutre en flexion, il est possible de démontrer que :

dM;.
Ty =- dux

(124)

Dong, en I'absence de force volumique ou surfacique, l'effort tranchant T, est 'opposée de la
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F1GURE 20 - Isolement d’un tron¢on de poutre en flexion

fFMfZ +dMy,

N X

dx

T, #/dT,

dérivée suivant x du moment fléchissant. Cette relation permet de vérifier rapidement la validité

d’un calcul!

7.6.6 Formulaire de flexion plane de poutre de longueur /

7
L F _ —F 3
A I AB % y1—48EIGZ x 1
I —F 2
Yz YA = TeErg <!
g
_ _—F 3
Al Bl[§ b ya = AL x 1
2 F
F = x 12
YA = 2L,

7 _ —F j Ry
o ve = s x i -a)
Al yc I B X _ —F 2 2
7& A y1_48EIGZ xa<3l 411)

74 —F a
Ya = 6EIc. 7l —a)(2l —a)
¥y ) Y4 = —F x (I —a)?(2l +a)
CF 6Elc,
A C B X —F
g ¥e =351 ¢ (I—a)®
! / F 2
yc:]/AZZEIGZX(l—ﬂ)
¥
T P _ _5771 Xl3
AT T T I T I IT T I YI'= 384E1q,
! ]// _ —p! 2
Ve AT 24ElG,
7
’ _ —p x I
I ITI I I T I IT YA~ SElG.
B
’ pl 2
= x 1
YA = I,
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7.6.7 Principe de superposition des déformations

Enoncé du principe de superposition : dans la limite des déformations élastiques, I'effet produit par
plusieurs actions mécaniques est égal a la somme des effets produits par ces actions mécaniques
prises séparément.

Le principe de superposition peut alors étre utilisé pour décomposer un chargement complexe
en plusieurs chargements simples afin de faciliter le calcul de la fleche ou de I'élongation d"une
poutre.
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8 Exercices

/\ Pour mener a bien ces exercices, il est important d’avoir le matériel suivant a disposition :
équerre, rapporteur, compas, calculette et feuille A4 a petits carreaux de facon a pouvoir
tracer des graphiques.

8.1 Modélisation des liaisons et statique
Démontage de pneu

L'image suivante montre la modélisation associée a un démontage manuel de pneu. Sachant que
le couple nécessaire pour dévisser un écrou de pneu est estimé a 90 N.m, calculer le bras de
levier a nécessaire que doit posséder la clé en croix ci-dessous.

On supposera que les forces F4 et Fg produites par l'opérateur sur la clé en croix sont d'intensités égales,
opposées et de direction ij.

(1] Pour répondre a cette question, vous devez tout d’abord estimer la force que peut produire un
adulte en bonne santé. Pour cela, reportez-vous a 'annexe 9.1.

o 0 : Roue

1 : Clé en croix

Pression hydrostatique

La figure ci-dessous schématise la pression exercée par I'eau d'une piscine sur un mur vertical.
L’évolution de la pression du fluide est donnée par la formule suivante (fluide incompressible
au repos dans un champ de pesanteur uniforme) :

p = pgy (125)

Ot p est la pression hydrostatique, p la masse volumique du fluide et y l’altitude de la colonne
d’eau. La force exercée sur une surface infinitésimale dS au point M est alors :

f=—pgy xds % (126)

Q1. A l'aide de I'équation 6, calculer la valeur de la force totale Fy, exercée par I'eau sur la paroi de
la piscine.
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Q2. Vérifier la formule obtenue a I'aide de I'équation aux dimensions.

Q3. Calculer la valeur de Fp en supposant [=5m et L=1,5m. Donner la valeur en kN puis en
équivalent tonne.

Q4. A l'aide de I'équation 6, déterminer le moment A_/IG,p exercé par |'eau sur la paroi en un point
G de coordonnées (0,yq,2g).

Q5. Déterminer les coordonnées de G pour lesquelles le moment Mg, est nul.

(0,y¢,20)

i

(1] Au vu de ces résultats, on comprend un peu mieux 1'utilité et la répartition des cercles de
sertissage des fameux water-tanks de New York (voir figure 21).

Centre de gravité

A T'aide de la définition 6, on en déduit que le torseur des actions mécaniques induites par les
efforts de pesanteurs sur un systeme S réduit au point M est :

Ry = pgﬁ'/dV

{Trsstm = (127)

14
- —
Mp1 75 = 08 /AM AN dV
A |4
oll on suppose que :

1. le champ de pesanteur est uniforme et orienté selon le vecteur unitaire ii. On note g I'in-
tensité du champ de pesanteur.

2. la masse volumique p de S est également supposée uniforme.

On définit alors le centre de gravité G comme étant le point particulier de réduction du torseur
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F1GUre 21 — Un water tanks de la ville de New York (photo domaine public)

des efforts de pesanteur ot le moment est nul. Le centre de gravité G est alors défini par :

G tel que Mg rss = pg /m AiEdV =0 (128)
14

Q1. Calculer la résultante des efforts de pesanteur pour un parallélépipéde (voir figure suivante).

Q2. Calculer le moment des efforts de pesanteur pour le parallélépipéde au point G de coordonnées
(xG,¥c,26)-

Q3. Exprimer alors les coordonnées du centre de gravité G en fonction des dimensions du parallé-
|épipéde.

Q4. Réaliser le méme travail pour le cone (voir figure suivante).

(@}

Y&
=
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Echelle et arc-boutement

Lorsqu'un bricoleur grimpe sur une échelle, il ne peut s’empécher de se poser la question :
« L'échelle est-elle stable ? Ne va-t-elle pas glisser ? ». Une simple étude statique peut permettre de
répondre a cette question.

Supposons la modélisation visible sur la figure suivante. Le probleme possede un plan de sy-
métrie (xp,1p). L'échelle est en appui ponctuel en A et C. En supposera que le contact en A est
un contact frottant. Ainsi le torseur des actions mécaniques transmissibles de ceux deux liaisons

sont :
XaXo+Yay Xc X
{76%1},4 = A0 It A Yo et {76’—>1}C = C“ 0 (129)
A 0 C 0
L’échelle subit également 1'action F du poids de la personne au point B.
(] La théorie de Coulomb suppose qu’il y a glissement si :
X
wﬁ > f (130)

Y

ot f est le coefficient de frottement statique qui est une caractéristique des deux surfaces frottantes.

Q1. Réalisez le bilan des actions mécaniques agissant sur |'échelle 1.
Q2. Réalisez le théoréme de la résultante statique sur |'échelle 1

Q3. Réalisez le théoréme du moment statique sur I'échelle 1 au point A

fonction de Y4

Q5. En supposant H%

£=0,3).

1
1
1
I Q4. A l'aide des équations données aux étapes précédentes, déterminer la relation entre X4 en
| = f, tracer |'évolution de I/L en fonction de « (vous supposerez que

Q6. A l'aide du graphique obtenu, conclure sur la stabilité de I'édifice.
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Etude d’un systeme bielle-manivelle

Les figures ci-dessous montrent le schéma technologique et la modélisation associée d"un sys-
teme bielle-manivelle. Un systeme bielle-manivelle permet de transformer un mouvement de
rotation continu en un mouvement de translation alternatif et vis et versa. Ce type de dispositif
est présent, par exemple, dans les moteurs thermiques 2 ou 4 temps.

Le systéme bielle-manivelle décrit ci-dessous est supposé étre a 1’équilibre. Il subit des actions
mécaniques extérieures :

-

{Teto :O{ o } et {Tra} = D{ /3 } (131)

L’objectif de cet exercice est de donner la loi d’entrée-sortie de ce mécanisme. Cette loi exprime la
relation entre le couple c en entrée et l’effort f en sortie du mécanisme en fonction des parametres
géométriques 0, L et R.

Q1. Ecrire les torseurs des actions mécaniques transmissibles des liaisons mécaniques. La liaison 3/2

est une liaison pivot glissante qui posséde un degré de liberté en rotation et en translation suivant

—

X

Q2. Reé-écrire ces torseurs en prenant en compte I'hypothése de symétrie dans le plan (%, 7).
Q3. Appliquer le théoréme de la résultante statique au solide 3.

Q4. Appliquer le théoréme de la résultante statique au solide 2.

Q5. Appliquer le théoréme de la résultante statique au solide 2.

Q6. Appliquer le théoréme du moment statique au solide 1 au point O.

Q7. Appliquer le théoréme du moment statique au systéme 1 U 2 au point O.

Q8. Traduire la fermeture géométrique OAB afin de trouver une relation entre A et 6.

Q9. Donner finalement la loi d’entrée-sortie qui lie le couple ¢ a |a force f en fonction des paramétres
géométriques 0, L et R.
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8.2 Etat de contrainte plan et cercle de Mohr

Exercice 1

Supposons un état de contrainte plan, on connait en un point M les valeurs des contraintes
normales et tangentielles dans le repére R (¥, ¥/, Z), soit :

oxx =10MPa et oy, =10MPa et T, =20 MPa

Qt. Ecrire le tenseur des contraintes E(M) au point M dans le repére R (X, 1, Z)

(8] Pour la suite de l'exercice, vous utiliserez un tenseur en 2D.

I R $#aaaS——— e ..

Q2. Déterminer le vecteur contrainte ¥ (M, X) dans la base (¥,1) puis représenter graphiquement
ce vecteur contrainte X (M, X) avec sa facette de coupure au point M. La direction X est-elle une
direction principale ?

Q3. Déterminer le vecteur contrainte % (M, /) dans la base (X, ) puis représenter graphiquement
ce vecteur contrainte ¥ (M, ij) avec sa facette de coupure au point M. La direction i/ est-elle une
direction principale ?

(1] Nous allons rechercher maintenant les directions principales.

(£) Soit en M une facette de normale i telle que (%,7) = @. Soit le vecteur unitaire t, tel que (7, f)
forme une base orthonormée directe.
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Q4.

Q6.
Q7.
1 es.

|
| o
|
I

= —

Exprimer le vecteur contrainte % (M, 7i) dans la base (%, 7).
A I'aide de la formule 32, Exprimer le vecteur contrainte & (M, 7) dans la base (7, f).

En vous aidant de cette derniére relation, déterminer la base (X,Y) des directions principales.
Calculer les contraintes principales oxx et oyy

Construire le cercle de Mohr de cet état de contrainte et vérifier les résultats obtenus.
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Exercice 2

Supposons un état de contrainte plan, on connait en un point M les valeurs des contraintes
principales oxx et oyy dans le repere Ry (X,Y, 7).

I Q1. Ecrire le tenseur des contraintes E(M) au point M dans le repére Ry

Soit en M une facette de normale 7 tel que (X, #) = ¢.

I Q2. Exprimer le vecteur contrainte . (M, #) en fonction de oxx, oyy et ¢.
Supposons le vecteur unitaire f tel que (7, f, Z) forme une base orthonormée directe.

I 03. Exprimer X et Y en fonction de , 7 et ¢.

Q4. Deémontrer alors que la contrainte normale et tangentielle d'une facette de normale 7 s’exprime
par rapport aux contraintes principales par :

o = OxX -Zir Oyy | Oxx ; Oyy cos2¢ (132)
Tt = = X sin2g (133)

(1] La démonstration est un peu longue, si vous étes en difficulté, vous pouvez accepter les formules
ci-dessus sans les redémontrer.

Supposons oxx = 300 MPa et oyy = —100 MPa.

Q5. Calculer les contraintes normales (07,1, €t Opyn,) et tangentielles (Ty,¢, et Tuyt,) pour :
1. la facette de normale 7i; orientée de ¢1 = 60°
2. la facette de normale #; orientée de @, = —30°

Q6. Retrouver les résultats de la question précédente en utilisant la construction graphique de
Mohr.

Q7. Donner la représentation graphique sur ces deux facettes de #; et 7ip des deux vecteurs
contraintes X (M, 7i1) et X (M, #ip).

Q8. A partir de la relation Tij = i(M,f) f exprimer la contrainte tangentielle T, en fonction du
vecteur contrainte 2 (M, ). Pour cela, aidez-vous du théoréme de Cauchy et de la construction
graphique précédemment effectuée. La réciprocité des contraintes tangentielles est-elle vérifiée ?

(i) Pour cela, I'astuce consiste simplement a remarquer que 1’angle entre 1iy et tiy est de 90°.

I Q9. En supposant que le matériau étudié est de I'alumine. Vérifier la tenue du matériau avec un
coefficient de sécurité de s = 2.
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Exercice 3

Supposons un état de contrainte plan, on connait en un point M les valeurs des contraintes
normales et tangentielles dans le repére Ry (¥, ¥,Z), soit :

0xx =60 MPa et oy, =20MPa et 1y = —30 MPa

Q1. Ecrire le tenseur des contraintes & (M) au point M dans le repére R (%,7,Z). La base (¥,7,Z)
est elle une base principale ?

(1] Pour la suite de l'exercice, vous utiliserez un tenseur en 2D. ]

Q2. Déterminer le vecteur contrainte . (M, ¥) dans la base (X,) puis représenter graphiquement
ce vecteur contrainte ¥ (M, X) avec sa facette de coupure au point M. La direction i est-elle une
direction principale ? Pourquoi ?

Q3. A l'aide de la relation 33, déterminer |'orientation du repére des directions principales R(X, 17)

Q4. Déterminer les valeurs des contraintes principales oxx et oyy. Ecrire le tenseur des contraintes
exprimé dans le repére principal. Représenter graphiquement le vecteur contrainte & (M, X) avec

I R $ $IE IS oo,

sa facette de coupure au point M.

(1) Supposons une facette de coupure de normale i telle que (X, ) = Z. Supposons le vecteur
tel que (i, t) forme une base orthonormée directe.

Q5. Déterminer le vecteur contrainte % (M, 7)) par deux fagons différentes :
1. a l'aide de I'égalité 28 et en prenant le tenseur des contraintes exprimé dans R,
2. a l'aide de I'égalité 32.

Le vecteur contrainte % (M, 1) devra étre exprimé dans la base (7, f) de la facette de coupure, soit :

by (M, 1) = opnii + Tt

Vous devrez donc déterminer 0y, et Ty:.
I Q6. Vérifiez les résultats précédents a I'aide de la construction graphique de Mohr.

Q7. Supposons que le matériau soit de |'alumine dense dont la contrainte limite a rupture est
Oim = 400 MPa. Ce matériau peut-il résister a cette état de contrainte avec un coefficient de
sécurité de 27
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8.3 Loi de comportement
Dépouillement de jauge de déformation (rosettes)

La figure 22a présente une photographie d'une jauge de déformation de marque HBM. Les
jauges de déformations sont toutes basées sur le méme principe. Les jauges sont composées d'un
fil tres fin imprimé sur un support flexible isolant (le corps d’épreuve) en serpentin. Les jauges
sont ensuite collées sur la surface de ’objet dont on veut mesurer la déformation. Lorsque 1'objet
se déforme, le corps d’épreuve de la jauge se déforme également ce qui entraine une variation
de longueur du fil résistif.

La résistance du fil étant donné par R = % ol p est la résistivité du fil, L sa longueur et S sa
section, on peut démontrer que la variation relative de résistance est donnée par :

AR AL

— =Kx — =Ke (134)

Ro Lo
ot le coefficient K est appelé facteur de jauge et Ry est la résistance nominale de la jauge. Les
valeurs de K et Ry sont données par le constructeur. Les jauges permettent donc de mesurer une
déformation e grace a la mesure de la variation de résistance AR a 1’aide d'un micro-ohmmetre.

k3/
el
jauge 1
7 .
jauge 2
M f oL
‘ == X =e
Jran
V4
\ jauge 3
e
(a) Jauge de déformation (b) Montage en rosette

FIGURE 22 — Les jauges de déformation
Nous avons vu qu'un état de déformation plane est défini par 3 variables indépendantes. Pour
mesurer un état de déformation plan, il faut donc 3 mesures de déformation dans des direc-
tions différentes. Pour cela, on utilise des rosettes qui consistent en I'assemblage de 3 jauges de
déformations dans un méme corps d’épreuve. Supposons alors le montage illustré sur la figure
22b.

La jauge 1 mesure la déformation ¢; selon la direction €}, la jauge 2 mesure la déformation &,
selon les directions €] et ¥ et la jauge 3 mesure la déformation e3 selon la direction &3. Les calculs
des directions principales étant les mémes pour le tenseur des contraintes que pour le tenseur
des déformations, il est alors possible d’appliquer la relation 32, soit :

Exx + € Exx — &
g = — 5 AR 5 Y c0s2¢ + ey sin2¢
€ = &xx
Exx + € Exx — &
€3 = —= 5 LA 5 W cos —2¢ + exy sin —2¢
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Sachant que les déformations €1, €, et e3 sont directement mesurées par les jauges 1,2 et 3.

I Qt. Calculer exy, ey et eyy en fonction de &1, & et &3 et ¢.

Supposons que le matériau possede un comportement linéaire élastique et que l'état de contrainte
est plan.

Q2. A l'aide de la loi de Hooke généralisée 70, exprimer les contraintes oyy, Tyy €t Tyy en fonction
des déformations eyy, €yy et €yy, du module de Young E et du coefficient de Poisson v.

Supposons que I'angle ¢ entre deux jauges est ¢ = 60°.

| Q3. Calculer exy, €y et ey en fonction de g1, &5 et 3.

Les valeurs des déformations mesurées sont : ¢ = —450 udef, e, = 120 pdef et e3 = 280 pdef

I Q4. Calculer les valeurs de ey, €yy et exy.

Supposons que les jauges sont collées sur de la silice.

I Q5. Calculer les valeurs des contraintes oy, 0yy et Tyy.

Supposons un coefficient de sécurité s de 2.

I Q6. A l'aide du cercle de Mohr, déterminer si les contraintes sont d'un niveau acceptable.

Plaque

Soit une plaque de silice (une vitre par exemple) rectangulaire mince centrée sur le repére dans
son plan moyen (0,X,1). Les cotés de la plaque sont soumis a différentes forces surfaciques
uniformément réparties (voir figure ci-dessous). On considere que les surfaces de normales per-
pendiculaires au plan moyen sont libres et que la plaque se comporte en élasticité plane.

y

6 MPa

S S S S AL S S i iy S

10 MPa

=l

8 MPa 8 MPa

Tw“?T‘ .
Y A

8 MPa
Dt o o B o D o e

6 MPa

Q1. Quels sont les différents cas de sollicitations simples auxquels est soumise la plaque?
Q2. Quels sont pour chacun de ces cas les déformations engendrées en un point M de la plaque?

Q3. Déterminer grace au principe de superposition la matrice en M associé au tenseur des contraintes
et des déformations.

Q4. Reprendre le probléme directement par les lois de contraintes planes.
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8.4 Théorie des poutres
Poutre encastrée, torseur de cohésion

Soit une poutre droite, de section constante, de longueur /, encastrée a son extrémité A et sup-
portant en son extrémité B un effort concentré F tel que le montre la figure ci-dessous. Soit
Ro (X0, Y0,Z0) le repere lié & la poutre. Soit le point G d’abscisse x, le centre de surface de la
section droite.

Yo

Bati 0 Poutre 1

N

st}

En supposant que le systeme posséde un plan de symétrie dans le plan (A, Xy, 7o)-

Q1. Déterminer |'expression au point A du torseur des actions transmissibles {7_,1} 4 de la liaison
encastrement entre le bati 0 et la poutre 1 dans le repére Ry.

Q2. Déterminer |'expression du torseur de cohésion {7cop} exprimé au point G a l'aide des
équations d'équilibre 98.

Q3. Nommer les composantes du torseur de cohésion et donner leurs expressions.

Q4. Tracer les diagrammes qui décrivent les évolutions des intensités des composantes du torseur
de cohésion en fonction de I'abscisse x.

Essai d’extension

La partie utile d'une éprouvette d’alumine pour un essai d’extension est un cylindre de dia-
metre D = 10 mm? et de longueur utile L = 100 mm. Au cours de l’essai, un dynamometre
et des extensometres permettent de mesurer la force appliquée, la longueur et le diametre de
I'éprouvette. Ces données sont indiquées dans le tableau ci-dessous. La derniére valeur corres-
pond a la rupture de I’éprouvette. L'objectif de cet exercice est de dépouiller cet essai.

Force (kN) Longueur (mm) Diametre (mm)

0 100,00000 10,00000
7,54 100,02850 9,99937
15,39 100,05699 9,99875
23,56 100,08549 9,99812

On associe a I"éprouvette un repere R (X,i,Z) ot I'axe (O, X) est confondu avec 1'axe de révo-
lution de I'éprouvette et 'on suppose que les contraintes et déformations sont uniformes dans
I'ensemble de 1’échantillon.

Q1. Compléter ce tableau en indiquant :

I'allongement AL en mm de |'éprouvette,
la striction AD en mm de I'éprouvette,

la contrainte normale oy en MPa,

la déformation longitudinale ey, en pdef,
la déformation transversale ey, en pdef.
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On souhaite estimer maintenant les caractéristiques mécaniques de cette éprouvette d’alumine.

Q2. Estimer grace aux valeurs précédemment obtenues le module de Young E en GPa, le coefficient

de Poisson v et la contrainte a rupture 07, en MPa de cette éprouvette en alumine. Estimer
également |'incertitude de vos résultats. Commenter vos résultats.

Classiquement, les calculs de contrainte ne prennent pas en compte la diminution de section au
cours de l'essai.

Q3. Calculer la « valeur vraie » (ou plutdt un peu moins fausse) de la contrainte a rupture et
|'erreur relative résultant de cette hypothése.

Structure soumise a son propre poids

Considérons une structure verticale axi-symétrique telle que décrite ci-dessous de masse volu-
mique p. La section droite S est variable selon x. On notera donc S(x) cette section droite. On
souhaite déterminer le profil optimal de la structure telle que la contrainte normale (en compres-
sion) oy soit constante et égale a :

oll Oy, est la résistance limite en compression du matériau considéré et s est le coefficient de
sécurité de la structure.

Il est possible de démontrer que la contrainte normale oy, est constante pour une une évolution
exponentielle du rayon de la structure telle que :

r(x) = A x ¥
ot A et C sont des constantes.
I Q1. Déterminer la valeur de A en fonction de 7.
I Q2. Déterminer I'expression de la section droite S(x) en fonction de x.

I Q3. Déterminer I'expression du volume v(x) en fonction de x.
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I Q4. Déterminer 'expression de |'effort normal Ny(x) en fonction de x.
I Q5. Déterminer I'expression de la contrainte normale oy, (x) en fonction de x.

I Q6. Déterminer I'expression de C, est-elle constante?

Supposons que la structure soit pleine et réalisée en béton donc les caractéristiques sont :
e une masse volumique p = 2400 kg.m_3,
e une contrainte limite en compression oy, = 30 MPa,
e un coefficient de sécurité s = 2.

I Q7. Calculer la valeur de C, quelle est sont unité?

I Q8. Vérifier I'équation précédente a I'aide d'une équation aux dimensions.

Flexion 1

La figure suivante donne la modélisation d"une poutre en sollicitation de flexion. Le plan (A, Xy, io)
est un plan de symétrie pour la poutre et les charges qui lui sont appliquées. On donne les va-
leurs suivantes : HAH = A =800N; EH =B =1000N;! =2m;a = 0,8 m. Le poids propre
de la poutre 1 sera négligé.

Yo
Poutre 1

Bati 2
B C X

X0

[ss1

Q1. Donner dans le repére galileen R (Xo, /o, Zo) les composantes du torseur des actions transmis-
sibles relatif a la liaison 2/1.

Q2. Tracer le diagramme d’évolution de |'effort tranchant T, et du moment fléchissant My, le long
de la ligne moyenne d'abscisse x.

En sachant que Le module de Young de la poutre est E = 200 GPa et le moment quadratique de
sa section droite est I, = 328cm*

I Q3. Calculer dans le trongon [BC] I'équation de la déformée f(x).

I Q4. Déterminer la valeur de la fléche au point B.

Flexion 2

La figure suivante donne la modélisation d’une poutre de longueur / en sollicitation de flexion
3 points. En arriére-plan se trouve l'illustration d'un dispositif de mesure de fleche utilisée au
début du siécle dernier. L'essai de flexion 3 points est un essai trés répandu pour caractériser les
matériaux céramiques.

Supposons le plan (A, Xy, 7o) un plan de symétrie pour la poutre et les charges qui lui sont
appliquées. Le poids propre de la poutre 1 est négligé.
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poutre 1

Dans la suite de 1’exercice, on notera HF H =F.

Q1. Calculer les TAMT des liaisons mécaniques entre le bati et la poutre notés {7;12%1}/\ et

{7132a1}B'

Q2. Tracer le diagramme d'évolution de I'effort tranchant T, et du moment fléchissant My, le long
de la ligne moyenne d'abscisse x.

Q3. Calculer I'équation de la déformée f(x) dans le trongon [AI].
Q4. Véerifier les formules données par le formulaire de flexion (voir section 7.6.6).

Q5. A l'aide des résultats précédents, de la relation 113 et du formulaire en annexe 9.4, déterminer
la relation entre la contrainte normale oy et la force appliquée sur la poutre F.

On supposera que la poutre posséde une section rectangulaire. On notera h la dimension de la
section suivant i/ et b la dimension de la section suivant Z.

max

Q6. A l'aide des résultats précédents et du formulaire en annexe 9.4 déterminer la relation entre la
contrainte normale maximale o22* et la force appliquée sur la poutre F.

Supposons les valeurs numériques suivantes : | = 20 cm; b = 4 cm; h = 2 cm. De plus, durant
l’essai de flexion 4 points, la valeur relevée de I'effort a rupture est : Frypt = 250 N.

| Q7. Déterminer la contrainte a rupture oy de ce matériau. De quel type de matériau peut-il s'agir?
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9 Annexes

9.1 Ergonomie et effort

Les pages suivantes décrivent les efforts journaliers de manutention en fonction de différentes
postures et de la répétition du geste par heure. Ces 2 pages sont extraites de [6].
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4.3 Identification des efforts REGLES DE CORRECTION
Effort exercé a
1 main 2 mains
Les courbes d’efforts et les regles et et et et
de correction s’appliquent sur l'abaque Posture | Posture | Posture | Posture
de la page suivante bonne |mauvaise| bonne |mauvaise
ou
pas de
Posture | Nature de Ueffort | S€ns de | Courbes point
Ueffort | reperes d'appui
POUSSER t" c5
TIRER [" - Cé
BAISSER t/ ! C5 Carder la 20% i
méme /2
LEVER t/' Cé valeur
TRANSPORTER une
DEBOUT | e tiosml” | b ce
ADDUCTION -’ C7 Non concerné
- ou proscrit
ABDUCTION -/ c8 g
TOURNER un volant [v — | 3 Non
vertical ,
TOURNER lant & concerne
un volan -
horizontal [v T 3 ou proscrit
POUSSER assis avec \%* 3 Garder la
dossier meéeme
TIRER (avec appui pour] &~ Cl valeur
les pieds) v plus
i Garder la /2 20%
BAISSER \T{ C7 .
L
ASSIS LEVER \%* Cc9 varer
ADDUCTION -’ C7 Non concerné
- ou proscrit
ABDUCTION </ cs8 P
TOURNER un volant
vertical \% = Cé AUl . Garder la méme
/2 concerné valeur
TOURhNOEI;L:]TaVlOla”t \% T c3 ou proscrit
i ) Exemple :
Effort exercé au pied Pour un rythme de travail
de 60 f/h en position debout,
courbes Posture | Posture lever une charge a une
reperes bonne |mauvaise| maindansunebonne
- posture ;
POUSSER d d
beBouT | POk’ | | e Joaaer e
ASSIS |perpendiculaire a laxe meme /2 7 kg maximum pour
. de la jambe \ﬁ\ C1 Valeur un homme'
avec dossier 4,2 kg pour une femme.

*Les distances de transport d'une charge supérieures a 3 m ne sont acceptables

qu’en activité de magasinage ou de manutention.
Dans tous les cas, proscrire les distances supérieures a 14 m par minute.

NB : limites d’efforts spécifiques (chariot, manutention et membres supérieurs/mains) cf pages 15 et 18




4.4 Limites d’ Effort

Intensité des Efforts

([daN ou Kg)

Lettre repéres Homme Femme
40 24
35 21

C1 30 18
\ -

\
\ —

C2 \\ 25 15
\ |
AN

AN AN —

c3 [N 20 12

Cs AN AN |
AN AN

N\, AN —
\\\\ \\\\ 15 9
AU ANIAN -

C5 NN N N

Cé \b\ \\ \\ B
| N 1N

7 e\ ANANAN 10 b
SN Y ) N N N =

C8 AN AN A AN
‘S;, NN DN NN NN 5 3

L DN SN SN SNSNT
~ T N N |
:'ﬁ}*\\\ \
I — — L -
1 j j \0 0
1 30 60 90 120 150 180 210 240 270
) _ Valeurs théoriques
Frequence Horaire en continu

(Effort Statique)
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9.2 Formulaire de trigonométrie
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Formulaire de trigonométrie circulaire

B cotan(x) K
sinf(x) / cos(x) = abscisse de M
}x tan(x) sin(x) = ordonnée de M
|
1 _
o —
o 1A tan(x) = AH
cotan(x) = BK
e™ =zm
T sin(x) cos(x) T 1
Pour x ¢ — + 7Z, tan(x) = et pour x € TZ, cotan(x) = — . Enfin pour x € =Z, cotan(x) = .
2 cos(x) sin(x) 2 tan(x)
Valeurs usuelles.
X en ° 0 30 45 60 90
s T s T
x en rd 0 g Z g E
n(x) o 1 1 V2 V3 1
sin - == ~-
2 V2 2 2
() 1 v3 L_v2 1 0
0s(x X Y _
o8 2 V2 2 2
1
tan(x) 0 — 1 V3 0
V3
1
cotan(x) 0 V3 1 — 0
V3
Vx € R, cos? x +sin®x = 1
1
VX¢E+T[Z,1+tan2X= 5=
2 COs~ X
Vx ¢ mZ, 1+ cotan® x = —5—.
sin” x
addition d’un tour addition d’un demi-tour angle opposé angle supplémentaire
cos(x + 27) = cosx cos(x 4+ 1) = —cos x cos(—x) = cosx cos(m—x) = —cosx
sin(x + 27) = sinx sin(x 4+ 1) = —sinx sin(—x) = —sinx sin(7t —x) = sinx
tan(x + 27) = tanx tan(x + 1) = tanx tan(—x) = —tanx tan(m—x) = —tanx
cotan(x 4+ 27t) = cotanx  cotan(x + 71) = cotanx cotan(—x) = — cotan x cotan(m — x) = — cotanx
angle complémentaire quart de tour direct quart de tour indirect
us . gy . 7T .
cos(z —x) =sinx cos(erz) = —sinx cos(x — E) =sinx
. T . us . us
sm(z —X) = cosx sin(x + E) = CcosXx sin(x — Z) = —CosXx
T T s
tan(z —x) = cotanx tan(x + E) = —cotanx tan(x — E) = —cotanx
s s T
cotan(z —X) =tanx cotan(x + E) = —tanx cotan(x — E) = —tanx

© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



Formules d’addition

cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
cos(a —b) =cosacosb +sinasinb
sin(a 4+ b) =sinacosb + sinb cos a
sin(a —b) =sinacosb —sinb cos a

tana+ tanb
t b)=——"——"—
an(a +b) 1 —tanatanb

t —tanb
tan(a — b) ana— tan

- 1+tanatanb

Formules de duplication

cos(2a) = cos? a —sin? a
=2cos’a—1
=1—2sin’a

sin(2a) = 2sinacos a

2t
tan(2a) = F— :;lnczla

Formules de linéarisation

cosacosb = ]z(cos(a —b) + cos(a+ b))
1
sinasinb = E(Cos(a—b) —cos(a+ b))
. 1 . .
sinacosb = = (sin(a + b) + sin(a — b))

N

5 1+4cos(2a)
a=——

24 = 1—cos(2a)
2

COos

sin

Formules de factorisation

cosp+cosq:2cosp;rqcosp;q
e 9 PTA . P—C
cosp —cosq = —2sin 5> sin—
sinp—i—sinq:ZSinmcos%
sinp—sinq:Zsinp;qcos¥

cos X, sin x et tan x
en fonction de t=tan(x/2)

N 1—t2
COS = —
1+12

) 2t
siInx = ———~
1+12

‘ 2t
anx = ——~
1—t2

Divers

1 +cosx:2coszg

zx

2

1 — cosx = 2sin
cos(3x) =4 cos® x — 3 cosx

sin(3x) = 3sinx — 4sin® x

COSX = COs a &
JkeZ/x=a+ 2kn
ou
JkeZ/x=—a+2kn

Reésolution d’équations
sinx =sina &
dk e Z/ x =a+ 2kn

ou
JkeZ/x=m—a+2kn

tanx = tana &
FkeZ/x=a+kn

eO — 17 ein/Z

Vx € R, e =1.

V(x,y) € R?, e?* x eV = ¢t
eix 4 efix
Vx € R, cosx = S —
) eix _ efix
Vx € R, sinx = -
2i

Vx €R,Vn € Z, (e™)" =

Yx € R, e = cosx + isinx.

i i
=1, e =—1,

et e® —

Exponentielle complexe

Valeurs usuelles

—l-i-i@

e—it/2 — —, e2in/3 — 5 —
=727

Propriétés algébriques

ix
e _ —ix

(><+y)7

ei(x_y)

ety » e €

Formules d’EULER

et e + e X =2cosx.

e ™ = 2isinx.

Formule de MOIVRE

elnX'

,V2el/t =1 414

e'LX

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.
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9.3 La droite des moindres carrés

Dans le cas particulier ot1 I'on suppose que les populations de données {x1, xy, ..., X, } et {y1, y2,
..., Yn}, peuvent étre approchées par une fonction affine (une droite), la méthode des moindres
peut étre appliquée afin de déterminer les parametres a et b de la fonction affine f(x) = a.x +b
ol :

Avec :
o X et ij les moyennes des x; et des y; :

1¢ 1¢
J?:—Exl et y‘:—Zyi
n = n =
i=1 i=1
® Sy la covariance des x; et y; :
1 n

Sxy:E;(xifja(yi*y_)

e S2 le carré de 'écart type des x; (également appelé variance) :

St =

9.4 Caractéristiques géométriques des sections

Soit une surface plane (S) et le repere R (X, ¥/, Z) tel que (O, X, ) appartienne au plan de (S). Soit
un point M de coordonnées (x,y) appartenant a (S) et ds un élément infinitésimal de surface
autour de M selon la figure ci-dessous. Soit G de coordonnées (xg,y¢) le centre de surface de
(S). On notera S 'aire de la surface (S) et d la distance entre les axes (O, %) et (G, X).

A

=U

Z@O

Centre de surface G d’une section S

Le centre de la surface (S) est le barycentre G de 1’ensemble des points M € S affectés chacun
d’un coefficient égal a son élément d’aire ds :

(ﬁ.s://(ﬁ?{.ds (135)
(s)
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Moment statique

Le moment statique W, de la surface (S) par rapport a ’axe (O, X) est défini par :

WOx://yds:nyS (136)
(s)

Moment quadratique

Le moment quadratique I, de la surface (S) par rapport a ’axe (O, ¥) est défini par :

Tox = / / V2 ds (137)
(s)

Théoreme de Huygens

Le moment quadratique d’une surface (S) par rapport a un axe (O, X) de son plan est égal au
moment quadratique de (S) par rapport a I'axe (G, X) et passant par sont centre de surface G,
augmenté du produit de l'aire S par le carré de la distance des deux axes :

Iox = Igy + S x d? (138)

Moment quadratique polaire

Le moment quadratique polaire Iy de la surface plane (S) par rapport au point O est défini par :

Io = / / 242 ds = log + Iy (139)
(s)

Moment produit

Le moment produit Ipy, de la surface plane (S) par rapport aux axes (O, ¥) et (O,¥) est défini
par :
loxy = // xyds (140)
(s)

Théoreme de Huygens des moments produits

Le théoreme de Huygens des moments produits est défini par :

IOxy = Iny + S5 X x6 XYyg (141)

Axes principaux

11 existe un repére principal (O, X, Y) pour lequel nous aurons a la fois la plus grande valeur de
Iox, la plus petite valeur de Ipy ainsi que Ipxy = 0. [px et Ipy sont appelés moments quadratiques
principaux. Ce repere est défini par I'angle ¢ = (%, X) tel que :

—2loyy

(142)
Iox — IOy

tan2¢ =
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Formulaire
_ B . B
¥ - ¥
S=BH S=BH —bh
H H
BH? " BH® — bi3
IGx = A5 IGx =
12 12
B*H B*H — b°h
ey = b ey =
12 12
o) 7 o k4
7 v
S = nR? S =m(R*—1?)
L mD* L m(D* — d%)
Gx — 64 Gx — 64
L nD4 L (D* —d*)
YT e Gy — 64
o) % o} k3
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