FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LIMOGES 2006-07

Licence MISM, 6° semestre Mesure, intégration, probabilités

TD11. Fonctions caractéristiques, convergence

Exercice 1
Soit, pour n € N\ {0}, une variable aléatoire X,, de loi de probabilité uniforme sur [—n, n].

(a) Déterminer la densité f, et la fonction de répartition F,, de X,,.

sin(nt

(b) Vérifier que la fonction caractéristique ®, de X, est donnée par ®,(t) = = ; ). Que vaut

,(0)7
(c) Calculer la limite ® de la suite de fonctions (®,,),>1. Que peut-on dire de la convergence en
loi de la suite (X,,)p 7

Exercice 2

On considére le couple de variables aléatoires discrétes (X, Y") dont la loi de probabilité est donnée
dans le tableau suivant.

y | -1 0 1
i
—1 1/16 | 3/16 0
1/16 | 1/4 | 3/16
1 1/8 | 1/16 | 1/16

(a) Déterminer les lois marginales de X et de Y ; les deux variables sont-elles indépendantes 7
(b) Calculer les fonctions caractéristiques @ x et Py

(c) On pose W = X + Y. Etablir la loi de probabilité de W ; en déduire que sa fonction caracté-
ristique vérifie
Dy (t) = cos(t/2) = Dx () Dy (1) .

(d) Exhiber deux variables aléatoires indépendantes Wy et Wy telles que W = Wy + Wh.

Exercice 3
On note X une variable aléatoire de loi p(X=a) = 1 pour un nombre réel a fixé et on consideére
une suite (X,,), de variables aléatoires.

(a) Pour a > 0, établir I’égalité
p(|Xn —X|>a)=1-F(a+a+0)+ F,(a—a) ,

ou Fj, désigne la fonction de répartition de X,.
(b) On suppose que (X,), converge vers X en probabilité. Montrer que pour tous a,e > 0, il
existe ng € N tel que, pour tout n > ng :

Ve<a—a, F,(z)
Ve>a+a, Fy(x)

< Fn(a - Oé) <e,
>Fla+a+0)>1—c¢ .
En déduire que (X,,), converge en loi vers X.

(c) Etablir la réciproque.



Exercice 4

On donne un nombre réel a # 0 et une famille £ = (Xy)p~o de variables aléatoires réelles deux
a deux indépendantes fermée pour 'addition (X,Y € L= X +Y € L) et telle que E(Xy) = ab
pour tout 6 > 0.

1. On note ®x, la fonction caractéristique de Xy.

a) Montrer que ®x,dx,, = ®x,,, pour tous 0, 0.

b) Vérifier que ®x, (u) # 0 pour u proche de 0. En déduire qu’il existe une fonction a(u)
définie sur un voisinage ouvert U de 0 telle que ®1(u) = e*®™ pour u € U. A quelle
condition supplémentaire « est-elle dérivable ?

c) Montrer que, pour tout 6§ > 0 et tout u € U, ®x,(u) = efolu)

2. On note ¥y, la seconde fonction caractéristique de Xg.

a) Montrer que, quitte a se restreindre & un voisinage ouvert U de 0, sur lequel « est dérivable,

on a

U, (u) = iuab (1 + B(u)) ,
ou [ est une fonction de u indépendante de 6 qui tend vers 0 quand u tend vers 0.

b) On suppose Xy € L? pour tout § > 0 (donc les moments des Xy existent au moins jusqu’a
l'ordre 2), montrer qu’on peut écrire

2
Ux,(u) = iuab + %u2029 + 0uPy(u)

ou 7 est une fonction de u indépendante de 6 qui tend vers 0 quand u tend vers 0 et o est

I’écart-type de Xj.

Xg —a
o0

Oy, (u) = exp (‘f + Zz”(af/é))

Qu’en déduit-on pour la convergence en loi de (Yp)g quand § — 4007

¢) Montrer qu’alors la variable Yy = est centrée réduite, de fonction caractéristique

Exercice 5
On considére une suite de variables indépendantes (X,,),>1 de méme loi uniforme sur |0, 1].

1< 1
Mn:nz<xj—2>

j=1

1. On note, pour n > 1,

(a) Déterminer la fonction caractéristique ®ys, de M,, pour tout n > 1.
(b) Calculer la limite de ®yy, (t) quand n tend vers +oo pour tout t € R.
(c¢) En déduire la convergence en loi de la suite de variables (Mn)n
2. On note maintenant, pour n > 1,
T, = X; .
R =

(a) Montrer que, pour = € R,
Th<zx<=Vje{l,...,n}, X;<z .

En déduire la fonction de répartition de 7},, puis sa densité.
(b) Montrer que la suite de variables (T n)n converge en probabilité vers la constante 1.

(¢) On note, pour n > 1, A, = {Xn >1 - %} Montrer que la série des p(A,,) diverge; en
déduire que la suite de variables (T ")n converge presque stirement vers la constante 1.



