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PLC1 Mathématiques
S. Vinatier Exercices

TD 8 - Corrigé des exercices 3 a 5
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Exercice 3 z'(t) = 21:(25) + Qy(t) + >
1. a) Sit#+l,ona (5) < L=t 1t 1—1t
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b) t — a(t) et t — b(t) sont continues sur tout intervalle I inclus dans R\ {—1, 1}, d’ou
'existence de solutions pour (S) sur I ; on a unicité de la solution sur [ si on ajoute une

condition initiale (par exemple les valeurs de x et y en 0, si 0 € I).
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b) On a P? = ((2) g), donc P~* = 1P; on en déduit
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donc A\ (f) =Inv1—2+1Iny /1 et Ay(f) =Inv1 — 2 —In, /1= . 1l s’ensuit que, pour

n €N, ona:
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d) On a a(t) (X1 (t) Xz(t)) = (X{ (t) Xé(t)) d’apres ce qui précede; or on vérifie que :

a(t)(X1(t) Xa(t)) = (a(t)X1(t) a(t)Xa(t))

— c’est un calcul de multiplication par blocs — donc a(t)X;(t) = X/(t) pour ¢ = 1,2,
c’est-a~dire X et X, sont solutions de (Sp). De plus, si A, u € R sont tels que AX;+puXs =

0 (la fonction nulle), alors pour tout ¢t € |— 1,1[ on a :

A+ put=0
AM+pu=0 "~

d’ott A = = 0; il s’ensuit que la famille (X7, X5) est libre. Enfin on sait que 1’ensemble
des solutions de (Sp) est un espace vectoriel de dimension 2, donc (X7, X5) en est une

base.

[En fait, pour tout ty € I, 'application X +— X (to) est un isomorphisme de I’ensemble
des solutions de (Sp) dans R? ; il suffit donc de vérifier, par exemple, que (X1(0), X2(0))
est libre dans R? pour montrer que (X;, X») est une base de I'ensemble des solutions de

(So).]

3.2) WK = (X1 X5) (1) = (liX1 + kaXa) = (X), aW =a(X; Xp) = (X] X})=W"
b) Ona X' =W K+WK' =aWK+WK'=aX+WK’, d’out X est solution de (5) si et

seulement si WK’ = b, c’est-a-dire K’ = W~1b.
c) On a
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d’ott X est solution de (5) si et seulement si

ki (t) = ksy(t) =

c’est-a-dire si et seulement s’il existe ¢, co € R tels que

k?l(t) = + —1In
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Les solutions de (S) définies sur |— 1, 1] sont donc les fonctions X de la forme :
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avec c1, ¢y € R, autrement dit :
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Exercice 4

1.

. Des récurrences immédiates donnent ay, = ]%ao et agpy1 =

+00 +00
Soit y une solution de (F). De y = Y a,z™, on tire zy = Z na,z™ et ¥y’ = > (n +

n=0 n=0
1)(n + 2)a,+22™; en écrivant que y est solution de (E), on obtlent pour tout n € N,
(n+1)(n+2)a, 2 — 2na, — 2a, = 0, ce qui donne bien la relation de récurrence a,, = ian_Q
pour tout n > 2.

2p

mal pour tout p > 0,

d’ou le résultat.

On a y1(0) =1, y2(0) = 0, ¥}(0) = 0, y4(0) = 1, donc la famille ((Z,iégg) , (Zigg;)) est libre

dans R?, ce qui entraine que (y1,y2) est une base de I’espace vectoriel des solutions de (E).

On voit que y;(x) = e ; comme Zz”ﬁ’ = 2})2? — 0 quand p — +00, le rayon de convergence
P

de la série qui définit gy, est infini.

De y, = ze*, on tire yh = (2/ + 2z2)e*”, yf = (2 + 4x2’ + (422 + 2)2)e*”, puis, en écrivant
que o est solution de (E), on obtient z” + 2x2’ = 0. Il s’ensuit que 2/(z) = e~ et, comme

yZ(O) =0, -
Yo () :e”“"Q/ et .
0

D’apres la question 3, on en déduit que la forme générale des solutions de (F) est
y(x) = e” ()\—i-,u/ 6t2dt> , AHER .
0

a) Soit y une solution de (F) qui a une limite finie en 400, donnée sous la forme ci-dessus.
. 2 , .
Comme lim e” = +00, on a nécessairement,
o

T “+00
0= lim ()\+u/ e‘tgdt>:)\+u/ e_tht:)\—i—,u\/;,
0 0

T——400

d’ot y(x) = e’ <_N S e dt + p [ e‘tht) = —pe®” [T e dt.
b) On vérifie immédiatement que e~** = = (—e_t2> pour tout t > 0; commet >z = < 1,
on en tire la majoration

400 1 +o0 / 1
2 2 b2
/x e dtgﬁ/z (—e )dt—2xe )

c) 1l s’ensuit que |y(z)| < |u|5 pour tout > 0, donc 1+1m y(x) = 0. Les solutions de (E)

qui ont une limite finie en +oo sont donc les fonctions de la forme y(z) = pe®” [ e~ dt
avec it € R; de plus, elles tendent toutes vers 0 en +o0.



Exercice 5

1.
2.

On vérifie immédiatement que u(x) = e” est une solution de (F).

De y = ze”, on déduit iy = (z + 2')e” et ¢y’ = (24 22"+ 2”)e”; en injectant dans (£), on en
tire
(1+2)2" +222' =0,

puis, en intégrant —£2% = —2 + 2 on trouve 2/(z) = (1 + z)% "

Si z(x) = P(x)e™?*, alors 2/(x) = (P'(x) — 2P(x))e™%*, donc P'(z) — 2P(z) = (1 + z)?%;
ceci entraine que P est de degré 2 et, en dérivant deux fois 1’égalité précédente, on obtient

P"(x) = —1 pour tout x; en la dérivant une fois, on trouve P'(z) = —x — %, puis
1 3 )
P(z)=—=a?— 2202 .
(1) =37 =57~

. L’équation différentielle (£) étant linéaire du second ordre homogene, I'ensemble de ses

solutions est un R-espace vectoriel de dimension 2. Il s’ensuit que (u, zu) en est une base,
donc la forme générale des solutions de (F) est

e 4 pe (22 + 6z +5), MpcER.



