
IUFM du Limousin 2008-09
PLC1 Mathématiques
S. Vinatier Exercices

TD 8 - Corrigé des exercices 3 à 5

Exercice 3
1. a) Si t 6= ±1, on a (S)⇔


x′(t) = −t

1− t2x(t) + 1
1− t2y(t) + 1

1− t2
y′(t) = 1

1− t2x(t)− t

1− t2y(t) + 1
1− t2

, donc

a(t) = 1
1− t2

(
−t 1
1 −t

)
et b(t) = 1

1− t2

(
1
1

)
.

b) t 7→ a(t) et t 7→ b(t) sont continues sur tout intervalle I inclus dans R \ {−1, 1}, d’où
l’existence de solutions pour (S) sur I ; on a unicité de la solution sur I si on ajoute une
condition initiale (par exemple les valeurs de x et y en 0, si 0 ∈ I).

2. a) On a 1
1− t2 = 1

2
1

1− t + 1
2

1
1 + t

et −t
1− t2 = −1

2
1

1− t + 1
2

1
1 + t

, on en déduit :

M =
∫ t

0

ds

1− s2 = ln
√

1 + t

1− t , L =
∫ t

0

−sds
1− s2 = ln

√
1− t2 et A(t) =

(
L M
M L

)
.

b) On a P 2 =
(

2 0
0 2

)
, donc P−1 = 1

2P ; on en déduit

PAP−1 =
(
L+M 0

0 L−M

)
,

donc λ1(t) = ln
√

1− t2 + ln
√

1+t
1−t et λ2(t) = ln

√
1− t2− ln

√
1+t
1−t . Il s’ensuit que, pour

n ∈ N, on a :

An =
[
P−1

(
λ1 0
0 λ2

)
P

]n
= P−1

(
λ1 0
0 λ2

)n
P = P−1

(
λn1 0
0 λn2

)
P ,

puis

eA(t) =
+∞∑
n=0

1
n!A

n = P−1
[+∞∑
n=0

1
n!

(
λn1 0
0 λn2

)]
P = P−1

(
eλ1 0
0 eλ2

)
P ,

si bien que :
eA(t) = P−1

(1 + t 0
0 1− t

)
P =

(1 t

t 1

)
(ouf !)

c) a(t)eA(t) = 1
1−t2

(
−t 1
1 −t

) (
1 t
t 1

)
=
(

0 1
1 0

)
=
(
eA(t)

)′
.
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d) On a a(t)
(
X1(t) X2(t)

)
=
(
X ′1(t) X ′2(t)

)
d’après ce qui précède ; or on vérifie que :

a(t)
(
X1(t) X2(t)

)
=
(
a(t)X1(t) a(t)X2(t)

)
— c’est un calcul de multiplication par blocs — donc a(t)Xi(t) = X ′i(t) pour i = 1, 2,
c’est-à-direX1 etX2 sont solutions de (S0). De plus, si λ, µ ∈ R sont tels que λX1+µX2 =
0 (la fonction nulle), alors pour tout t ∈ ]− 1, 1[ on a :{

λ+ µt = 0
λt+ µ = 0 ,

d’où λ = µ = 0 ; il s’ensuit que la famille (X1, X2) est libre. Enfin on sait que l’ensemble
des solutions de (S0) est un espace vectoriel de dimension 2, donc (X1, X2) en est une
base.
[En fait, pour tout t0 ∈ I, l’application X 7→ X(t0) est un isomorphisme de l’ensemble
des solutions de (S0) dans R2 ; il suffit donc de vérifier, par exemple, que (X1(0), X2(0))
est libre dans R2 pour montrer que (X1, X2) est une base de l’ensemble des solutions de
(S0).]

3. a) WK =
(
X1 X2

) (
k1
k2

)
=
(
k1X1 + k2X2

)
= (X), aW = a

(
X1 X2

)
=
(
X ′1 X ′2

)
= W ′.

b) On a X ′ = W ′K +WK ′ = aWK +WK ′ = aX +WK ′, d’où X est solution de (S) si et
seulement si WK ′ = b, c’est-à-dire K ′ = W−1b.

c) On a

W−1b = 1
1− t2

(1 t

t 1

)−1 (1
1

)
= 1

(1− t2)2

(1 − t
−t 1

)(1
1

)
= 1

(1− t)(1 + t)2

(1
1

)
,

d’où X est solution de (S) si et seulement si

k′1(t) = k′2(t) = 1
(1− t)(1 + t)2 = 1/4

1− t + 1/4
1 + t

+ 1/2
(1 + t)2 ,

c’est-à-dire si et seulement s’il existe c1, c2 ∈ R tels que

k1(t) = c1 + 1
4 ln 1 + t

1− t −
1/2

1 + t
, k2(t) = c2 + 1

4 ln 1 + t

1− t −
1/2

1 + t
.

Les solutions de (S) définies sur ]− 1, 1[ sont donc les fonctions X de la forme :

X(t) =
(
c1 + 1

4 ln 1 + t

1− t −
1/2

1 + t

)(1
t

)
+
(
c2 + 1

4 ln 1 + t

1− t −
1/2

1 + t

)(
t

1

)
avec c1, c2 ∈ R, autrement dit :

x(t) = c1 + c2t−
1
2 + 1 + t

4 ln 1 + t

1− t ,

y(t) = c1t+ c2 −
1
2 + 1 + t

4 ln 1 + t

1− t .
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Exercice 4
1. Soit y une solution de (E). De y =

+∞∑
n=0

anx
n, on tire xy′ =

+∞∑
n=0

nanx
n et y′′ =

+∞∑
n=0

(n +
1)(n + 2)an+2x

n ; en écrivant que y est solution de (E), on obtient, pour tout n ∈ N,
(n+ 1)(n+ 2)an+2−2nan−2an = 0, ce qui donne bien la relation de récurrence an = 2

n
an−2

pour tout n ≥ 2.
2. Des récurrences immédiates donnent a2p = 1

p!a0 et a2p+1 = 2p
1·3···(2p+1)a1 pour tout p ≥ 0,

d’où le résultat.
3. On a y1(0) = 1, y2(0) = 0, y′1(0) = 0, y′2(0) = 1, donc la famille

((
y1(0)
y′1(0)

)
,
(
y1(0)
y′1(0)

))
est libre

dans R2, ce qui entraîne que (y1, y2) est une base de l’espace vectoriel des solutions de (E).
4. On voit que y1(x) = ex

2 ; comme a2p+3
a2p+1

= 2
2p+3 → 0 quand p→ +∞, le rayon de convergence

de la série qui définit y2 est infini.
5. De y2 = zex

2 , on tire y′2 = (z′ + 2xz)ex2 , y′′2 = (z′′ + 4xz′ + (4x2 + 2)z)ex2 , puis, en écrivant
que y2 est solution de (E), on obtient z′′ + 2xz′ = 0. Il s’ensuit que z′(x) = e−x

2 et, comme
y2(0) = 0,

y2(x) = ex
2
∫ x

0
e−t

2
dt .

D’après la question 3, on en déduit que la forme générale des solutions de (E) est

y(x) = ex
2
(
λ+ µ

∫ x

0
e−t

2
dt
)
, λ, µ ∈ R .

6. a) Soit y une solution de (E) qui a une limite finie en +∞, donnée sous la forme ci-dessus.
Comme lim

+∞
ex

2 = +∞, on a nécessairement

0 = lim
x→+∞

(
λ+ µ

∫ x

0
e−t

2
dt
)

= λ+ µ
∫ +∞

0
e−t

2
dt = λ+ µ

√
π

2 ,

d’où y(x) = ex
2
(
−µ

∫+∞
0 e−t

2
dt+ µ

∫ x
0 e
−t2dt

)
= −µex2 ∫+∞

x e−t
2
dt.

b) On vérifie immédiatement que e−t2 = 1
2t

(
−e−t2

)′
pour tout t > 0 ; comme t ≥ x⇒ 1

t
≤ 1

x
,

on en tire la majoration∫ +∞

x
e−t

2
dt ≤ 1

2x

∫ +∞

x

(
−e−t2

)′
dt = 1

2xe
−x2

.

c) Il s’ensuit que |y(x)| ≤ |µ| 1
2x pour tout x > 0, donc lim

+∞
y(x) = 0. Les solutions de (E)

qui ont une limite finie en +∞ sont donc les fonctions de la forme y(x) = µex
2 ∫+∞

x e−t
2
dt

avec µ ∈ R ; de plus, elles tendent toutes vers 0 en +∞.
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Exercice 5
1. On vérifie immédiatement que u(x) = ex est une solution de (E).
2. De y = zex, on déduit y′ = (z + z′)ex et y′′ = (z + 2z′+ z′′)ex ; en injectant dans (E), on en

tire
(1 + x)z′′ + 2xz′ = 0 ,

puis, en intégrant − 2x
1+x = −2 + 2

1+x , on trouve z′(x) = (1 + x)2e−2x.
3. Si z(x) = P (x)e−2x, alors z′(x) = (P ′(x) − 2P (x))e−2x, donc P ′(x) − 2P (x) = (1 + x)2 ;

ceci entraîne que P est de degré 2 et, en dérivant deux fois l’égalité précédente, on obtient
P ′′(x) = −1 pour tout x ; en la dérivant une fois, on trouve P ′(x) = −x− 3

2 , puis

P (x) = −1
2x

2 − 3
2x−

5
4 .

4. L’équation différentielle (E) étant linéaire du second ordre homogène, l’ensemble de ses
solutions est un R-espace vectoriel de dimension 2. Il s’ensuit que (u, zu) en est une base,
donc la forme générale des solutions de (E) est

λex + µe−x(2x2 + 6x+ 5) , λ, µ ∈ R .
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