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Définition et exemples

Soit /N une extension finie galoisienne de QQ de
groupe de Galois G.

Définition 1

N/Q est fatblement ramifiée si, pour tout pre-

mier o de N, le second groupe de ramification

Ga(p) est trivial.

Go(p) > Gi(p) > Gap) > . ..

est la suite des groupes de ramification en g :

Gi(p) = {g € G(p), Yz € Op, g(z) =z (p"t1)}

Exemples :
e les extensions modérées

e le compositum Q/—3) par Q(v/2)

e les extensions cycliques de Q de degré pre-

mier impair.




Construction d’extensions galoisiennes
de groupe Cox (3.

On choisit o = (¢t + j)%(t + j?). D’apres des
résultats d’Eichenlaub (thése, 1996), pour toutes
les valeurs de ¢ sauf un nombre fini :

o K(y/a)/Q est galoisienne de groupe :
g ~ 09 X C@

e G contient un unique 2-Sylow H (d’ordre 2).
On pose :

D = K(Ja)"




Proposition 1
Pour toutes les valeurs de t sauf un nombre fini,
D/Q est galoisienne de groupe de Galois

GECgX] Cg

On détermine une équation paramétrée de D sur
Q.Onposev=1t>—t+1:

Pi(z) = 29 — Qua” + 2Tv%2® — 300323 + Jvta—
(2t — 1)(¢% — 3t> — 12t* + 29¢% — 32 — 12t + 1)v

Théoreme 1

Pour toutes les valeurs de t congrues a 5 modulo
9, le corps de décomposition D du polynome P,
est faiblement ramifié sur Q.

On suppose désormais que t est congru a 5
modulo 9 et on écrit :

t =954+ 9%




Comportement de o dans K(¥/a)/K.

On note @ l'idéal premier de K au-dessus de 3.

On remplace « par :

(t+5)°(t +5°)
(1—7)°
de sorte que a ¢ p. On dispose alors du critere
de Hecke :

O =

Proposition 2

Pour & € K, on considere les congruences :

(i) a =& mod p” et (i) a=¢° mod p'!

Alors, dans K(/a)/K :
o o est ramifié si (i) n’a pas de solution

o o est inerte si (1) a des solutions et si (i7)

n’en a pas

o o est décomposé si (i1) a des solutions




Lemme 1

)
9 s2 u=0 ou2 mod3

Vol —1)=4¢ 15 si u=1 ou7 mod9
18 st uw=4 mod9

\

Corollaire 1
Siu = 1mod 3, p se décompose dans K(J/a)/ K.

Proposition 3
Siu = 0ou 2mod 3, p est inerte dans K(/a)/K.




Comportement de o dans K(Ja)/K.

On utilise des résultats de Greither (Manuscripta
Math., 1989). Soit k un corps local de caractéristique
0 et caractéristique résiduelle p, d’anneau d’en-
tiers R contenant une racine primitive p"-ieme
de I'unité . Il décrit ’ensemble :

E,(R) ={x € R, k("/7)/k est non ramifiée}

On note 7 =1—( et

1

Un 4+ = {x € R*, z—1 est divisible par p"n?" }

Théoreme 2 (Greither)
Un+ C E,(R).

Application: p=3,n=2,( = (g et k = Q3({o)-
Corollaire 2

Siu = 1 mod 3, alors K(Ya)/K est non ra-

mifiée en .
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On pose D,,(R) = E,(R)/U, + et (i =P .

Théoreme 3 (Greither)
Il existe des polynomes explicites f; € Z[(yi][X]
(2 < i < n), définis modulo p™(1—(,), tels que :

D,(R) = {r" Ty fi(r)”" mod* U, .
reR* 1€ R}

On revient a p =3, n =2, ( = (9 et k = Q3(().

f(X)=1+971(1+7/2) X+
(97 (1 + 7/2) + 373 (1 + 73 /8)) X3 mod p*°

Proposition 4

St u est congru a 0 ou 2 modulo 3, o n’appar-
tient pas a Fo(Z3|C9]), c’est-a-dire [’extension
K(Ja)/K est ramifiée en p.




Récapitulataf.

Soient e, f et g les indices de ramification, d’iner-
tie et de décomposition de p dans K(y/a)/K.

On a montré :
e siu =1 mod 3, alors e = 1 et soit g = 9,
soit f =g = 3.
esiu=0o0u22mod3,e=f=3et g=1.

Remarque : f et g sont aussi les indices d’iner-
tie et de décomposition de 3 dans D/Q.




Calculs de discriminants.

Lemme 2

2v3(dp) + fg =81 + v3(Ng/o(dk(ya)/x))

Soit s la valuation de la différente Dp en les
idéaux premiers de D au-dessus de 3. Alors :

81+ v3(Nk/o(dx(ya) k)

2s +1 =
19

Corollaire 3

Si K(J/a)/K est non ramifiée en g, alors D/Q
est faiblement ramifiée.

en utilisant la formule de Hilbert :

s=>» |G| -1

i>0




Fin de la preuve.

On suppose que K(Ja)/K est ramifiée en g,
alors f =3, g=1et

e(K(Va)/K({a),3) =3
Soit ¢ I'idéal premier de K (/) au-dessus de 3.
On note v = /a.

Lemme 3

Ok (ya)ly] nest pas un ordre q-mazimal

On en déduit :

ve(die( ymy e va)) < vq(disc(1,7,7%)) = 18

Corollaire 4
Si K(y/a)/K est ramifiée en , alors D/Q est

farblement ramifiée.




Racine carrée de la Codifférente.

N/Q extension finie galoisienne de groupe G, de

degré impair.

vp(DN) = Z Gi(p)| — 1

i>0

On définit Ay, l'idéal racine carrée de la

codifférente par la relation :

A2 _ D;fl

C’est un idéal fractionnaire stable sous 'action
de G — Z|G]-module

Théoreme 4 (Erez Math. 7. (1991))
An est un Z|G|-module localement libre <
N/Q est faiblement ramifiée.




Le réseau associé a Ay .

N/Q faiblement ramifiée de degré impair. On

munit N de la forme trace :

Tr : (z,y) € N° = Tryp(zy) €Q

Le dual d’un idéal I de NN est I_ng,l.

Apn est auto-dual pour l'action de Tr

— réseau entier unimodulaire (Apy, Tr).

On munit Z|[G] de la forme quadratique ¢ pour
laquelle les éléments de GG forment une base or-
thonormale

— réseau entier unimodulaire (Z|G], q).

Ces deux réseaux sont-ils G-isométriques ?




Résultats théoriques.

Si N/Q est abélienne (krez 1987) :
o (Apn,Tr) est isométrique a (Z[G], q).

Si N/Q est modérée :
e Ay est un Z|G]|-module libre (£res 1991)

e (Apn,Tr) stablement isométrique a (Z|G|, q)

(Erez-Taylor 1992)

Si N/Q est faiblement ramifiée :

e A est libre sur tout ordre maximal de Q[G]

contenant Z|G] (Eres 1991)

e si les groupes de décomposition aux places

sauvages sont abéliens, Ay est un Z|G]-module
libre.

° (.AN,TI‘)... ?




Calculs sur les exemples.

Proposition 5
Pour t € {5,14,23,41}, D/Q est une exten-

sion galoisienne faiblement ramifiée avec G ~

CQXI Cg.

(i) Pourt € {14,41}, (Ap, Tr) est isométrique
a (Z|Gl, q).

(i1) Pour t € {5,23}, (Ap,Tr) est un réseau

unimodulaire de rang 27 de minimum 3

bien détermané.

Remarque :
(i) correspond a w congru a 1 modulo 3 : le
groupe de décomposition en 3 est d’ordre 3 ou 9
donc abélien.
(ii) correspond a u congru a 0 et 2 modulo 3 : le

groupe de décomposition en 3 est égal a G.




Plus d’exemples.

On considere le polynéme paramétré QQ;(X) :

X933 X7T—2133(t—1)v X6 +2°3%wv X°4+2%3%(6t—13)wv X
—2433 (175t —495t+1629)wv X>—2°3°(33t—103)w?v X2

+263° (712 4+54t+51)w?v X —2733 (3t3+73t% —75t4+1791)wv

oll v=12¢%>—30t+109 et w=t>—3¢+9.

On note D le corps de décomposition de (J; pour

une valeur entiere de t.

Proposition 6 (Eichenlaub)

Pour presque tout t, D/Q est une extension ga-

loisienne de groupe de Galois G isomorphe a

CQXI Cg.




Proposition 7
Pour toutes les valeurs de t considérées, D/Q est

une extension galoisienne fatblement ramaifiée

avec G >~ Cox (C5.

(i) pour t € {12,21,30}, D/Q est modérée et
(Ap,Tr) est isométrique a (Z[G],q).

(ii) pour t = 24, le groupe de décomposition en
3 est abélien et (Ap,Tr) est isométrique a

(Z|G], q).
(ii1) pourt € {9,18,27}, le groupe de décompositio

en 3 est non abélien et (Ap, Tr) est un réseau

de minimum 3.

(iv) pourt € {15,33}, le groupe de décomposition
en 3 est abélien et (Ap,Tr) est un réseau de

manimum 2.

Remarque : dans tous les cas considérés, cer-
tains vecteurs de norme 3 ou 5 du réseau (Ap, Tr)

engendrent des bases normales de Ap.
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