Project Calculabilité, Complexité et évaluation de
performances

1 Partie commune : multiplication d’entiers multiprécision
positifs

L’objectif de cette partie est de proposer un algorithme de multiplication des entiers de tailles
n m
arbitraires. On considére deux entiers N = " a; 2" et M = Y b; 2’ représentés en base 2 (ici n =

[loga(N)] et m = [loga(M)]). =0 =0
Ici, par abus de notation les entiers N et M sont confondus avec leurs représentations sous
forme de liste de bits (leur représentation en base 2), i.e. N =]ay, ..., an| et M =[bg, ..., by].
Attention ! Ici les développements binaires des entiers sont écrits de gauche a
droite (le bit de poid faible est & gauche) contrairement i la convention dans les
machines ou les bits de poid faible sont a droite. Donc pour ceux qui auront a pro-
grammer, il faudra faire attention.

1.1 Addition binaire

Pour additionner deux entiers représentés sous forme de liste de bits d’entiers on considére
lalgoithme suivant (ot V est le ou exclusif et A le et logique) :

Algorithme [Addition]

e Entrées : N =|ao,...,a,) et M =[bg, ..., by
e retenue «+ 0;
e Sin>m alors (1)

— resultat < [ag, ..., an, 0];
— Pour i allant de 0 jusqu’a m faire

— Si retenue =0 alors (2)
ri<—1; Vb
retenue «— a; A b;;

— Sinon

e Sia;Vb,=1 alors (3)
r; <« 0;
retenue «— 1;
e Sinon
i< 1;
retenue < a; A b;;

fin du Si (3)
fin du Si (2)

fin du Pour

— Pour i allant de m + 1 jusqu’a n faire
r; < 1; V retenue;
retenue <+ a; A retenue;

fin du Pour

— T'n41 < retenue;

— Retourner resultat;

e Sinon
Retourner Addition(M,N);
fin du Si (1)



2 SECTION 2

fin de l’algorithme.

1. Montrer que cet algorithme calcule bien la somme des deux entiers exprimée en base 2.
2. Montrer que si n=m, alors la taille de N + M est bornée par n+ 1.

3. Montrer que cet algorithme fait un nombre d’opérations (A, V, comparaison, ...) propor-
tionnel au nombre d’opérations effectuées par une machine de Turing binaire réalisant le
méme algorithme, i.e. le nombre d’opérations utilisées est dans O(max (n,m)).

1.2 La soustraction

Méme question que ci-dessus mais avec la soustraction et avec les hypothéses qu’on ne calcul
N —M quesi N> M.

1.3 Le shift ou la multiplication par une puissance de 2

On commence par considérer un cas plus simple, le cas ot M = [0, 1] =2. Dans ce cas on a qu’a
rajouter un 0 au début de la liste des bits de N. Ecrire une fonction MultiplyBy2(N, ¢) qui
prend deux entiers N et i et qui calcul 28 % V.

1.4 La multiplication naive
m
1. Montrer que N * M = 3" (b; % (21% N)).
i=0
2. En déduire un algorithme (que vous décrirez) permettant de calculer le produit de deux

entiers.

3. Montrer que vous pouvez obtenir un algorithme utilisant un nombre d’opérations en

O(n*m).

1.5 Multiplication d’entiers & la Karatsuba

On suppose maintenant que n =m = 2¥ avec k =2 [ (quitte & compléter la liste des bits par des
zéros pour se ramener a cette situation) et on note N = Ny + Ny * 2l et M = My+ My« 2L On
note M(n) le cotit du produit de deux entiers de taille n et on suppose que M (2% n) > 2% M(n)
pour tout n € N (c’est le cas pour I'algorithme de la section précédente).

1. Montrer que la taille du résultat est inférieur ou égale & 2 *n.

2. On considére l'algorithme qui consiste a calculer NgMy = A puis N{M; = B et C =
NOM1 + NlMQ et enﬁn A + C * 2l + Bx 22l.

3. Montrer que si U = Ng* Mo, V = Ny« My et W = (Ng+ N1) * (Mo + M) alors N « M =
U+ (W —U—-V)*2 4V %22

4. Montrer que la premiére méthode conduit & un algorithme dont le cotit est en O(n?).

5. Montrer que la deuxiéme améliore la situation.

2 Partie pour les informaticiens : vérifions expérimentale-
ment tout ca

Choisissez votre langage préférer parmis C, C++, JAVA car il s’agit maintenant de pro-
grammer tous les algorithmes précédent avec des structures de données adaptées. Je propose
d’utiliser un entier machine (32 bits a priori) comme un flot de 32 bits et on traite tout entier
comme une liste de paquets de 32 bits. Par exemple 233 — 1 tient sur deux entiers :

|11111111111111111111111111111111‘‘1OOOOOOOOO0000000000000000000000|
7777777 Yy ———M—mM8M —— — — - JV—



PARTIE POUR LES MATHEMATICIENS : PRODUIT DE MATRICES D’ENTIERS POSITIFS 3

En C++ en utilisant la st1 on peu faire un un objet contenant un champs list<unsigned int>
par exemple et implanter les les méthodes de récupération d’un bit ...

Implanter ’addition, la soustraction et la multiplication par les deux méthodes précédentes.
Comparer les deux produits en regardant les courbes expérimentales de temps de calcul des
deux algorihmes. Expliquer la démarche expérimentale que vous choisissez et en quoi vos expé-
riences infirme ou confirme la théorie. Vous m’enverrez le code par email, pas de listing dans le
rapport s’il-vous-plait.

3 Partie pour les mathématiciens : produit de matrices
d’entiers positifs

On suppose que la multiplication de deux entiers de taille 7 se fait en M(7) opérations. On
considére deux matrices M et N carrées de taille n et dont toutes les entrées sont de taille 7.

1. En utilisant la formule du produit naif de matrices (celui que vous connaissez) donner
une borne sur la le nombre produit nécessaire pour le calcul d’une entrée de M x N et sur
la taille des entrées du produit M * N (on estime ici que les addition en cotite rien com-
parées aux multiplications).

2. On suppose que n=2x%[ et on écrit :

N11 N12 Mll M12
N = ’ ’ et M = ’ .
< Na 1 Nao ) < Ms 1 Moo )

Ici N; ; et M; ; sont carrées de taille [. Combien d’opérations effectuerait un algorithme
qui calculerait N % M en utilisant la formule suivante :

Mi1*Ni1+My2xNoq My1*Nio+ Mio*xNao
Mo 1% Ni1+MaoxNio Ma1x My o+ MaoaxNog )

3. Avec les mémes notations que la question précédente, on définit les matrices suivantes :
S1=DMs 1+ My 2 So=S51— M ;
S3=Mi,1— My 1; Sa= My 3— So;
Ss=N1,2— Ni,1; S¢=Na,2— Ss;
S7=Ng 22— Ny Ss=56— Noji;

Puis :
Py =55%86; Po=My,1% Ny 1;
Py =M 9% No 1; Py=S3% 57
Ps=51%S5; Ps=S4% N3 2;
P =My 9% Sg;
et enfin :

Sog=P3+ Ps; S19=P1+ Py;
S11==510+ Pys; Si2=>510+ Fs;
S13 =512+ Ps; S14= 511 — Pr;

S15 =511+ Ps.

_ ([ So Si3
Montrer que M * N—( S, S15 )

4. Pour les trés courageux : cet algorithme améliore-t-il les précédents ?



