Statistiques - Ajustement de courbes

1 Rappels de Statistiques

1.1 Moyenne, variance, écart-type

Soit une série statistique : x1, g, - - -, (n valeurs)

Moyenne

Nombre de degrés de liberté (ddl)

ddl = nombre total de valeurs - nombre de valeurs estimées

Pour la somme précédente, on a estimé la moyenne, donc ddl = n - 1

Variance (estimée)

Ecart-type



FIGURE 1 — Histogramme et densité de probabilité
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1.2 Histogramme

Si 'on dispose d’un grand nombre de valeurs on peut les regrouper en
classes.

Pour chaque classe |z;, x;11], on définit :

— Deffectif n; (nombre de valeurs dans la classe)
— l'amplitude a; = ;41 — z;

— la fréquence f; = n;/N (N = effectif total)

— la densité de fréquence d; = f;/a;

L’histogramme peut étre tracé en portant la densité de fréquence en fonc-
tion des limites de classes (Fig. 1). Dans ces conditions :
— la surface de chaque barre est proportionnelle a la fréquence
— l'unité des ordonnées est l'inverse de celle des abscisses
— I’histogramme peut étre approché par une courbe continue (densité de
probabilité)



1.3 Lois de probabilités
1.3.1 Loi normale (courbe de Gauss)

Caractérisée par sa moyenne p et son écart-type o : N'(u, o).

La densité de probabilité est donnée par :

1 1 (w — u) 2
T) = ——=—¢€xp|—=
fz) = —=exp [ 5\
La probabilité pour que la variable x soit comprise entre deux valeurs a
et b est donnée par l'intégrale (aire sous la courbe) :

Prob(a <z <b) = /bf(x)dx

a

Exemples :
Prob(p —20 <z < pu+20)~0,95

Prob(p — 30 <z < p+30) =~ 0,99
La probabilité totale est égale a 1 :

Prob(—oco <z < +00) =1

Cas particulier : loi normale réduite : N'(0,1) (Fig. 1)

1.3.2 Loi de Student
Dépend du nombre de degrés de liberté (ddl)

La courbe ressemble a celle de la loi normale mais d’autant plus élargie
que le ddl est faible (Fig. 2)

Pour ddl > 30 on retrouve pratiquement la loi normale réduite.

1.3.3 Loi de Fisher-Snedecor
Correspond & la distribution d’un rapport de variances.
Caractérisée par deux ddl

La courbe est bornée a 0 et n’est pas symétrique (Fig. 3)



FIGURE 2 — Loi de Student : ddl = 30 (trait plein), 5 (tirets), 2 (pointillés)
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FIGURE 3 — Loi de Fisher-Snedecor : ddl; = 10, ddly = 5
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2 Reégression linéaire

2.1 Ajustement d’une droite

Le probléeme consiste & déterminer I’équation de la droite qui passe le plus
pres possible d’un ensemble de points.

Le modéle est défini par ’équation :

y = Bo+ Pix

— 1z est la variable indépendante (ou « explicative »), supposée connue
sans erreur

— y est la variable dépendante (ou « expliquée »), entachée d’une erreur
de mesure o

— [p et [ sont les parameétres du modéle (valeurs théoriques)

Supposons que les n points (z1,y1), (T2, y2), - (Tn,y,) soient parfaite-
ment alignés (Fig. 1A), de sorte que chacun d’eux vérifie 'équation de la
droite :

vy = Bo+ Bz
Yy = Bo+ Bixs
Yn - ﬁO + ﬂlxn

ou, sous forme matricielle :

y =Xp
avec :
Y1 1
y: yQ X: 1 .TQ /8: ﬁo
Un 1 =z,



FIGURE 4 — Régression linéaire
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(A) : Droite théorique (B) : Droite estimée
y=PBo+/r=1+2z G=by+bxr=12+109z

En général, les points ne sont pas parfaitement alignés (Fig. 1B), de sorte
que :

yi = Bo+ Bz +ea
Yo = o+ P+ e
Yn = BO + len + €n

Il y a n équations et (n+2) inconnues (fy, By et les n écarts ¢;) : le systéme
est donc indéterminé.

On va estimer le vecteur 8 par un vecteur b. On aura donc une droite
estimée :
Q = bo + blx

Les ¢; définissent un vecteur de résidus :

€1
€2



On calcule b pour que || € || soit minimal (critére des moindres carrés).

n n
lelP=e+e&+ - +e=3 =3 (-0 =55
i=1 i=1
ou S, est la somme des carrés des écarts résiduelle.

On montre que b est solution du systéme :
Ab=c

avec :
A=X"X c¢=X"y
soit :

b= (X'X)'(Xy)

2.2 Analyse de la variance
L’équation suivante est vérifiée :

S5y =SS, + 58S,

avec

n n n

S8 =>(yi—9)? SSe=>(0—-9° SS=>(vi—

i=1 =1 i=1

— ¢y est la moyenne des valeurs de y :

— S5, est la somme des carrés des écarts totale ; elle posséde (n—1) degrés

de liberté

— 58, est la somme des carrés des écarts expliquée ; elle possede 1 degré

de liberté.

— 5SS, est la somme des carrés des écarts résiduelle ; elle possede (n — 2)

degrés de liberté

Notons que les degrés de liberté (d.d.l.) s’additionnent, tout comme les

sommes de carrés d’écarts :

m—1)=14+(n—-2)



Les varitances s’obtiennent en divisant chaque somme de carrés d’écarts
par le nombre de d.d.l. correspondants :

AL B VS S VA L

Ce sont respectivement les variances totale, expliquée, et résiduelle. (Ces
variances ne s’additionnent pas!)

On en déduit les quantités suivantes :
— le coefficient de détermination 1?2

,  SS.
~ 55,

r? représente le pourcentage des variations de y qui est « expliqué »
par la variable indépendante. Il est toujours compris entre 0 et 1. Une
valeur de 1 indiquerait un ajustement parfait.

— le coefficient de corrélation r
C’est la racine carrée du coefficient de détermination, affecté du signe
de la pente b;. Il est toujours compris entre -1 et 1.

— 1" écart-type résiduel s,
C’est la racine carrée de la variance résiduelle (s, = /V;). Cest une
estimation de 'erreur faite sur la mesure de la variable dépendante y.
Une valeur de 0 indiquerait un ajustement parfait.

— le rapport de variance F
C’est le rapport de la variance expliquée a la variance résiduelle (F' =
V./V,). 1l serait infini dans le cas d’un ajustement parfait.

r

2.3 Précision des paramétres

La matrice :

V=V, - A=V, . (X'X)™!

est appelée matrice de variance-covariance des parameétres. C’est une
matrice symétrique dont la structure est la suivante :

vV — [ Var(by)  Cov(by, by) ]

Cov(bg,b1)  Var(b)

Les termes diagonaux sont les variances des paramétres, a partir des-
quelles on calcule les écart-types :

so = 1/ Var(by) s1 =4/ Var(by)



Le terme non-diagonal est la covariance des deux paramétres, d’ott l'on
tire le coefficient de corrélation rg; :

2.3.1 Présentation des résultats

Les résultats sont habituellement présentés sous la forme :

Yy = (bo + 80> + (bl + 81)1'

Les écart-types sont donnés avec 1 ou 2 chiffres significatifs. Chaque pa-
rametre est donné avec autant de décimales que son écart-type.

Rappel : les chiffres significatifs sont comptés & partir du premier chiffre
non nul. (Ex. : 1,234 4+ 0,012 ou 1,23 + 0,01)

2.4 Interprétation probabiliste

On suppose que les résidus €; = (y; — ;) sont identiquement et indépen-
demment distribués selon une distribution normale de moyenne 0 et d’écart-
type o (estimé par s,.).

On montre alors que les paramétres (by, by) sont distribués selon une loi

de Student & (n —2) d.d.L

On peut dés lors calculer un intervalle de confiance pour chaque para-
metre, par exemple :

[bo —tiap S0 5, bo+ti_as-So

oll t1_q/2 est la valeur de la variable de Student correspondant a la probabilité
choisie (habituellement o = 0,05). Cet intervalle a une probabilité (1 — «)
de contenir la valeur théorique (.

On peut aussi calculer une valeur « critique » Fj_, a partir de la dis-
tribution de Fisher-Snedecor a 1 et (n — 2) d.d.l. L’ajustement peut étre
considéré comme satisfaisant si le rapport de variance F' excéde 4 fois cette
valeur critique.

2
Note : pour une droite de régression, F|_, = (tka/z)



2.5 Tests d’hypothéses

— On pose une hypothése nulle (Hy) concernant la droite théorique
— On calcule, sous Hy, la probabilité o d’obtenir les paramétres observés
— Si cette probabilité est suffisamment faible, on rejette Hy au rique «

2.5.1 Test de 'ordonnée a l’origine
Hy : Bop = 0 (la droite théorique passe par l'origine)

Sous Hy, la variable :

b bo—=Bo _ b
0 S0 50

suit une loi de Student a (n — 2) d.d.L.
On calcule, sous Hy, a = Prob(] T |> bf), T étant la variable de Student.

2.5.2 Test de la pente

Hy : p; = 0 (la droite théorique est horizontale : y ne dépend pas de x)

Sous Hy, la variable :

b*:bl_ﬂl :ﬁ
L S1 S1

suit une loi de Student & (n —2) d.d.L
On calcule, sous Hy, a = Prob(| T |> by), T étant la variable de Student.

2.5.3 Test de F
Hy: Vo=V, — F=1
Sous Hy, F' suit une loi de Fisher-Snedecor a 1 et (n — 2) d.d.1.
On calcule, sous Hy, oo = Prob(F > F)

3 Reégression multilinéaire

3.1 Equations normales

Le modele de régression est :
y = Bo+ B1x1 + Paxa + -

10



ou les z; sont m variables (en principe indépendantes).

La méthode des équations normales est encore valable avec :

1z x2 - Ty Y1 bo
X — 1 xo1 xoe -+ oy y = Y2 b — by
1 Tpl Tp2 - Tnm Un bm

b= (X"X)"(X"y)

Il y ap=m-+ 1 paramétres. Le nombre d’observations n doit étre > p.

Cas particulier : Les z; peuvent étre des fonctions d'une autre variable
x, pour autant que ces fonctions ne contiennent pas de paramétres.

Exemples :
— Polynéme : y = By + f1x + Box?® + - -
— Série de Fourier : y = By + fysinx + [y sin2x + - - -

3.2 Analyse de la variance

L’équation SS; = SS. + S5, peut étre appliquée avec les modifications

suivantes :
— la somme des carrés des écarts expliquée S S, a (p—1) degrés de liberté.
— la somme des carrés des écarts résiduelle SS,. a (n—p) degrés de liberté.
Notons que les degrés de liberté s’ajoutent encore :

(n=1)=(p-1)+(n-p)

Les variances expliquée et résiduelle deviennent :

V= SS, V= SS,
p—1 n-—p

Les quantités r2, s,, F s’en déduisent comme dans le chapitre précédent,
sauf qu’ici le coefficient de corrélation r est toujours positif.

En régression multilinéaire, I'utilisation de r? peut étre trompeuse car il
est toujours possible d’en augmenter artificiellement la valeur en ajoutant des
variables ou en utilisant un polynéme de plus haut degré. Pour surmonter ce
probléme, on a défini le coefficient de détermination ajusté :

n—1

2:1_ 1_ 2
Be1-0-mis
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3.3 Précision des paramétres

La matrice de variance-covariance V = V,A~! (avec A = XTX) est une
matrice symétrique p x p telle que :

— le terme diagonal V}; est la variance du parameétre b;

— le terme non-diagonal Vj; est la covariance des parametres b; et b;

Le coefficient de corrélation des parameétres b; et b; se calcule par :

‘/;.
Ty = 7\/?‘/}]

3.4 Interprétation probabiliste

Si I'on suppose que les résidus sont identiquement et indépendamment
distribués selon une distribution normale, les paramétres de la régression
suivent une distribution de Student & (n—p) d.d.1. Les intervalles de confiance
et les tests d’hypothéses s’en déduisent comme pour la régression linéaire.

La valeur « critique » F}_, se déduit de la distribution de Fisher-Snedecor

2
a(p—1)et (n—p)d.dl Cependant, la relation F;_, = (tl,a/g) n’est plus
vérifiée si p > 2.

4 Reégression non linéaire

4.1 Introduction

On considére ici des modeéles qui sont non linéaires par rapport auzx pa-
rameétres. Par exemple, le modeéle exponentiel y = ae™" est non-linéaire par
rapport au parameétre b.

4.2 Linéarisation

Une transformation de variable permet souvent de linéariser le modéle.
Par exemple, pour le modéle exponentiel :

Iny =Ina— bx

On peut dés lors appliquer la régression linéaire avec comme parameétres
Ina et b.

Mais cette transformation modifie 1’écart-type de la variable indépen-

dante :

d
o(lny) ~dlny = yy 2 o(y)

Y
12



L’utilisation de la régression linéaire n’est donc justifiée en toute rigueur
que si Iécart-type de la variable transformée est constant. Dans I’exemple
choisi, cela suppose que o(Iny) est constant, donc que o(y) est proportionnel
ay.

Dans le cas contraire, les paramétres déterminés par linéarisation ne

peuvent étre considérés que comme des estimations préliminaires qu’il convient
d’affiner par approximations successives.

4.3 Affinement des paramétres

Dans le cas général, le modéle de régression est de la forme :

y=flz;a,b--)
ou f est une fonction non linéaire des paramétres a,b- - -

Supposons que I'on ait une premiére estimation (a”,8° - - -) des paramétres,
obtenue par exemple par linéarisation. Ecrivons le développement limité de
y au voisinage de cette estimation :

y=y" +y,(a—a’)+y,- (b—0")+--

ou :
Yy = f(z;a%,0°--)

/_g 0 10
ya_aa(xaavb )
/ af . ,0 10
Yp ‘gg(w,a 07 )

L’équation peut se mettre sous la forme :
y—y =y, (a—a’) +yp- (b= +--

qui correspond au probléme de régression multilinéaire :

z=J-0
avec :
_ 20 / /
3/1_3/%) y(/zl yi)l a— a®
7 — Y2 Y J= Ya2  Yv2 § = bh— bO
Yn — Y Yon  Yon

13



ot J est la matrice Jacobienne, telle que 3, = 0f (z;;a°,0°---)/da ete.

L’application des formules de la régression linéaire conduit a :
§= T 1JI2) (2)

Connaissant le vecteur des corrections 0, il est possible de calculer de
nouvelles estimations a, b- - - des paramétres. Le processus est répété jusqu’a
convergence des estimations.

La méthode ainsi décrite est connue sous le nom de méthode de Gauss-
Newton.

4.4 Analyse de la variance

La variance résiduelle est :

SS,
n-—p

‘/7’:

ou p désigne le nombre de paramétres du modéle.

L’équation d’analyse de la variance n’est pas vérifiée pour les modéles non
linéaires :

SSy # 89S + 5SS,

Il est toujours possible de calculer r? et F, ainsi que les intervalles de

confiance des parameétres, mais leur interprétation est plus délicate. En par-
ticulier, % peut étre > 1! Par ailleurs, la distribution des paramétres ne suit
qu’approximativement la loi de Student.
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