Faculté des Sciences et Techniques de Limoges Année 2008-2009

Master ACSYON, Polynomes trigonométriques

On rappelle qu’un polyndéme trigonométrique est une expression de la forme :

k=n
Py(t)=>_em

k=—n
C’est en effet un polynome des fonctions t — e et t — e~ .

Le but de cet exercice est de montrer que toute fonction continue périodique
est limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques.

1. Définissons pour tout entier € N la fonction ,, en posant :

cos®™(

J. OQF cos?(

)

on(t) =27 it

N+ Do)+

Montrer que

(@) ¢n = 0;
1 27
b) — 2(0)dt = 1;
(b) 277/0 ©n(t)
2m—a
(¢) lim ©n(t)dt = 0 pour tout @ €)0, 7.

«

(a) et (b) sont évident. Reste a prouver (c).

2
. o v t
On remarque que le dénominateur est minoré par / COSQn(E)dt. Comme cost > 1 —
0

t? : o 2 .
E,le dénominateur est minoré par — (1 — —)". Pour ¢ € [«, 27 — a, le numérateur est

vn 2n
cos®(a/2)

lui majoré par cos®(ar/2). Par suite, ¢, (t) < 27Tl(1 — Dy Il en résulte que
vn 2n

pour tout « €10, 7].

Pour toute fonction f continue périodique de période 27 on pose :

Frnla) = o / " Fo = Dgn(t)dt.



. Monter que la suite (f * ¢, )nen converge uniformément vers f.

f étant uniformément continue, pour tout £ > 0 on peut trouver o > 0, indépendant de x
tel que pour tout |t| < « on ait |f(z) — f(x — t)| < . Comme

1

fla) = T ru(o) = 5 [ (@) = flo = )enltrer

il vient
|f(x) = f % on(2)]

<

BN 1F(z) — fz = t)]en(t)dt + o |f(z) = [z —t)|pn(t)dt
2m (/027r /a )
tor ([ 1) - e = 0lent)) ar

mT—Q

On voit que

/004 |f(x) — flx —t)|pn(t)dt < e/oa on(t)dt < 6/0 ﬂgon(t)dt =e.

De maniere analogue,

[ 156 - o= dlenttyin <

T—Q
On remarque aussi que

2r—a

t/Fﬂﬂ@—f@—ﬂWAwﬁéwﬂm/ oult)dt
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et par suite, d’apres (c) de la question précedente, pour n suffisamment grand
2m—a
/ 1f(z) — f(z — t)|en(t)dt < e.

En conclusion, pour n suffisamment grand et pour tout = € [0, 27] on a
[f(z) = fxenl(a)] <3e.

Par suite, || f — f * ¥n||co < € et le résultat.

. En déduire que la suite (f * ¢, )nen converge vers f dans L2,

Comme on a toujours que

2 21
ﬂNﬁSW&/ at = 2xl|fI1%.
0

0

on en déduit que la convergence uniforme implique la convergence dans L?.
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4. Monter que f x @, est un polyndme trigonométrique.

k=n
Chaque ¢,, est un polyndme trigonométrique. c’est-a-dire o, (¢ Z e’ Par suite,
k=—n

Fron(@) = o x flx) = — / Z e =0d Z / Je~ M.

k=—n

frala) = 3 (% / 1) _““tdt)

k=—n

Il en résulte que

5. Conclure que toute fonction continue périodique est limite uniforme d’une suite de polyndmes
trigonométriques.

Immédiat.



