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Master ACSYON, Polynômes trigonométriques

On rappelle qu’un polynôme trigonométrique est une expression de la forme :

Pn(t) =
k=n∑
k=−n

eint.

C’est en effet un polynôme des fonctions t→ eit et t→ e−it.

Le but de cet exercice est de montrer que toute fonction continue périodique
est limite uniforme d’une suite de polynômes trigonométriques.

1. Définissons pour tout entier ∈ N la fonction ϕn en posant :

ϕn(t) = 2π
cos2n( t

2
)∫ 2π

0
cos2n( t

2
)dt

.

Montrer que

(a) ϕn ≥ 0;

(b)
1

2π

∫ 2π

0

ϕn(t)dt = 1;

(c) lim
n→∞

∫ 2π−α

α

ϕn(t)dt = 0 pour tout α ∈]0, π].

(a) et (b) sont évident. Reste à prouver (c).

On remarque que le dénominateur est minoré par
∫ 2√

n

0

cos2n(
t

2
)dt. Comme cos t ≥ 1 −

t2

2
,le dénominateur est minoré par

2√
n

(1− 1

2n
)n. Pour t ∈ [α, 2π−α], le numérateur est

lui majoré par cos2n(α/2). Par suite, ϕn(t) ≤ 2π
cos2n(α/2)
2√
n
(1− 1

2n
)n
. Il en résulte que

lim
n→∞

∫ 2π−α

α

ϕn(t)dt = 0

pour tout α ∈]0, π].

Pour toute fonction f continue périodique de période 2π on pose :

f ? ϕn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)ϕn(t)dt.
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2. Monter que la suite (f ? ϕn)n∈N converge uniformément vers f .

f étant uniformément continue, pour tout ε > 0 on peut trouver α > 0, indépendant de x
tel que pour tout |t| < α on ait |f(x)− f(x− t)| < ε. Comme

f(x)− f ? ϕn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

(f(x)− f(x− t))ϕn(t)dt,

il vient

|f(x)− f ? ϕn(x)|

≤ 1

2π

(∫ α

0

|f(x)− f(x− t)|ϕn(t)dt+

∫ 2π−α

α

|f(x)− f(x− t)|ϕn(t)dt
)

+
1

2π

(∫ 2π

2π−α
|f(x)− f(x− t)|ϕn(t)

)
dt.

On voit que∫ α

0

|f(x)− f(x− t)|ϕn(t)dt ≤ ε

∫ α

0

ϕn(t)dt ≤ ε

∫ 2π

0

ϕn(t)dt = ε.

De manière analogue, ∫ 2π

2π−α
|f(x)− f(x− t)|ϕn(t)dt ≤ ε.

On remarque aussi que∫ 2π−α

α

|f(x)− f(x− t)|ϕn(t)dt ≤ 2‖f‖∞
∫ 2π−α

α

ϕn(t)dt

et par suite, d’après (c) de la question précèdente, pour n suffisamment grand∫ 2π−α

α

|f(x)− f(x− t)|ϕn(t)dt ≤ ε.

En conclusion, pour n suffisamment grand et pour tout x ∈ [0, 2π] on a

|f(x)− f ? ϕn(x)| ≤ 3ε.

Par suite, ‖f − f ? ϕn‖∞ ≤ ε et le résultat.

3. En déduire que la suite (f ? ϕn)n∈N converge vers f dans L2.

Comme on a toujours que∫ 2π

0

f(t)2dt ≤ ‖f‖2∞
∫ 2π

0

dt = 2π‖f‖2∞,

on en déduit que la convergence uniforme implique la convergence dans L2.
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4. Monter que f ? ϕn est un polynôme trigonométrique.

Chaque ϕn est un polynôme trigonométrique. c’est-à-dire ϕn(t) =
k=n∑
k=−n

eikt. Par suite,

f ? ϕn(x) = ϕn ? f(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)
k=n∑
k=−n

eik(x−t)dt =
1

2π

k=n∑
k=−n

eikx
∫ 2π

0

f(t)e−iktdt.

Il en résulte que

f ? ϕn(x) =
k=n∑
k=−n

eikx
(

1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−iktdt
)
.

5. Conclure que toute fonction continue périodique est limite uniforme d’une suite de polynômes
trigonométriques.

Immédiat.
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