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> Chiffrement a flot :
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Conclusion

> LFSR (Linear Feedback Shift Register) :

(el FARAVARYAR
AN NNFANPAND
t+Ll-1p4 -2 - === == Upya | Uesa Uy U%

Polynéme de rétroaction :

Upr] = ClUgrp 1+ CUpyp -2+ ...+ CLut.

— suite chiffrante = suite récurrente linéaire sur F».
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Polynéme de rétroaction :

1 1 1 1
Uyt Yeri— L ) uy
:Cl —|—C2 —I—...—I—CL ..

m m m m
Uiy Uiy 1 Uiy o Uy

ot G € My m[F2).

— suite chiffrante = suite récurrente linéaire sur F7'.
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> Chiffrement a base de codes :

Systeme de Mc Eliece :
Clefs privées : Clef publique :
S € My [FF] inversible.
G € My o[F] génératrice de C. Le produit SGP.
P € M, o[F] permutation.

Chiffrement : Déchiffrement :
x — xSGP + e (xSGP + €)P 1= xSG + eP~ 1.
décodage — xS
X 571—> X

Cryptanalyse :  retrouver des paramétres du code
a partir de la suite chiffrée. MH:‘&%%‘;S] R
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Conclusion

Soit A un anneau commutatif unitaire.
Définition :
Une suite (up)nen d’éléments de A est dite récurrente linéaire s'il

existe ai,...,ap € A tels que :

Upth = a1Uptp—1 + -+ + apup, Vn > 0.

Exemple : la suite de Fibonacci

u=0u =1

Uny2 = Upt1 + Up, VN > 0.

W sovereses) X
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> Structure de A[X]-module sur AV :

X (Un)nen = (Un+1)nen

ZP/ Un neN = Zplun+l

neN

Exemple :
u= (Un)neN, V= (Vn)neNa vV = (X2 — X — 1) * U

Vp = Upi2 — Upy1 — u,,,Vn > 0.
W sovereses) X
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Soit E C AN,
Définition :

Ann(E) :={P € A[X]/Vu € E,Pxu =0}

Exemple : A =7/47,u=(2,2,...),

2,X —1¢€ Ann(u)
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[oJe] lels

Propriété :
u est une SRL <= Ann(u) est un idéal cofini
(contient un polynéme unitaire).

Définition :
Tout polynéme unitaire de Ann(u) est dit polynéme caractéristique
de u.

Si Upph = a1Uppp—1+ -+ apun,Vn >0,

f(X)=X"—axm1_..._a

est un polynéme caractéristique de u.

W sovereses) X
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Définition : Sif € A[X], on note

Q(f) := {u € AV/f % u = 0}.

Exemples :

Q(X — 1) = {suites constantes}.
QX?—X—-1)={uec AN/uy1o = upy1 + up, Vn > 0},

Si A = K est un corps,

Q(f) est un K-e.v. de dimension deg(f).

W sovereses) X
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> Maintenant, on suppose que A = K est un corps.

Théoréme : Soit (uy)nen € KV, les assertions suivantes sont
équivalentes :
> (Un)neN est une suite récurrente linéaire.

> S(X) = 3 X" € K(X). (S(X) = P8, Q(0) # o)
Up ug
> : = M"

Upnyh—1 Up_1
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h
Si P Zp,X’ est un polynéme caractéristique de u,
i=0
0 1 0
M =
0 0 1

—P1 —pP2 - —Ph
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> On suppose ici que K = Fg est un corps fini.

(un)nen est une SRL <= (un)nen est périodique. )

Définition :

P € F,[X] est dit d'exposant e si P divise X¢ — 1 et si P ne divise
pas Xf —1 pourf <e—1.

Théoreme :

Si P est irréductible de degré k et d’exposant e, alors e divise

pk —1.
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Soit f d’exposant e. Notons
C(f) = {u:(uo,...,ue_l,uo,...,ue_l,...)/f*u:0}.

C(f) est un code cyclique sur F, engendré par g(X) avec
_ Xe—1 *
g(X) - (pgcd(f,Xe—1)> :

W covise.) X
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Considérons ici des suites d’éléments de A = Ff;.
Notons M = My ¢[Fq].

Structure de M[X]-module a gauche sur AN :

M[X] x AN — AN
deg(P)
(P(X),V) +—— PxV = Z PiVnti
= neN
deg(P)

ou P(X Z piX'.

W sovereses) X
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Définition :
Une suite (un)nen d'éléments de ., sera dite récurrente linéaire a
coefficients matriciels s'il existe Ay, ..., Ap € My[Fq] telles que :

Unph = Attnpp-1+ -+ Apup,Vn > 0.

Mémes définitions :

Ann(E) :=={P € M[X]/Vu € E,P*u =0}
Q(f) ={u e (Fg)N/f* u=0}.

W sovereses) X



RL classiques SRL a coefficients matriciels Codes quasi-cycliques Conclusion

0Oe000

Soit (up)nen une SRL de polynéme caractéristique

h
P(X)=>_AiX'. Alors :
i=0
0 I
G =
0 0
—Ay —A
Up
Unth—1

vérifie :

W covise.) X
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Proposition : Le polynéme caractéristique de G est donné par la

formule :
h—1
det(Xlp — G) = det(X"ly + > X'A;).
i=0
Exemple : £ =2,h=3 sur F,
X 0 0 1 0 0 0
X 0 0 0 1 0 0
. X | o o 0o 0o 1 o0
X 0 0 0 0 0 1
X 1 1 1 0 1 0
X 0 1 1 1 1 1
X3 £ X2 4 X +1 1
:‘ht( X2 4 X +1 x3+x2+x+1)
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Théoréme :
Soient u € (F,)" et U(X) € F4[[X]] sa série génératrice.
u est une SRL <= U(X) est une fraction rationnelle

Remarques :
o UX) = RE);; avec R(X) € FS[X] et Q(X) € M[X] avec
deg(R) < deg(Q) et Q(0) inversible.
o Q(X)*U(X) = R(X)
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Soit f € M[X] réversible. Alors, il existe e € N* tel que :
f divise X¢ — 1.

Notons C(f) := {u = (uo, ..., Ue—1, U0, - .., Ue—1,...)/f xu=0}.

C(f) est un code cyclique sur Fg J
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Soit n = m¢. On considére |'identification :
¢ Fr=mt  —  (F{)™ =: AT

(C07---7Cn—1) = ((C07---7C€71)a---v(C(m—l)é7---7cn—1))

CcC Fg"@ est (-quasi-cyclique <= ¢(C) C (Ff,)m est cyclique.
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Soit M := Mg’g(Fq).

Structure de M[X] module a gauche :

M[X] x AN AN

deg(P)
POV eV = (3 e

neN

MIX] x A" — AT

deg(P)
('D(X)’C) — Pxc = Z PiC(n+i mod m)

n=0,....m—1
deg(P)
ou P(X Z piX', V= (Va)nen et ¢ = (co, -+, Cm—1)-

Université ¢
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Conclusion

(Re)-Définition :

Soient f € M[X]/(X™ —1) et C un Fy-ss-e.v. de A™.
On note :

o Q(f) :={x € A™/f xx =0} (Fg4-espace vectoriel).
o Ann(C) :={P € M[X]/(X" —1)/P*c=0,Vc € C}
(idéal a gauche de M[X]/(X™ —1)).
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@00

A

o MI[X] est non commutatif.

o Ann(C) peut contenir un polynéme de degré minimal non
réversible.

> Résultats négatifs :

o Ann(C) n’est pas forcément principal.
o En général, Q(Ann(C)) # C.

W sovereses) X



SRL classiques Conclusion

> Résultats positifs :

Dans cette section, on considére f, Q € M[X]/(X™ — 1) réversibles
tels que fQ = X™ — 1.

dimg, (Q(f)) = £ deg(f). |

— Réponse impulsionnelle.

Ann(Q(f)) = (f). )

—  Ann(Q2(f)) ne contient pas de polynéme de degré inférieur a
deg(f).

W covise.) X
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Proposition :
Q(f) = QxA™. J

—  (Q*€ij)io _deg(f)1,j=0, /1 st une famille libre.
— dimension.

Théoreme : I

0(f)- = (' Q)

——  proposition précédente.
—  étaler les calculs. ..

Codes cycliques : X" — 1 = g(X)h(X), (g(X))*" = (h*(X)).
AN
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o SRL classiques :

Action de polyndmes a coefficients scalaires.
Polynéme caractéristique.

Fraction rationnelle.

Exposant.

© 0 0 o

o SRL 3 coefficients matriciels :

o Action de polynémes a coefficients matriciels.
o Polynéme caractéristique.

o Fraction rationnelle (dans un autre sens).

o Exposant.

o Codes quasi-cycliques :

o Cas particulier des SRL a coefficients matriciels.
o Anneau non commutatif — certains problémes.
o Caractérisation du dual de Q(f).
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