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Sur un probleme d’Erdos et Katai

Abdelhakim Smati*
Laco, UMR-CNRS 6090, Université de Limoges, 123 Avenue Albert Thomas 87060 Limoges cedex, France

A la mémoire de Paul Erdos, dont les idées éclairent les chemins

Résumé

Désignons par di(n) = d(n) la fonction nombre de diviseurs de l'entier naturel
n > 1. Pour tout entier k£ > 2, on note di(n) = d(di_1(n)) la k-ieme itérée de d(n).
Dans cet article, nous déterminons 'ordre maximum de la fonction w(dx_1(n)),
nombre de diviseurs premiers de di_1(n) et nous améliorons un résultat d’Erdds et
Kétai sur 'ordre maximum de dg(n).

Abstract

On problem by Erdés and Katai. Let di(n) = d(n) be the function
number of divisors of the integer n > 1. For all integer k > 2, we denote by
dr(n) = d(dg_1(n)) the iterated k-fold of d(n). In this paper, we give the maxi-
mal order of the function w(dy_1(n)), number of prime divisors of di_1(n) and we
improve a result of Erdés and Kétai on the maximal order of di(n).

1 Introduction

En 1907, S. Wigert, (cf. [7]), étudie 'ordre maximum du nombre de diviseurs d(n) de
I’ entier naturel n > 1. Il a montré que, pour tout € > 0 et n suffisamment grand,

logn

d(n) < 191082 T

et, pour une infinité d’entiers n,

log n

d(n) > e(l—e) log 2 Toglog i _

Ainsi, I'ordre maximum de log d(n) est la fonction

1
log2 —2m
loglogn
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En 1915, S. Ramanujan, (cf. [4] et [5] No.15 ), reprit cette étude dans un long mémoire
intitulé “Hightly Composite Numbers”. Il a considérablement amélioré en précision le
résultat de Wigert. L’idée, majeure, de Ramanujan est I'introduction d’une suite d’entiers
attachée a d(n) dits nombres hautement composés - c’est les entiers qui possedent plus
de diviseurs que tout entier les précédant - et d’une suite d’entiers, contenus dans la
précédente, qualifiés d’entiers hautement composés supérieurs qui lui ont permit d’obtenir
des améliorations de la formule de Wigert énoncée plus haut.

Notons d;(n) = d(n) et pour tout entiers k > 2,
di(n) = d(dg-1(n))

la k-ieme itérée de d(n). Dans le méme article, cité plus haut, Ramanujan s’intéresse
aux itérées de d(n). Il détermine 'ordre de grandeur de dy(N) sur la suite des nombres
hautement composés en montrant que, pour N hautement composé,

dz(N) — (log N)@(loglogloglogN+’7+O(m))

ol v étant la constante d’Euler. Enfin, dans les dernieres lignes de cette article, Rama-
nujan donne des bornes inférieures a l'ordre maximun de dy(n) et ds(n) posant, ainsi,
implicitement le probleme de 1'étude de l'ordre maximum des itérées de d(n). Il note,
notamment, en considérant les entiers de la forme N = 22713371 pP~1 que

d2 (n) > 4 lo; {Zgz

pour une infinité d’entiers n. Cependant, ce n’est qu’en 1969 que P. Erdos et I. Katai,
(cf. [1], [3]) posent le probleme général, c’est-a-dire celui de la détermination de 'ordre
maximum de la k-ieme itérée de la fonction nombre des diviseurs et donnent une solution
partielle, citée ci-dessous.

On pose
F.=0 Fp=1

et, pour tout entier £ > 1, on note F}, le k-ieme terme de la suite de Fibonacci, c’est-a- dire
Fy = Fyp_1 + Fy_s.
Ainsi, les sept premiers termes sont
=1 FK=2 F;=3 F,=5, F;=8, Fy =13, F; =21.
Erdés et katai ont montré que, pour tout entier £ > 2 et pour tout € > 0, on a, pour n

suffisamment grand,
1

.
dp(n) < ellog™ K
et pour une infinité d’entiers n,

—€

1
dy(n) > elog™ ™
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Enfin, P. Erdés et A. Ivi¢, (cf.[2]), reprennent, en 1989, I’étude de ce probleme pour k = 2

et montrent que, pour une constante ¢ > 0 convenable et n assez grand,

A loglogn
d2<n) < ec 10gn\/ logloglogn

Notons par w(n) le nombre de diviseurs premiers de l'entier n. Dans cet article, nous
déterminons l'ordre maximum de w(di_1) et nous en déduisons une amélioration du
résultat d’Erdés et katai sur ordre maximum de di(n) pour tout k£ > 2 . Dans la note [6],
nous avons étudié le cas particulier £ = 2 et nous avons mis en évidence une amélioration
du résultat d’Erdés et Ivié. Nous obtenons, les résultats suivants.

Théoreme 1.1 Soit € > 0 un nombre réel, fizé arbitrairement. On pose, pour tout entier

k> 2,

et

CLkZQFk (

=1

\

Y

F_ _
Fy, A F k-3 1k—4 Fy
1 38 4Fere FR% R4 R

1/V/32

2Fk—3

1

16 Fey Fepr pl-s pli-s gl

1. On a, pour n suffisamment grand,

w(dp_1(n)) < (1+¢€) ay

B ((3Fk3Fk—1)2 F=e £,

2. 1l existe une infinité d’entiers n tels que

Remarque 1.1

des constantes ay, et by,.

w(dioa(n) = (1= )

, (logn)!/"

"loglogn

(log n)*/#*
loglogn

) 1/ Fy,

1/Fy
) R

1. La table suivante montre, a titre d’exemple, les premieres valeurs

k 2 3 4 > 6 7 8 9 10
Ey, 2 3 ) 8 13 21 34 55 89

ay || 55,42 | 228,58 | 610,68 | 1637,27 | 3579,02 | 7354,68 | 13895,66 | 25115,95 | 43737,87
b 1 0,4807 | 0,5479 | 0,5267 | 0,5132 | 0,5071 0,5021 0,4996 0,4979

TAB. 1 — Les neuf premieres valeurs des constantes a; et by.




2. Asymptotiquement, on a (cf. lemme 2.4 pour la démonstration), en posant

1+45

P
2
et .
o log(1 — (—@7%)/*2)
H(®) = Z oJ
j=3
o log(1— (=@ 2
Hy(®) = Z Pi
j=3
o log(1 — (=072)/ ™)
Hy(®) = Z PJ ’
j=6
6
ap ~ — (@)3/@ 4(1)2 €H1(<I>)—H2(Q>) @k—i—l7 (k _ OO)
et

2 1/®° 4 1 ‘1>5EE(§>:§)2

3. On a les valeurs numériques suivantes :

1+5

) = —5— = 1,618033.;
Hi(®) = 0,001544...;
Ho(®) = —0,030892...;

Hy(®) = 0,000364...

et

% (D)3/® 42° M(®)-H2(®)  — 954 947785...;

2 1/'1)3 12@4 ]_ %
(@) (5)" (5) e M3(®) = 0, 495266... .

Corollaire 1.1 Soit € > 0 un nombre réel, fixé arbitrairement et k un entier, k > 2.

1. On a, pour n suffisamment grand,

dk(n) S 3 €(1+€) ak(logn)l/Fk.

2. 1l existe une infinité d’entiers n tels que

(logn)l/Fk
dk(n) Z 6(176) b 10g2710g10gn .



Introduisons, quelques notations supplémentaires. Soit n un entier arbitraire et k un

entier fixé, k > 2. On définit la suite
N1, No, ...y Ny, ...y Ny,

de la maniere suivante : on pose N, =n et pour tout 1 < j<k—1

Nj = d(Nj11).
Ainsi, pour k > 2,
N1 = d(NQ) = dQ(Ng) = d3<N4) = ... = dk—l(Nk> = dk_l(n).
Donc
On note

Sl = W(Nl)
le nombre de diviseurs premiers de N;. On a donc
S1 = w(dp_1(Nk)) = w(dg_1(n)).
Maintenant, nous allons montrer comment s’obtient le corollaire 1.1.

Démonstration du corollaire 1.1

1. Pour k£ > 2, on applique le lemme 2.5, (cf. §2 ci- dessous), avec N;. On obtient

dp(n) = dp(Ny) = d(Ny) <3 ew(N1)loglog N1
Ensuite, on reporte dans (1) I'inégalité 1 du théoréme 1.1,

(log n)'/

W) = wldea(n) < (1+€) e

et enfin, on remarque que
loglog Ny = log log dy._1(Ny) < loglog Ny = loglogn.
2. Découle immédiatement de la remarque
di(n) > elo8 2 w(di—1(n))

et de l'inégalité 2. du théoreme 1.1.

(1)

La proposition suivante est le fondement de la méthode. C’est un raffinement d’un lemme

d’Erdés et Kétai (cf. [2], lemma, p.271).



Proposition 1.1 Soient k > 2 un entier et ¢ > 0 un nombre réel fixé arbitrairement.
Supposons que pour tout entier j, 1 < j <k —1, il existe un entier naturel M; :

M;|N;j

, » , 1 -1 ~1 \
dont la décomposition en facteurs premiers, M; = Q7' Q3" ... Q' ", posséde, pour Sy
assez grand, les proprietés suivantes

A > ¢ (1—efint Sfj’l(log Sp)fir=t
(11) Qz > Ej (1 - E)Fj_l Sfjil(log Sl)Fj_la (Z = 17 2a g) A)
v > g (1—e)fi2 ST (log §y) T2, (i=1,2,..,A),

ol cj,Cj,¢; sont des constantes dépendant de j. Alors, on a l'une ou Uautre des deux
assertions suivantes

1.
IOg Nj+1 Z (Sl<10g 51)2)Fk.

2. Il existe un entier naturel M;  :
M 11| Nja

dont la décomposition en facteurs premiers, Mj 4 = Rfrlerl... R%Bfl, possede
les proprietés suivantes

B

v

¢ (1 =07 57 (log 51)5
(12) Rz > Ej—l—l (]- - E)Fj SlFJ (10g Sl)Fja (2 = 17 27 7B)

B > G (1—e)f 1 8 (log §1)%1,  (i=1,2,..,B)

avec, pour 2 < 3 < k—1,

I
G+l = sF, G €
1.3)¢ ~ Foo
99 5 = 8—]% ¢ = Iy ¢jm
G = ¢ =Fiag,
et
I
C = —CC
2 8Fk 161
~ 1 1 _ 1
Cg = — —=1CC =2¢C
2 9 8Fk 1¢1 2
62 = 517

Les constantes ¢y, ¢1, ¢, sont données dans le lemme 2.2



2 Lemmes

lemme 2.1 Soite > 0. Pour Sy assez grand, l’entier Ny posséde au moins [S1/2] diviseurs
premiers Superieurs a

1
5(1 — E)Sl log Sl.
Démonstration. Ecrivons
Ny = p?lpgz...pgf}g]....pglsl, (S1 =w(Ny), a; > 1)

la décomposition de N; en produits de facteurs premiers. Alors, les facteurs premiers de
N suivants
Dsi/2] < Plsi/2)+1 < -+ < Psy

sont en nombre supérieur ou égal a

S1—1[81/2] > 81/2 > [S1/2]

et ps, /2 est supérieur ou égal au [S}/2]-ieme nombre premier. Donc, pour S; assez grand,
on a

pwﬂﬂ2(1+ou»wﬁmkgwﬁﬂ:41+ou»%&kgslz%m-q&kgsL

lemme 2.2 Soit € > 0. Il existe un entier naturel My : My|N;y et dont la décomposition en
facteurs premiers, My = QYIlegrl... Q}Afl, posséede, pour Sy assez grand, les proprietés
sutvantes

1
A > =8
= 3P
1
DY Q> Ja-osies,  (i=12..4)
v = 2. (1=1,2,..., A).
. i 1 - 1
Awec les notations de la proposition, on donc ¢y = 3’ 1= 3 et ¢1 = 2.

Démonstration. D’apres la démonstration du lemme 2.1, on prend

A = [81/2]7
Ql = D[s1/2]+5> "'7QA = Ps1) (j =1lou 2)
M= Qs+ L va = as + 1
On a bien
A = [S1/2]> S1/3, (51 > 6),
1
Qi > 5 (1_€> Sllogsb (i:172a'-'7A)7
o> 2 (i=1,2,..,A)

et le lemme est prouvé.



lemme 2.3 1. Soit la suite récurrente

Fi_
Cht1 = 8Fkkjl Ck Ck—1, (k>2)
1 2 1
€] =—, Cg = — —.
T3 7T 38K
On a p
8  F"..FD,
Ck+1 =

Fi AFk+o2 Fi—3 Fo °
3 FP=s FP,

2. Soit € > 0. Pour tout entier k > 3, fixé, considérons le systéme
Sj+2 §(1+e) Sj+1 Sj logSj, 1§j§k‘—2
So =51, S1 donné.

On a, pour 1 < j <k —2 et S] assez grand,

3 . , .
Sj+2 S (§>Fj—1_1 FOF'J*1F1F'J*2”. ijF_ol (1 +6)Fj+1_1 Sf]+1 (log Sl>Fj+1_1‘
Démonstration.
1. On montre, par récurrence, que
1 I3 A 1 1 1
= 23 (o) PSR LR () (o) o,
Ck+1 (3) 1 2 k—2 (8F2) 8F3) 8Fk+1)
Puis, on utilise 'identité : Fy + I} + ... + Fiy = Fni2 — 1. On obtient

Fj_3 Fr—2 2Fr—3 Fo
_ 2% i B R
Cht1 = 2 F—o nFy—3 F
E;"F £
3 4 k1
Fk—3 Fo
8  Fs FR

Fy AFkt2 F_3 F -
3 F4 Fk+1

2. L’inégalité s’obtient par une simple récurrence sur k. Les facteurs 3/2 proviennent
des majorations

3
log Sj < 5 Fj,1 log Sl'

valables pour € > 0 fixé, et pour chaque 7 > 3 fixé et S; assez grand. On omet les
détails.

lemme 2.4 Posons, pour tout entier k > 2,

oF 1 3F% 4Fk+2 ka73 F5]€74"'Fl£~(31 Y
ar = —
FTE 16 By B FPs BRer ER

8



et

Notons

et

=
H(®) = Zlog(l—(q)—jcl) )i+2)
Hy(®) — Zlog(l_(q:jq) )’)
) — 3 P

On a, lorsque k — oo,

1.

Démonstration. Posons

o =

O = p=1

La formule de Binet pour la suite de Fibonacci décalée (F}) s’écrit

okl — et

I, = 7
et donne
ak—H il Fk+r 7“1 _ g k41
Fk:\/g(l—u ) et T, =o'
1. Etudions la suite a;. Posons
Lo B ETLRY (5)1*“ (E)F (
e
)l D O LN Fy B
On a donc
F
log AYFr = logA Z b ]1

]+1

J

-2

(Ju| < 1).

Flta
Fi—o

;



la formule de droite de (2), permet d’écrire

log AYFe = A) + A,. (3)
Avec i .
Fk_ i Fk_ 1— Uj+2
Ay :=loga?® — et Ay:= 2] .
1 og & ]Z_; Fk € 2 z_; Fk g 1 — U]_l
Maintenant, en appliquant l'identité : Fy+ Fy+...+ Fy = Fnio—1, a Ay, on obtient
Frp1—1 Fry 1
A =31 —— =31 1—
1 0g o P 0g F ( Fk—l)
et en utilisant les formules (2), on obtient
3 k
A== loga (1+0(ul)) (4)

car /|u| = 1/a. Quant a Ay, on la décompose en deux quantités : Ay = Ay — Ag s,
avec

k k

P , » a
Ayq = Z ]];kj log(1 —u'™2) et Agy:= Z T log(1 —u/™1h).
=3 =3

Considérons A, ;. On applique la formule de droite de (2). On obtient

k . k .
log(1 — wi*2 log(1 — w*? -
PR R B TR

ol
=3

k
1.
R D) <
7j=3

Maintenant, on remarque que Si(a) est la somme partielle d’une série convergente,
puisque
|log(1 — u’*?)]
od

1 ..
~ [uf? (E)J-
Il s’ensuit que

o0

Si(a) = Z log(1 —‘uj”) Lol Z | log(

o’
j=3 J>k+1

= Hi(a) + O(Jul*"),

1 —u/™?)|

o’

10



ou l'on a posé
(0.)

_t2
Hy(a)=Y" Mg(l()é—j“)_
j=3
On a, donc, obtenu
Azy = Hi(a) + O(Jul**?).
De la méme facon, on montre que

Ayq = H2(a) + O(|U|k+3>

ou
o0

Hy(a) = Z M(l;—j“])_

Finalement, En regroupant les deux qantités, on obtient

Ay = (Hi(0) — Ha())(1+ O([ul*)). (5)
Enfin, en reportant (5) et (4) dans (3), on obtient
AYE — ()3 t@=H @) (] 4 O(jul?). (6)

Maintenant, considérons la quantité :
< 1 SFk 4Fk+2 )1/Fk
B=———7— .
16 Fp 1 Fropt

En appliquant les formules de (2), on obtient, immédiatement,

Fr4o
4 = 47 (14 O(Ju**)
1 S PN 1
(FV = e = (14 0(ul )
k—1
1

e e (U IE)

(

1
(E)W’“ = (L+O([u[""))
et par suite,
B=34)" (1+0(ju ). (7)
Enfin, la formule de gauche de (2), donne
2
C :=2F, = —= o" (1 + O(|ul)). (8)

V5

En remarquant que a, = C' B AY%* en regroupant (6), (7) et (8), et en posant
® = «, on obtient

k+1

ap = ((I))S/é 4<1>2 eH1(®)—H2(®) k+1 (1 + O(]u\T))

Sle

11



2. Etudions la suite bg. On pose by = E + G + D, avec

2 Fr_s
E = (ﬁ) P
1
D = (Lt _yum

Bk FRy
Comme dans la partie 1 de la démonstration, on a

2 1
E= ()" (1+0(ul"?) et G=1+0(uT).

Il reste a étudier la qantité D. En utilisant la formule de gauche de (2), on peut

écrire

avec L
— Fy_ a1
D, = L o
1 j=6 P i V5
k-1
Fi_. )
Dy = I Jog(1 — v ).
=

La méme étude que celle faite dans la partie 1, ci-dessus, donne
Dy = Hz(a) + O(|u[**?)

avec
oo

Hya) =Y log(1 —w'™)

o
Jj=6

Considérons, maintenant, D;. On écrit Dy = D1 — D; 9 avec

EF_
D171 = 10ga Z(]— 1) J
=6 Ei
k—1
Fo
D12 = lOg\/g i ].

La formule de droite de (2) et 'identité sommatoire, citée plus haut, donnent

log /5

ot

Dys= (14 0(lu|7").

Maintenant, considérons D ;. L’application de la formule de droite de (2) permet
d’écrire

D1y =D+ O(R)

12



avec

_ 1
D = loga » (j—1)(=)
j=6
k—1
. . |u‘]€—j+1
j=6
On a -
. - 1 |ﬁ|k*j+1
R < (k Z)Zﬁa ak—i+1
j:
k—1
1 1.,
< (k - 2) b+l (a)k I+
p
< (l{:—?)akH

< (k=2)ul =
< u] T

Enfin, I'estimation de D s’obtient avec un petit calcul :

da — 4 —2
a 5 loga—|—0(|u|k7).

Y=

Finalement, en regroupant nos estimations et en posant ® = «, on obtient

2 1/e? 4 1 <I>5”E/)(§I)>ji>2 k—4
by = (ﬁ) (5)"/7° (6) e ®) (1+O(|u|7)).

Ceci termine la démonstration du lemme.

lemme 2.5 Pour tout entier n > 2, on a

d(n) <3 ew(n)loglogn.

Démonstration. Soit

n=pitpy?..pw avec (s:=w(n)>1)

la décomposition de 'entier n > 3 en facteurs premiers, et posons

N = pips...ps

le noyau de n. On a,

_ ni+l, _no+l ns+1
n.N = pi' py? T LpleT

13



En utilisant I'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique, on obtient

logn.N 1
gs = S((m+1)logps+ (nz + 1)logps + ... + (ns + 1) logp )
> ((ni+1) (na+1) ... (ng+1) )7 log2.
Il s’ensuit que
(logn.N)*
d(n) = 1 ). .(ng+1) < ~——2—~
()= (-4 1) (2 1) o (1) < 2000
Comme N < n, on obtient
1
slog2
sloglogn
slog2
S 3esloglogn

Car, un petit calcul montre que

2\’ 2 \°
- , = emez =28906... < 3.
nlealX<810g2> (810g2) |s elog2 =¢

Enfin, on vérifie que le résultat est vraie pour n = 2. Ce qui termine la démonstration du
lemme.

3 Démonstration de la proposition 1.1

Posons Sj11 = w(N,41) et écrivons la décomposition de N, en facteurs premiers :

Ny =ty tsf+1 E
On a, par définition, pour j > 1, N; = d(N;11). Il s’ensuit, en utilisant I'hypothese de la
proposition,
M= Q1 Q3 . QPN = d(Njj1) = 6162...05,,,

Maintenant, nous envisageons deux situations. Premiere situation. Supposons qu’il existe
un 6,, qui possede au moins 2F}, diviseurs premiers, non nécessairement distincts, parmi

Q1,Q2,...,Q4. On a, alors,

Sj+1
log Njp1 = > (6; — 1)logt; > (8 — 1) log by >

i=1

log 2
8%

14



En utilisant la condition (1.1), on obtient

log 2 L 2F
> — Jj=1 Fy—
5 ( (1—e)f5-1 5,7 " (log Sy)%- )

log 2 | T
(( og ) (fg])Q (1 . 6)2Fj_1 512F31<10gsl)2Fj_1> ‘

log Nj 1

4

Il s’ensuit que, pour S assez grand,
F
10g Nj+1 > (Sl(lOg Sl>2) i
Ceci prouve l'assertion 1 de la proposition. Deuxieme situation. Supposons que les §;

possedent moins de 2F}, diviseurs premiers parmi 1, Qs, ..., Q4. Notons C' le nombre des
0; dont chacun possede au moins un diviseur parmi @1, Qs,...,Q4. On a

1
> — .
=95 Z( = IF, 4 Z% = 4Fk Jnin, (%) A

On utilise, maintenant, la condition (1.1). On obtient

1 4
C = o (1= "2 8P og 50)15 ) (1= "7 ¢; 87" (log $1) )
k
> L ¢; @ (1- E)Fj71+Fj72—1 Sfj*1+Fj’2(log Sl)Fj71+Fj72_1
4Fy,
1 _ 1 oF; .
> 15, c;j ¢ (1—e)f5=1 87 (log Sy)Fi~*

Sans perte de généralité, notons ces 9; : 01, da, ..., d¢ et les facteurs premiers correspondants
t; >ty > ... > tc. Comme, par hypothese, chacun de ces §; possede au moins un facteur
premier parmi @, @2, ..., @ 4, alors en utilisant la condition (1.1), on obtient, pour chaque
1:1=1,2,...,C,

8§ > ¢ (1— )51 8151 (1og 5y )1

Maintenant, pour S; assez grand, on a

tierg = (1+0(1))[C/2]log[C/2]
_ %(1+0(1))C’10g6’
> %(l—e)ClogC
> et (1-OBSP log )",

avec /
~ [ 12 si j=1

15



La derniere inégalité est obtenue en utilisant les minorations
logC' > Fjlog 51

valable pour j > 2, k, € fixés et S; assez grand et
1
log C' > 3 log S
valable pour j =1, k, fixé et S assez grand. On pose B = C' — [C//2]. On obtient

B> % > % ¢; ¢ (1— )51 5 (log §y)Fi .

On pose (3; = §; pour chaque 7 : 1 = 1,2, ..., B. On a, pour chaque ¢,
B> 3 (1= ) SE (log 81,

Enfin, on pose pour chaque i : [C/2]+1 << C, R; =t;. Ainsi

R =t; > ticjg+1 2 8_}7]% ¢ ¢ (1—e) Sy’ (log S1)".

Finalement, en récapitulant ces résultats, on obtient

B > ¢ (1—e)f5 8 (log 8p) !

Ry > G (11— 57 (log$1)"
B 2 T (1) 57 (log 1),
et ot l'on a posé pour 1 < j <k —1,
o
Cit1 = @ ¢j Cj
Ciy1 = ;% ¢t = Fj ¢j
G = G =Fac

Ceci termine la démonstration de la proposition.

4 Démonstration du théoréme 1.1

Démonstration du point 1.

Soit & > 2. S'il existe un entier j : 1 < j < k — 1, tel que N; vérifie le résultat 1 de la
proposition 1.1, alors on obtient I'inégalité 1 du théoreme 1.1. En effet, on a

log Nji1 > ((1 =€) Si(log $1)*) "™
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et donc

(log Njy1)'/
St < (1 —_—
1 = ( +€) (10g51)2
Maintenant , on peut supposer que
_1
St = w(dp-1(Ny)) = (log Ni,) " (9)

car sinon le résultat 1 du théoreme est trivialement vérifié. Il s’ensuit que
(log Njy1)'/ i
(log log NVi,)?

et cette derniere inégalité implique le résultat 1, puisque

Nj+1 = dk,](Nk) S Nk =n.

w(di-1(Ni)) = S1 < (2F)*(1 +€)

Maintenant, supposons que pour tout j : 1 < 57 < k — 1, N; ne vérifie pas le résultat 1
de la proposition 1.1. Montrons, d’abord, par récurrence, que pour tout entier k > 2, N,
vérifie le résultat 2 de la proposition 1.1. Pour & = 2, le lemme 2.2, montre que N; = N;
vérifie les hypotheses de la proposition 1.1. Donc N1 = Ny = Ny, vérifie les conclusions 2
de cette la proposition. Supposons que Ny_; vérifie les hypotheses de la proposition 1.1.
Comme N; vérifie les hypotheses de cette proposition, alors, pour tout 1 < j < k — 2,
Nj les vérifie aussi et finalement, N1y = Ny, vérifie les conclusions 2 de la proposition
1.1. Maintenant, on va minorer log Ni. Ecrivons

_ p1—1 p2—1 Ps),—1
Ny =pi" ph - Pg,

la, décomposition de Ny en facteurs premiers et ot 'on a noté S, = w(Ny). Comme N
vérifie le résultat 2 de la proposition 1.1, alors il possede au moins

B> ¢ (1—e)fh71 S (log Sp) k=171
facteurs premiers dont les exposants vérifient
pi =0 > & (1 — )2 §72(log 5, )Fk-2

Notons ces B facteurs premiers (g, n’étant pas nécessairemnt le ¢-ietme nombre premier,
mais ¢, est supérieur ou égale au (-itme nombre premier )

< @ <..<(gp.

Il s’ensuit que

n

k

log N, > (pi — 1) logp;

> 5;@:10%%
1 - B
_ F_
> a(1-0" 5 log )M Y logg,

1=1

17



Maintenant, on a, en remarquant que gp o est supérieur ou égal au [B/2]-ieme nombre
premier,

B B
D logg = Y logg
=1

i=[B/2]
log Q[B/z](B - [B/QD

v

v

B
(1-— 6)5 log B

1
> (1—¢) <§ cp (1 —¢)fe-171 ka‘l(log SI)F’“l_l) (Fy—1 log Sy)
Fy_
5 e (1= )t 57 log 1),
Finalement, en reportant dans la minoration de log Ny, on obtient
Fy 1
4
> G (1—¢)"* S{*(log Sy)"*

>

log N, > Ck Ck (1 — E)Fk—1+Fk—2 ka—l"!‘Fk—Q (log Sl)Fk_l—f—Fk_Q

Fr_q

ol, on a noté ¢, = ¢k Cr. Maintenant, on peut montrer I'inégalité 1 du théoreme

1.1. De I'inégalité précédente, on obtient

1 (log Ny)'/Fr
S < (1 — VF X078
1= +€)(ck) log S

Enfin, en utilisant la minoration (2) de S, on obtient
w(de-1(n)) = w(dp-1(Ni))

1 (log Nj) "/ "
< (1 2F, (=P o2
s (14€) 25 (ck) log log Ny
1 (log n)/Fx
< (1 2F, (=)o
s (146 2k (ck) loglogn
Maintenant, on pose

1

On a, en utilisant (1.3) de la proposition 1.1, avec k£ + 1 a la place de k et avec j = k,
Cr =2 Fyp1 Fiqq G

et on remarque que (1.3) de la proposition 1.1 et le lemme 2.2 donnent
Fy 2

Cht1 = SFhins Ck Ck—1, (k>2)
1 2 1

€1 ==, Co=— —.

1T 3T 385
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Il s’ensuit, en appliquant le lemme 2.3, que

16 Fy_y Fipq FI*% Fyt FP,

Fi AFk+2 Frp3 pFk_q F
3 IR D i

-~

C —

Finalement, on obtient

o 1 3Fk 4Fk+2 ka_3 F5k_4... Flﬁil s
B S T R A= s ) '

Ceci termine la démonstration du point 1.
Démonstration du point 2.

On utilise la méme construction qu'Erdos et Katai et on raffine leurs arguments. Posons
N1 = 235])51, (Sl = W(Nl))

le produit des S; premiers nombres premiers. On définit la suite des nombres Ny, N3, ..., Ny
de la fagon suivante : pour j > 1, si

Ny =pi'pyps’s  (Sj=w(lNy)),
alors
1=1 /o p2—1 rs; ps;—1
]+1 (H pl) <H p’l”1+i) HpT1+T2+...+7’Sj_1+i
i=1 i=1
Notons que

_pzln lppz 1 p52 1 (5,221)

est la suite d’entiers considérées par Ramanujan pour donner une borne inférieure de
I'ordre maximum de dy(n). On a clairement

d(Nj11) = Nj

et donc
N1 = d(NQ) = dg(N3) = d3<N4> = ... = dk—l(Nk)

et
Sl = w(dk_l(Nk))

Erdos et Katai ont montré les deux inégalités suivantes. Pour 7 > 1 et S; assez grand,
Sj+2 < (1+€) Sji1 5 log (10)
et
log Njs1 < (1+€) S Sy (log Sj1)”. (11)
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Donnons - en la démonstration pour la commodité du lecteur. On remarque que
Sl = CU(Nl) = Q(Nl) et Sj+1 = w(Nj+1> = Q(N]>
ou Q(N;) designe le nombre total de facteurs premiers de N;. On a

S;
7"7, - 1 < Ps; Zrz Ps; Q<N]) = Ps; Sj-i-l'

=1 =1

M &

Sj+2 ]+1

Et (10) s’obtient en utilisant, pour Sy assez grand, I'inégalité

ps; < (14€) S; log S;.
Maintenant, montrons (11). On a, pour j > 1,

QN;)
log Nj1 < pg, Z log ps

i=1

et
Q(N;)

Z logpi = (14 o(1)) pacx;) = (1 +0(1)) Q(N;) log Q(N;),

on obtient, pour j > 1,

log Ny < (1+0(1)) S Q(N) log$; log Q(N;)
< (1+4€)S; QN;) logw(N;) log QN;)
< (1+¢€S; QN;) (log QN;))?
< (1+¢€) S; Sjy1 (log Sj11)?,

c’est-a~dire I'inégalité (11). Maintenant, nous allons majorer log Ny pour tout entier k& > 2.
Pour k£ = 2, on obtient immédiatement de (11)

log Na < (1 + ¢€)(S;1og S;)? (12)
et pour k£ = 3, on utilise (11) avec j = 2 et (10) avec j = 1, on obtient
log N3 < (14 ¢€)? 3%(S; log Sy ). (13)
Maintenant, supposons que k > 4. L’inégalité (11), appliquée avec j = k — 1, donne
log N, < (14 €)Sk_1Sk(log Si.)*. (14)

On applique le lemme 2.3, 2. une fois avec j = k — 3 et une fois avec j = k — 2, on obtient,
pour s; assez grand,
3

SYfeeamt Frt e R (14 )T ST (log Sy) e

Sk—1 = Sk-3)42 < (2
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et

3
Sk = Sk-2)42 < (i)F’H”_l F{’“"“’FF’“"‘... EP,EP, (14 )t Sf’“’l (log Sp)fr-171,

On note que, pour Sy assez grand,

3
log Si < 3 Fr_1 log S.

En reportant ces trois derniéres inégalités dans (14), on obtient,

3

log N, < (§>Fk,4+Fk,3 F{k—4+Fk—3ka—s-l—Fk—zLFQFk—(s-l-Fk—sm FlﬁiFlFIi)i% (Fk—l)z «
(1 + G)Fk72+Fk71*1<Sl log Sl)Fk72+Fk71
3
< (é)FM Fe ples gt DR PR (B ) (14 €)1 (S log Sy)
(3Fk,3Fk_1)2

B 9Fi—3 F4Fk76 F5Fk77”' Flf—IS (1 + €>Fk71 (Sl 10g Sl)Fk

En posant, pour k& > 4,

(3Fk,3Fk_1)2

Fr_6 mFr_7 Fy
S B RTLRD,,

e =
on obtient, pour tout entier k > 4 et S assez grand,
log Nj, < ep (1 + €)% 1(S; log Sp)F*. (15)
Maintenant, on a, pour S assez grand,
log N; = Z logp = (14 0(1))ps, = (1 + 0(1))5] log Sy
p<ps;

et par suite
log S1 = (1 + o(1)) loglog N;.

et enfin, pour tout k > 2, fixé,
(logSl)F’c =(14o(1)) (loglog]\fl)F’c <(l+e) (loglogNl)F’c <(l+e¢) (loglogNk)F’“.

Finalement, en reportant cette derniére inégalité dans (12) pour k£ = 2, dans (13) pour
k = 3 et dans (15) pour k > 4, on obtient, avec la convention : e; = 1 et e3 = 3%, que
pour tout k > 2

log Ny, < ep, ( (14 ¢€) Syloglog Ny, )™ .

Et par conséquent,

1 (log N;,)V/ P
~ =5 > (1—e) (=)
w(dg-1(n)) =51 = ( 6)(ek) log log Ny,

Ce qui termine la démonstration.
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