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Equation d’amorcage d’intégrales premieres
sous forme de séries formelles

D. Boularas® A. Chouikrat!
12 octobre 2004

Résumé

Dans ce travail, on établit une équation diophantienne, appelée équation d’amorgage,
dont les solutions correspondent aux multi-degrés des monoémes de démarrage des
intégrales premieres formelles au voisinage d’un point singulier de systémes différentiels
polynomiaux de valuation 1 et de dimension quelconque.

Classification AMS : 34A34, 34C20, 14L30, 14L35.

Mots clés : systemes différentiels, intégrabilité, intégrales premieres.

1 Définitions, notations, motivations
Le probleme de l'intégrabilité des systemes différentiels polynomiaux est un sujet a la
fois ancien, plaisant et accessible puisqu’il se pose en de termes simples.

Soit K le corps des nombres réels (IR) ou complexes (C) et P(n,m) l'espace vectoriel des
systemes différentiels autonomes a coefficients dans K

dx’ ,
— = Pl(x), j€{l,...,n} (1)
dt
ottw = T(xt, 2% ..., 2"), représenté avec des indices supérieurs, est un élément courant de
I'espace des phases K" et les polynémes P’ (j = 1,2,...,n) sont de degré au plus égal a m.

Le “temps” t pourrait étre réel ou complexe.

*LACO, UMR 6090, Département de Mathématiques, Faculté des Sciences et Techniques, Université de
Limoges, 123, Avenue A. Thomas, 87000, Limoges, France
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Définition 1 Une fonction F € C'(O), continiment différentiable sur l'ouvert O de K" et
a valeurs dans K est une intégrale premiere du systeme différentiel (1) si
n
oF ,
@) Pa) = 0. (2)
j=1
Le membre de gauche de I'égalité (2) définit un opérateur linéaire Ap p de I'espace vectoriel
des fonctions contintiment différentiables C*(Q) dans I'espace vectoriel des fonctions conti-
nues C(O). Le probleme de I'intégrabilité des systemes différentiels (1) consiste a décrire le
noyau de cet opérateur. Il releve plutot de la “résolution” du systeme considéré.

On sait qu’au voisinage de tout point régulier =y (c’est-a-dire, P(z) # 0) le noyau de Ap p
est engendré par n — 1 intégrales premieres fonctionnellement indépendantes([6, p.206]). Ce
résultat, important en soi, demeure théorique.

Par contre au voisinage d’un point singulier, des travaux de plus en plus nombreux et d’es-
sence effective ([4, 5, 7]) sont consacrés a la recherche d’intégrales premieres dans des classes
particulieres de fonctions comme celles des polynomes, des fractions rationnelles, des fonc-
tions algébriques, des exponentielles ou, plus généralement, dans des extensions différentielles
du corps des fractions rationnelles K(x).

Dans ce travail, nous nous intéressons aux intégrales premieres développables en séries

entieres (formelles) au voisinage d’un point singulier, ici x = 0, ou la matrice du linéarisé
n'est pas nulle. Lorsque ces deux conditions sont vérifiées, a savoir P(O) = 0 et A =
oP

(0) # 0, nous dirons que le polynéme vectoriel P est de valuation 1.

ox
Le principal résultat que nous obtenons est ’établissement d’une famille d’équations dio-
phantiennes multivariées, dont les solutions correspondent aux partitions de la valuation de
la série candidate a devenir une intégrale premiere.

Ces équations sont a coefficients dans K[oy, 03,...,0,] ot o1, ..., 0, sont les fonctions
symétriques associées aux valeurs propres de A.

2 Ecriture matricielle des conditions d’intégrabilité

2.1 Ordre total-1éxicographique

On note Sym(k) I'ensemble des formes algébriques homogenes de degré k et S l'espace
vectoriel de dimension infinie des séries formelles :

S = P Sym(k).

ou ([8, p. 21])

dim(Sym(k)) — n(n+1)(n+ 23{:!- - (n+k-1) _ (T(Ln+_k1;!k1!)!-
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L’ensemble des multi-degrés est décrit par le produit cartésien IN". On note le degré total
d’un monoéme (') (x?)™ - (2™)™ Pentier naturel |i| = 4; + iy + -+ + ip.

L’ensemble des multi-degrés IN" peut étre muni de I'ordre total-léxicographique :

il > 17|
ou
1> ] = .
i n la premiere composante non nulle de ¢ — j
1 = |7 et
est positive

C’est bien un ordre total.
En respectant 1'ordre total-léxicographique, I’ensemble des formes algébriques

{@) @) @)™ il = kY

définit une base (canonique) dans laquelle tout élément de Sym(k)

Z Firiigoin (@) (%) (2™)

li|=F

pourrait étre assimilé a un vecteur ligne

INk—1/.3\1
[ f5.00,..00 fo=1,1,0,..00 fo—1,01,..0 - -+ f0.0,0,...k] ()" (2°) (3)

| @)

Par exemple dans le cas de la dimension n = 2, 'ordre total-léxicographique :

ot > 2 (2N > 2ta? > (@) (@D > @Dt > > (DL

induit une représentation “matricielle” des séries formelles (sans terme constant) :

[fl,()u f0,17 f2,07 f1,17 f0,27 ey fk,Oa fk71,17 ceey fO,k7 ]

L’expression (3) peut étre écrite plus simplement sous la forme Fyy X LIRS Fiy et X [k]
désignent respectivement les vecteurs ligne et colonne correspondants.
Utilisant cette écriture simplifiée, une série formelle

Z Z Firiigonin (@) ()2 (™)

k=1 |i|=k



devient
EX'+ BXAP 4 B XE 4 (4)

tandis que le second membre du systeme différentiel (1), de valuation 1 et de degré m, s’écrit
sous la forme :

d
d—f:P1X1+P2X2+---+PmXM[,, (5)

(n4+17—1)!

W colonnes.
n — A

ou cette fois, P;, 1 = 1,2, ..., m, est une matrice a n lignes et

2.2 Ecriture matricielle des conditions
Dans ce paragraphe, pour alléger 1’ écriture, nous adoptons la notation d’Einstein :
1 2 1 i
ULV + UV” + -+ + WU = uv.

Une série F(x) = F} X' + F, X2 + -+ + [, X 4 - -+ est une intégrale premicre du systeme
différentiel (1) si elle vérifie I’équation (2) que I'on réecrit sous la forme :

oF ( )
oz’

c’est-a-dire, en reprenant les notations précédentes :

Pl(z) =0,

OF X! + F, X% +

o ) PIX' + PIX? 4+ ... 4+ PLX™| = 0.

En développant le membre de gauche de cette équation par degré d’homogénéité, on obtient
la suite infinie d’équations :

A(F X1

degré 1 : P/X' = 0,
oxJ
o XY i | OBX?) Lioq
degr62 : WPX + Wpl)( = 0,
O(F1 X O(Fr X O(F3 X3
degré 3 ARXT) )PJX3 + AFXT) >P]X2 L ABXT) )Pfxl =0,
oxJ OxJ OxJ
O XY O(FrX? O(F, XM
degré m : %P%Xm+%lm Xm_1+---+%PfX1:O,
x xJ x
O(Fp X2 O(F3X3) . O(Fy X™
degré m+1 : ypﬂ){”%@]ﬂ IX’”‘1+---+L,)P1]X1 =0,
o’ ox’ m= oxJ



De fagon générale, I’équation qui correspond au degré k en x est :

a(F’Icfrnin(k:,m)Jrl)(k_nlirl(k77n)—~_1 )
oxJ

O(F —min(k.m Xk;—min(k,m)—i—l )
(Fle—min(k,m)+2 >P,§L,1Xm_1+

0xd
O(F.X*) .
L’équation (6) étant homogene de degré k par rapport aux composantes de x et chaque
terme linéaire par rapport aux composantes de Fj, il existe min(k, m) matrices, notées Mj; ;)

(1t =k —min(k,m)+1,...,k), permettant de la réecrire sous la forme :

PIX™ +

[Fk_min(k,m)+1M[k_min(k,m)+1,k] + Fimin(k,m) 2 Mk —min(k,m)+2,4) + -0 + FkM[k,k}]X[k] = 0.

(n+1—1)! (n+k—1)!
(n —1)k! (n—1)!k!

La précédente suite infinie d’équations devient :

La matrice M a lignes et colonnes.

( F1 M[l,l] = O
Fy Mpg + FoMpgy =0
Fl M[Lg] + F2 M[273] + F3 M[373] - 0

Fr—min(k,m)+1 Mk —min(k,m)+1,6) + Fr—mintk,m)+2 Mk —mink,m)+2,4 + - +

+ FpMpgp = 0,

\

Le systeme linéaire ainsi obtenu est triangulaire (par blocs).

2.3 Exemples

Dans la présentation des exemples on utilise le logiciel MAPLE 8. Les détails se trouvent
dans les annexes.

2.3.1 Systémes différentiels de dimension 2 et de degré 3

Ils sont de la forme :

d_ff _ 2 2 3 2 2 3
i a1,0T + a1y + Q207" + a11TY + ao2y” + a30x” + a2127Y + a122Y” + Ao 3Y

gy

dt

= biox + bo1y + 172,0962 + b1 12y + bo2y® + b3,0$3 + by y + by 2y® + by 3y°



Les premieres relations qui se déduisent de la relation générale (7) sont :

[f1,05 foa] [al’o J0l } = 0,

bio boa
a a a 2 aio 2 Qo1 0
(1.0, fonl [ bz,o bl’l bo,z } + [fo0, f11, fol bio aio+boi ao: = 0,
2,0 011 bop2 0 2Dy, 2 b 1
a a a a 2 a270 2 CL171 2 a072 O
[f1,0, fo.1] [ 6370 b271 b172 bo,3 } + [f2.0, f11, fo2] bao  biitaso bogt+ain  ag +
? 2,1 1,2 0.3 0 2 bg’o 2 b171 2 boyg
3 1.0 3 Qo,1 0 0
bio 2ai0+bo 2a9,1 0
El k) ) ) — O
+ [f3,0: fo1, fr,2, fo3] 0 2Dy, 2bo1 +ato  ao. ’
0 0 3 b170 3 bO,l
2 as.o 2 a2 2 (3] 2 Qop, 3 0
[f2.0, f1.15 fo2] bso aso+bai azi+bia bos+as aos
0 2 bgyo 2 bg’l 2 61’2 2 b073
3 a2 .0 3 ai 3 Qg2 0 0
boo bii+2as0 2a11+bog 2ap 0
+ [f3,07 f2,17 f1,27 f0,3] 0 2 6270 a270 + 2 bl,l 2 b072 + al,l a072
0 0 3bap 3011 3 o2
40,170 40/071 0 0 0
bl,O 6071 +3 1.0 3 Qo,1 0 0
+ [f1,05 f3,15 f2,25 f1,35 fo,4] 0 2b1 2a10+2bo; 2ap, 0 = 0.
0 0 3010 3bo1 +aig ao
0 0 0 4by 4 bo

La procédure EcrMat (voir 'annexe 1) permet de calculer les matrices M pour tous les
entiers naturels i et k tels que : K — min(k,m) +1 <i < k.

2.3.2 Systémes différentiels de dimension 3 et de degré 2

1ls sont de la forme :

dx
&y
&t

dt

2 2 2
= Q1,00% + Go1,0Y + Q0,012 + A2,0,0L" + A1,1,0CY + A1,01TZ + Gp2,0Y" + Ao1,1YZ + Qo022
2 2 2
= 1,007+ bo 1,0y + boo,12 + baoox” + bi102Y + b1 o122 + bo2,0y” + bo1,1Yz + b o2z

2 2 2
= C1,00% + C0,1,0Y + C0,01% + C20,0T" + C1,1,0TY + C101TZ + Co2,0Y” + Co,1,1YZ + Co0,22



Les premieres relations déduites de la relation générale (7) sont :

@1,0,0 @o0,1,0 @0,0,1
[f1,0,0, f0,1,07 f0,0,1] bl,0,0 bo,l,o bo,o,1 = 0,
C1,00 €o,1,0 €0,0,1
20,0 1,10 a1,0,1 4ao20 ao,1,1 0,02
[f1,0,0, f0,1,0, fo,o,l] 52,0,0 51,1,0 b1,o,1 50,2,0 bo,l,l bo,o,z
€200 €110 €101 €Co20 Co,1,1 €Co0,02
+[f2,0,07 f1,1,0, f1,0,17 f0,2,0, f0,1,1, fo,o,z] X
2a100 2a0,1,0 2a00,1 0 0 0
bl,o,o a1,0,0 + 50,1,0 bo,o,l @0,1,0 @0,0,1 0
% €1,0,0 €0,1,0 a1,0,0 + Co,0,1 0 ap,1,0 ap,0,1 -
0 2 bl,0,0 0 2 bO,l,O 2 bo7 0,1 O ’
0 €1,0,0 bl,o,o C0,1,0 bO,l,O + Co,0,1 b0,0,l
0 0 2¢100 0 2¢01,0 2¢o01

La procédure EcrMatT (voir 'annexe 2) permet de calculer les matrices Mz pour tous les
entiers naturels 7 et k tels que : K — min(k,m) +1 <1 < k.

3 Equations d’amorcage des intégrales premieres

Si le systeme différentiel (1) admet une intégrale premiere F' de valuation d, dans I’écriture
(4) de celle-ci , on a nécessairement :
F1 — F2 - F3 —_

':Fd,1:0 eth#O.

Par conséquent, la premiere équation consistante que nous rencontrons est :
FqyMygq = 0.
Elle admet une solution non nulle si, et seulement si,
det(Mjqq) = 0.

Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. Sachant que le systeme (7) est triangu-
laire, une fois le premier F; trouvé, on l'injecte dans I’équation (vectorielle) suivante et on
déduit Fy1. On continue ce processus tant que le passage d’'une équation a une autre est
compatible. Il peut s’interrompre de deux manieres. La premiere est lorqu’'une équation n’a
pas de solution. Dans ce cas, Le systeme différentiel (1) n’a pas d’intégrale premiere formelle
de valuation d. La seconde maniere apparait lorsqu’a partir d’un certain rang D, la nullité
des Fj,i =D+ 1,D+2,..., D+ m — 1, est compatible avec les équations. Dans ce cas, le
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systeme (1) admet une intégrale premiere polynomiale de valuation d et de degré D. Cela
entraine, en particulier, que le rang de la matrice M{p_rin(p,m)+1,p] est inférieur a
(D —min(D,m) + n)!
(D — min(D,m) + 1)!(n—1)I"

Nous obtenons alors une condition nécessaire d’existence d’intégrale premiere polynomiale
qu’on appellera, condition de rupture.

Dans ce travail, nous nous intéresserons seulement a la condition d’amorcage d’intégrales
premieres formelles et pour cela, on va détailler le calcul de M, g.

3.1 Expression des matrices M,

De maniere générale, la matrice My g, oud = 1,2,3,... etl = d—min(k,m)+1, d—
min(k,m)+2,...,d , est définie par :

"IF XY
27( ) Py X B Mg X

, oxJ
Jj=1

Nous nous intéresserons particulierement a la matrice Mg q qui est carrée et de dimension
(d+n-1) (d+n-—1)!

@in— D~ @ —1)

g a(FdX) 1,J2 n i1 19 n\
ZTAJXI = FyLX* = Z Z Fitsgasenin UQ - (xl) (@) (™)

j=1 lil=d |j|=d

Cette matrice, notée L, est définie par :

ou la matrice A correspond a la partie linéaire du polynéome P, c’est- a—dire Py, selon la
notation (5). Nous nous proposons de calculer tous les coefficients Lill 1]22 " de la matrice L.
Pour faciliter ce calcul, on écrit I’expression

O\ Jir iz (@) (22)2 (@) 2
e T S

j=1 j=1 114124 Fin=d

sous la forme

Z.l 11,82y uyln, Byi— x i2 . ) in €T 2,]7 nxn
Z{ f (l‘ )z 1( 2) ( ) |:A1 1 +A 4o+ Al }
|i|]=d

+ i2fi1,i2,...,z’n(~r1)il<$2>i271 .. ( n)zn [A%];l + AQ.T 4+ o4+ Aixn:|
et i () @) @) A 4 A 4+ Aﬁxn” (8)

On remarque alors que les multi-indices inférieur et supérieur sont égaux a deux indices pres
qui different au plus d’une unité. D’ou la proposition :



Proposition 1 La matrice L est définie par :

(L — 0 siliogls2
L ) g+ 1) = A o
LZZ.Q.'.(Z@ Vool =1). iy = Al

( LZZ?Z = (A} + 243+ +i,AL).

Corollaire 1 La matrice A est diagonale (triangulaire inférieure, triangulaire supérieure)
si, et seulement si, quelle quel que soit d = 1,2,3,..., la matrice Mg q est diagonale (tri-
angulaire inférieure, triangulaire supérieure).

Corollaire 2 Si Aj, Ao, ..., \, désignent les valeurs propres (éventuellement égales) de la
partie linéaire A du systéme (1), alors les valeurs propres de la matrice Miqq sont de la
for’me il)\l + ig)\g + - +Zn>\n

Grace a I'ordre utilisé et aux corollaires précédents, on peut dire que le déterminant de L ne
change pas si on remplace la matrice A par sa forme de Jordan. Par conséquent,

Proposition 2 Le déterminant de la matrice Mg q est égal a :

IT  Gad o+ iode + - +ind). (10)
i1+io+...+in=d

Cette quantité étant une fonction symétrique, elle s’exprime nécessairement ([3, p. 307])
a l'aide des fonctions symétriques de base, c’est-a-dire, des coefficients du polynome ca-
ractéristique de A :

det(A\l, — A) = X" — o (AN + -+ + (=1)"0,(A),

ou .
g1 = Z)\Z, 09 = Z )\i)\ja goe oy Onp = )\1)\2)\n
i=1 1<i<j<n
Par conséquent,
detMigq = Sa(oy, 02, ,0p)

ou Sy est un polynome. Fait remarquable, ce polynome se factorise en un produit de facteurs
irréductibles dont la structure de chacun est décrite entierement par l'action du groupe
symétrique.



3.2 Action du groupe symétrique sur N"
On note &,, le groupe des permutations de {1,2,...,n} et ¢ : &, x N* — IN" 'action
définie par
QO((U, Z)) = (ig(l),ig(g),...,io(n)). (11)

oui = (iy,d9,...,10,).

Cette action laisse invariant les hyper-réseaux Hy, £ = 1,2,3,... qui, rappelons-le, sont
constitués de n-uplets d’entiers naturels dont la somme est égale a k. Elle induit donc sur
les ensembles H; des partitions en orbites :

O(Z) = {<i0(1)7i0(2)7---7io(n)); (S Gn}

Par exemple, pour tout entier naturel non nul &,
1. O((k,0,0,...,0))={(k,0,0,...,0),(0,k,0,...,0),(0,0,k,...,0),...,(0,0,0,...,k)},
2. et si de plus k est multiple de n (k = nl),

oWl tL,....0) = {0,151 ....]0)}.
Il est clair que la dimension de Sym(k) est égale au nombre d’éléments de Hy, :

nn+1)(n+2) - (n+k—1) (n+k—1)!
e = i ECEDR (12)

Pour calculer le nombre d’orbites, on prendra pour chacune d’elle un représentant i =
(11,99, ...,1,) tel que |i| = ket iy > iy > --- > 1,. Ce représentant correspond a une
partition de k, ne dépassant pas n parts. Par conséquent, le nombre d’orbites de Hj, est égal
au nombre de partitions de k£ ne dépassant pas n parts.

Soient p, (k) le nombre de partitions de l'entier naturel k en au plus n parts et p, (k) le
nombre de partitions de k£ en au plus n parts inférieures ou égales & m. D’apres [2, p. 33],
les nombres p,, ,,(k) sont définis par la fonction génératrice :

Gon®) = Oy = L e (09

Sachant que les parts d’une partition de k£ ne dépassent pas k, on a :

pn(k) = pui(k).

De maniere générale, pour obtenir tous les p,(k), on fait tendre m vers U'inifini.

o0

1 — ¢mtn
Proposition 3 Le produit g,(t) = H T converge pour tout t € I =] — 1, 1].
m=1

10



© tm _ pmtn

Preuve.  Pour tout n fixé, la série Z T est absolument convergente sur I (par
m=1

comparaison avec la série géométrique de terme général |¢t|™). La proposition 4.10.1 [1, p.157]
permet de conclure. En fait,

Proposition 4 La somme partielle d’ordre k de la série 1 + an(k)tk est égale a la

k=1
somme partielle d’ordre k du développement en série du produit fini

k 1 _ tm-i—n

Il —

m=1

Preuve. Pour le voir, il suffit de remarquer que dans le passage de k a k + 1 du développement

en série entiere du produit
k

H 1 — ¢mtn
ot 1 —1tm
— phtntl
le développement de la fraction BT qui est de la forme

(1 + tk+n+1)<1 + tk+1 4 ) — 1 + tk+1 4.
n’influe pas sur les k premiers termes du développement en série entiere de la fraction

k 1 _ tm-i—n

m=1

3.3 Factorisation de det(My; ) dans Kloy, 09, ..., 0]

L’objectif de ce paragraphe est de présenter une méthode qui permet d’exprimer
det(Mqq) a l'aide des fonctions symétriques oy, 09,...,0,. Pour arriver a cette fin, un
réarrangement des facteurs du produit de l'expression (10) est nécessaire.

Pour cela, nous allons regrouper dans l'expression (10) les facteurs en les \; par orbites
d’indices. D’ou :

det(Migq) = H H <j1)\1 + JaAg + - +jn)\n>
il + fi2 + P + Zn — k (j17j27"'7jn)€o(i17i27"'7in)
i1 2 0g 220, 20

Dans l'expression précédente, chaque crochet nous fournira un facteur irréductible (il y en a
pn(k) facteurs) dans Koy, 09, ..., 0,]. Voici quelques exemples de ces facteurs.

11



1. lorsque la partition de k est (k), le facteur est :

H (jl)\l + Jodg + - +jn)\n) — k‘"det(A);
(J1,92,--,Jn)€O(K,0,...0)

2. si k est un multiple de n (k = nl), (I)(I)---(l) est une partition de k et alors,

II (id + ada + -+ jukn) = [Trace(A);

(41532523 ) EO(LL,...1)
3.sik =u+ (n—1)v, u < v),lapartition (v,v,...,v,u) correspond au facteur

[udi +v(Aa+ -+ A)][uds +F (A1 + A3 -+ A)] - - [udn F (A + -4+ Asd)]
= [(u — v)A; + v Trace(A)][(u — v) Ay + vTrace(A)] - - - [(u — v) A, + v Trace(A)]
= v" [Trace(A)]" + v (u — v)[Trace(A)]" 1o, + 0" (u — v)*[Trace(A)]" 20y

+ o+ v(u—v)" Trace(A)] o1 + (u—v)"0,,.
)

Définition 2 On appelle longueur d’une orbite O(iy , iz, ... , i,) le nombre de ses éléments.

Ce nombre est noté :
8O(iq, o, -y dn).

Deux orbites sont dites de méme type si elles ont la méme longueur.

Les longueurs d’orbites varient entre 1 (lorsque les n parts de la partition sont égales) et
n! (lorsque les n ou n — 1 parts de la partition sont distinctes deux a deux). De maniére
générale,

Lemme 1 Soit k = (k1) - (k1) (ks) - - (ko) (k) - -- (ki) une partition de k enr = ry+7ry+
-+ 1 parts tel que r < n. La longueur de l'orbite O(k) est égale a

~ n!

HO(F) =

il ool (n — 7)!

On fait remarquer que n — r correspond au nombre de zéros dans le multi-degré représenté
par la partition k de k.

Proposition 5 L’expression
H (1A + Joda + -0+ Jnn)
(J1,42,--3Jn)EO(i1,i2,...in)

est un polynome irréductible dans Kloq, 09, ..., 0,].

Cela vient du fait que l'orbite, en tant qu’ensemble &,,-invariant, est minimal au sens de
I'inclusion.

Maintenant que nous avons obtenu la factorisation du déterminant det(Mp, ) en p,(k) fac-
teurs irréductibles dans K[oy,09,...,0,] , étudions la structure de chacun de ces facteurs
qui dépend de la longueur de I'orbite.
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Remarque 1 A la longueur | de Uorbite O(iy, ia, ..., i,) tel que iy + iy + -+ + i, =d
correspond le type de facteur :

H (1AL + Jada + -0 +inAn) = Z Ao ,00,0m (d) 07" 03° - o™
(jl,j27...,jn)eo(i1,i27---in) Z?:liai:l
A chaque orbite O(k) de longueur {O(k) correspond un type de facteur E (k) de

“degré” ﬁO(l%) Les zéros de ces facteurs sont les multi-degrés de longeur la valuation d de
la série formelle cherchée. Il y a autant d’équations que de longueurs. A Chaque longueur,
on associe une équation d’amorcage :

By (0) = 0
en (ki, ko, ..., k,) € IN" et a coefficients dans K[oy, 09, ..., 0,].

On peut alors regrouper les résultats précédents en :

Théoréme 1 Le systeme différentiel (1) admet une intégrale premiére formelle si l'une des
équations d’amorcage précédentes admet une solution.

Remarque 2 On sait que lorsqu’une série formelle F' est une intégrale premiere de (1)
alors, quelle que soit la fonction ® : €C — €, différentiable, ® o F' est encore une intégrale
premiére de (1). En particulier, si cette fonction ® est la puissance k-iéme. Par conséquent,
tout facteur irréductible Q2 (correspondant a lorbite de (r1,7, ..., ry) présent dans det(My. ;)
se retrouvera dans det(Mp, ) pourl = 1,2,.... En effet, le facteur (I2) correpond a l'orbite
de (Iry,lrg, ... lry).

Une conséquence de la remarque précédente est :

Remarque 3 le déterminant de A (qui correspond au degré 1) est facteur de tous les
déterminants det(Mj, ).

4 Cas des systemes de dimensions 2 et 3
4.1 Cas des systemes de dimension 2

d
Pour chaque degré d, il existe <{§J + 1) orbites O(d; dy) telles que dy + dy = d. Ici

| . | désigne la partie entiere. On distinguera deux types :
Premier type : O(d; dy) est réduite a un singleton :
Nécessairement d est pair et di = dy = 5 Le facteur correspondant a l'orbite est :

g Trace(A).
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Second type : O(d; d2) contient deux éléments :
Evidemment, d; # d,. Dans ce cas,

(did + dodo)(dody + dido) ::<ﬁ@(@g2+(&f)+—Q@f-%ugﬂ<xmg
- (hdg(A1+w&)2-+ Qh —(h)Z(AP&>

= dydy (Trace(A)>2 + <d1 — d2)2det(A).

Ainsi, pour n’importe quel degré total d, nous pouvons prévoir et calculer les facteurs
irréductibles de det(M[q,q). Pour cela, on distinguera les cas ol d est pair ou impair.

Théoreme 2 Une condition nécessaire d’existence d’une intégrale formelle de valuation d
pour le systéme (1) est :
1) Si d est impair

2
I1 M@@mW@—um—@%mm=w,
d+dy = d
d1>d2

2) si d est pair :

d 2
5 Trace(A) H [dldg (Trace(A)) + (d1 — d2)2 det(A)] = 0.
d1 + d2 - d
dy > ds

Corollaire 3 Une condition nécessaire d’existence d’une intégrale formelle réelle de valua-
tion d pour le systéme (1) a coefficients réels est :

1) det(A) <0, st d est impair;
2) Trace(A) =0oudet(A) < 0, sid est pair.

Grace aux bases de Grobner (voir 'annexe 1), nous obtenons les expressions des premiers
déterminants (ot 0 = det(A) = o et J = Trace(A) = oy) :

det(Mpp) = 407,

det(Mg) = 96(2J%+0),

det(Mpg) = 326J(40+3J7%),

det(Mis5) 256 (6 +6J%) (90 +4.J%),

det(Mis.q) 4328 J (2% +0) (166 + 5 J?),
det(Mpqz) = 495256 +6J%) (6+12J%) (95 +10J?),
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det(Migg) = 10246J(46+3J%) (360 +7J%) (46 +15.J%),

(
det(Mgg) = 7290 (0+20J%) (490 +8J%) (2J% +0) (258 + 14 J?),
det(Mpo 1) = 80008J (98 +4J%) (0+6J%) (168 +21J7) (646 +9.J?%),
det(Mpui1m) = 1216(6+30J%) (90 +28J%) (250 +24 J%) (495 + 18 J?)

(816 +10.J7),
det(Mpg1) = 49766467 (10068 + 11.J%) (2% +6) (40 + 35 J%) (166 + 5 J?)

(46 +3J7%),

det(Mpziz) = 1696 (6 +42J7) (90 +40J%) (814 +22J%) (495 + 30 J?)
(1216 + 12 .J%) (256 + 36 J?),

det(Mpg 1) = 87808.J0 (646 + 33 %) (256 +6.J%) (96 + 10 J%) (6 + 12 %)

(1446 + 13 J*)(16 5 + 45 %),

det(Mps5) = 4556258 (2J°+68) (6 +6J7) (90 +4J7) (496 + 44 J*) (6 + 56 J?)
(1696 + 14 J*)(121 6 + 26 J?),

det(Mpg i) = 524288.J0 (1966 + 15.J7) (366 + 7J%) (46 + 15J%) (1008 + 39.J%)
(40 + 3J%)(46 + 63J%) (365 + 55.J2).

4.2 Cas des systemes de dimension 3

D’apres I'étude générale, pour un degré donné d, nous avons trois types de décompositions
en partitions (ou de facteurs) :
Premier type : O(d;,ds,d3) est de longueur 1. Nécessairement d est un multiple de 3 et

d
di = dy = d3 = 3 Le facteur correspondant est évidemment

301
Deuxieéme type : O(d; ,ds,d3) est de longueur 3. Dans ce cas :
d=2dy +dy; ou d=4d; + 2dy avec d; > ds.
Le facteur est
(dy —dy)* 03+ dyd3 0} —dy (dy — dy)? 0000 si d = 2dy + dy
(dy —dy)? o3+ dyd? 0 —dy (dy — d1)? 0900 si d = dy + 2ds.

Troisiéme type : O(d;,ds,d3) est de longueur 6 et d = dy + dy + d3, di > dy > ds.
Le facteur correspondant est :

(3 —dyds — dydy — dszdy + di + d3)* 03 — (dy — d3)* (dy — d3)* (dy — d2)? 0 + d5d3 d5 0

+(dzd3 + didy — 3dsdydy + d5dy) (dyd5 — 3dsdody + ds ds + d3 dy) 03 07
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—dgdgdl (—6d3d2d1<Fd3d%*|‘d§d1<Fd3d%*|‘d%d2<Fd1d%*|>d§d2)0'20'i1

(Bd +dds— AL AR E+2dydyd2+2dy d2dy+2d2 ds dy + dB dy + dy & — 4 d2 AP+

+d§d1 +d3 d?) (d% — d1 dg — d2 d1 — d3d2 +d§ +d§)0'3 092 01

+(=2d5d} —2d3d5 —2d3d} — d5 ds df — didy dy — d5 ds df — d3 d5 dy — d3 dF dy + di dy+

+dyd? +dsds +did; +6didids+dsds — dsds dy + did3)os o

En utilisant la réduction selon la base de Grobner, on obtient :

det(M[Ll]) = O3
det(M[Q,Q]) = —8 03 <0'3 + 09 0'1),
det(Mzg) = —270301(—2705 — 18030201 — 40305 +405 —80507),
det(M[474]) = —5120'3 (Ug+020’1) (—0'3*|>0'20'1—20'%)
(36 05 — 34303 — 42030201 — 270507 — 360307,
det(Ms5) = 12503(03 —40}+20201) (=803 — 305 +4090)
(—2197 03 — 144 0305 + 52030901 — 6405 05 + 144 03)
(=343 02 — 3603 0° — 462030901 — 216035 02 + 36 03),
det(M[(;,G]) == —7464960'30'1 (Ug+020’1) (—270’g—40’§+90’20’1)

(—2702 — 18030901 —4030° + 405 — 803 07)
(—9261 02 — 400 03 0% + 630 03 09 01 — 12503 07 + 400 03)

(—2702 —4030° —360% — 18030901 + 720501 — 350202 +403).

4.3 Cas général

Dans ce qui suit, on présente un algorithme de construction des équations d’amorgage de
degré total d d’'un systeme différentiel polynomial de valuation 1 défini sur K".

Etape 1
Etape 2

Etape 3
Etape 4

Calculer toutes les partitions de I'entierd en au plus n parts
Répartir les orbites associées aux partitions selon leurs longueurs.
Cela donne les types d’orbites.

Pour chaque longueur d’orbite, écrire I’équation d’amorcage en les Ay, . ..
En utilisant les bases de Grobner, réduire ces équations dansK[o, 09, . . .

5 Annexes

5.1 Annexe 1 : systemes différentiels de dimension 2 et de degré

3

La procédure qui génére des polynomes a deux variables z et y, de valuation 1 et d'un
degré donné m, est :

PolHom := proc(m, f) . '
locali; globalz, y;  add(f,_j;* 2™ xy? j =0..m); end proc.
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L’image de la série formelle f(x,y) = Z fij x' 97, tronquée a lordre d, par 'opérateur
Ap est obtenue par degré d’homogénéité gi’alide de la procédure suivante :

EqIntHom := proc(m, d, a, b, f)

locali, j, F1, F2, F3; global P, F,
P := vector(2) ; F :=vector(d+m —1);
P, := add(PolHom(i, @), i = 1..m); P, := add(PolHom(i, b), i = 1..m);
F1 := add(PolHom(i, f), i =1..d);
F2 := collect(diff (F'1, x) * P, + diff (F1, y) x Py, [z, y|, distributed) ;
F3 := convert(F2, 'list’);
for jtod+m — 1do

F;:=0;
foritonops(F'3)do

ifdegree(F3;, [z, y]) = jthen F; := F; + F3; elsenext end if
end do;

F2 := collect(F2 — F}, [z, y|, distributed) ;
F3 := convert(F2, 'list’)
end do;
add(F;, j=1.d+m—1)
end proc

L’éxécution de l'instruction EqlntHom(3, 10, a, b, f), permet d’obtenir tous les F} pour [ =

1,--+,10 et dont la somme donne Ap(f). La procédure EcrMat suivante permet de calculer
les matrices M;

EcrMat := proc(m, d, a, b, f)
locali, jl, je, k, F'1, F2, F3,
global P, F, M, L;
EqlntHom(m, d, a, b, f);
forktod +m — 1do
forifrom k — min(k, m) + 1tok do
M,  := matrix(i + 1, k+ 1) ;
for jcto k dofor jltoi + 1do
M i, = coeff(subs(y = 1, coeff(F, g ®Iet N )
end do
end do;

forjltoi+1do M, ;. ., = coeff (coeff (Fy,, y¥), fiziit1,1-1)
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end do

end do;
Ly, = seq(evalm(M; 1), i = k — min(k, m) + 1..k)

end do

end proc
Le probleme consiste a exprimer les déterminants des matrices Mg 4 a l'aide de la trace
et du déterminant de la matrice A. Pour cela on utilise les bases de Grobner ([3]).

GL := [a[1,0] x b[0, 1] — b[1, 0] * a[0, 1] — delta, a[1,0] + b]0, 1] — J];
GBL := gbasis(GL,plex(a[l, 0], a[0, 1], b[1, 0], b[0, 1], delta, J));

GL := [a[1,0] % b[0, 1] — b[1, 0] * a]0, 1] — delta, a[1,0] + b[0, 1] — J];
GL = [al,O b071 — bl,O Qg 1 — 57 1,0 + bO,l - J]

GBL := [b[0,1]* — b[0, 1] * J + b[1, 0] * a[0, 1] + delta, a[1,0] + b[0, 1] — J];
GBL = [b0712 — bO,l J+ bl,O o, 1 + 5, Qi o + b071 — J]

for i from 1 to 20 do
factor(normal f (det(evalm(My ;))), GBL, plex(a[l,0], a[0, 1], b[1, 0], b[0, 1], delta, J)));

od;
La commande ci-dessus permet de décomposer detMq 4 pour d =1,... 20

5.2 Annexe 2 : systemes différentiels de dimension 3 et de degré

2

Commencons par introduire la fonction qui génére les fonctions polynomiales homogenes

de degré m en les coéfficients f et variables z, y et z.

PolHomT := proc(m, f)

locali, SS; globalz, y, z, ff;
:= collect(add(add( frn_g j_; 2™ Fy*=D20 j = 0.k), k =0..m), [z, y, 2], distributed
k=34,

end proc
Cette fonction nous permet d’écrire le systeme différentiel de dimension 3 et de degré 2.
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L’image d’un développement en série entiere tronqué a 'ordre k par 'opérateur Ap est
donnée par la procédure suivante :

FEqIntT := proc(m, k, a, b, ¢, f)
local;
global P, F,
P :=vector(3);
Py := add(PolHomT (4, a),
P, := add(PolHomT(i, b), i
)

S

);
);
);

7

wSS

i
)0
Py := add(PolHomT(i, ¢), i
F :=add(PolHomT (7, f), i
collect(diff (F, z) x Py + diff
end proc

1..
1.
1.
1.

—
I

cy) * Py + diff (F, 2) % Ps, [z, y, 2], distributed)

Les conditions d’amorcage d’une intégrale premiere sont données par la nullité des parties
homogenes de la fonction Ap(f) :

EqIntHomT := proc(m, d, a, b, ¢, f)
locali, j, F1, F2, F3, dd;
global P, F';
P := vector(3) ;
F :=vector(d+m —1);

P, := add(PolHomT(z, a), i = 1..m);
P, := add(PolHomT(z, b), i = 1..m) ;
Py := add(PolHomT(z, ¢), i = 1..m) ;
F1 :=add(PolHomT(, f), i =1..d);
F2 := collect(diff (F1, z) « P, + diff (F1, y) * P» + diff (F'1, 2) % Ps, [z, vy, 2],

distributed);
F3 := convert(F2, 'list’);
for jtod +m — 1do
F;:=0;
foritonops(F3)do
if degree(F3;, [z, y, z]) = jthen F; := F; + F3, else next end if
end do;
F2 := collect(F2 — F}, [z, y, z|, distributed);
F3 := convert(F2, 'list’)
end do;
add(F), j=1.d+m—1)
end proc

Ainsi EqIntHomT (2, 3, a, b, ¢, f) nous donne les expressions des trois premieres parties ho-
mogenes de Ap(f).
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Vient ensuite ’étape d’associer a ces équations en les coéfficients f les matrices qui nous
facilitent ’analyse et 'obtention des conditions d’amorgage de 'intégrabilité formelle :

EcrMatT := proc(m, d, a, b, ¢, f)
localk, i, [, cc, r1, 2, r3, lx, ly, Iz,
global P, ', M, L;
EqlntHomT(m, d, a, b, ¢, f);
for ktod + m — 1 doforifrom k — min(k, m) + 1 tokdo
M; = matrix(1/2% (1 +2) (i + 1), 1/2% (k+2) % (k+ 1))
end do
end do;
forktod +m — 1do
for i from k — min(k, m) + 1tok do
cc:=1;
for Iz from k by — 1to0dofor ly fromk — [zby — 1to0do
l:=1;
for r1 from:by — 1to0dofor 2 fromi — r/ by —1to0do
Miakl,cc T
coeff (coeff (coeff (coeft (Fy, x, Iz), y, ly), z, k — & — 1Y), fri.v2.i—ri—r2);
l:=14+1
end do
end do;
cc:=cc+1
end do
end do
end do;
Ly, := seq(evalm(M; 1), i = k — min(k, m) + 1..k)
end do
end proc
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Comme dans le cas de la dimension deux, pour exprimer les déterminants des différentes
matrices carrées a ’aide des coeffficents du polynome caractéristique, on utilise les bases de
Grobner.

SySVP = [)\1 )\2)\3 —5, )\1 )\2"—)\1 )\3+)\3)\2+0'2, )\1—|—)\2+)\3—0'1]

G'SysVP = {—(5—)\3024—)\33—)\320’1, _0-2_'_)\22_)\20-1_'_)\3)\2_'_)\32_)\30-1, )\1—|—)\2+)\3—0'1]
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