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Généralisations Du Lemme De Kummer

Jilali Assim et Thong Nguyen Quang Do

Abstract

Kummer’s lemma for the cyclotomic field Q(u,) gives sufficient local conditions
for a unit to be a global p-th power, and can thus be viewed as an early version
of Leopoldt’s conjecture. To study generalizations and converse statements, we
introduce the “Kummer constant” x(F) of a number field F and compute it in
Iwasawa theoretic terms. The vanishing of x(F') gives the desired generalization
and converse of Kummer’s lemma.

Introduction. Soit p un nombre premier impair et soit u, le groupe des racines p-iémes
de 'unité. Le célebre lemme de Kummer (1847) pour le corps cyclotomique K = Q(u,),
est I'une des étapes-clés de la démonstration par Kummer du théoreme de Fermat pour
les exposants premiers réguliers. Il s’énonce ainsi :

Lemme de Kummer (voir [W3] Theorem 5.36). Si le nombre premier p est régulier, le
corps cyclotomique K = Q(p,) vérifie la propriété :

(K)  Toute unité u de K = Q(p,) congrue & un entier de Z modulo p est puissance
p-ieme d’une unité de K.

Deux questions se posent naturellement, qu’on va examiner dans 1’ordre inverse de I'ordre
chronologique :

(¢) Donner une réciproque du lemme de Kummer,

(17) Généraliser le lemme & un corps de nombres quelconque.

Concernant (7), un examen attentif de la démonstration du théoreme 5.36 de [W3]| montre
que la seule hypothese utilisée est la non-divisibilité par p du quotient R,(K*)/+/| D(K™) |,
olt K™ est le sous-corps réel maximal de K, R,(K™) est le régulateur p-adique de K™ et
D(K™) son discriminant. Compte tenu de cette observation, le probleme (z) a été résolu
pour K = Q(u,) par B. Anglés :

(K) <= By(K")/V|DK*)[~1



ou ~ désigne I’égalité & une unité p-adique pres ([A], th. 6.5). La démonstration de [A]
utilise les lois de réciprocité explicites et les unités cyclotomiques de Q(1,), et ne peut
donc pas se généraliser a un corps de nombres quelconque. D’ailleurs, le résultat lui-méme
ne se généralise pas (voir théoreme 2 et corollaire 4 ci-dessous).

Pour le probléme (i7), il faut commencer par reformuler I’hypothése du lemme de Kummer
sur les unités de Q(y,) en la plagant dans le cadre de la conjecture de Leopoldt. En effet,
il est bien connu ([W3] pages 80-81) qu’une unité de Q(u,) est congrue a un entier de
Z modulo p si et seulement si elle est puissance p-ieme locale en la place divisant p. A
ce titre, le lemme de Kummer apparait comme une version précoce de la conjecture de
Leopoldt, qui peut s’énoncer ainsi pour un corps de nombres quelconque F' :

(L) Fe=cF)) Vn>0 YueUy, (ue F*"" Yu|p) = ue Ul

ou Uy est le groupe des unités de F' et pour tout v | p, F, est le complété de F en la place
v (proposition 1). Si F' vérifie la conjecture de Leopoldt en p, on appellera constante de
Kummer de F, notée x(F'), la valeur minimale des constantes ¢(F’) intervenant dans la
propriété (L£). Le lemme de Kummer donne alors une condition suffisante pour que la
constante de Kummer de Q(,) soit nulle. Dans cet ordre d’idées, il a été généralisé par
divers auteurs qui ont traité des corps cyclotomiques Q(p,») ([W1], [W2]), ou d’un corps
de nombres totalement réel et des étages de sa Zy-extension cyclotomique ([O]), et qui
majorent la constante de Kummer de ces corps par des valeurs spéciales de fonctions L
p-adiques ou, ce qui revient au méme a cause de la Conjecture Principale de la théorie
d’Iwasawa, par les ordres de certains modules d’Iwasawa.

Dans le présent article, nous nous proposons, pour un corps de nombres F' quelconque
vérifiant la conjecture de Leopoldt, de donner la valeur exacte de x(F') en fonction d’un
certain module d’Iwasawa, un résultat en général strictement plus fin que les majorations
de Washington et Ozaki (théoréme 1 ci-dessous). Enfin, pour un corps de nombres totale-
ment réel, I’étude de la propagation de la nullité de x(F) le long de la tour cyclotomique
(sous certaines conditions) est liée aux égalités dites du “miroir” (théoreme 4).
Remerciements : 'essentiel de ce travail a été réalisé pendant que le premier auteur
était maitre de conférences invité a Besancon. Il tient & remercier I’'Université de Franche-
Comté pour son soutien financier et les membres de 1’équipe de Théorie des Nombres de
Besancon pour leur hospitalité.

1 Conjecture de Leopoldt et constante de Kummer

On fixe le corps de base F' et le nombre premier impair p, et on leur associe les objets
suivants :

S : I’ensemble des places au-dessus de p et des places archimédiennes de F' ;

U = Uy : le groupe des unités de F';

U:=Ur:=UQ®Z,: le pro-p-complété de U ;



U' = Uy : le groupe des S-unités de F ;

U = /; :=U'®Z, : le pro-p-complété de U’ ;

L (resp L) : la p-extension abélienne non ramifiée (resp. non ramifiée et p-décomposée)
maximale de F';

Afp (resp A%) : la partie p-primaire du groupe de classes (resp S-classes) de F, 1e.
Ap 2 Gal(Lg/F) (vesp. A = Gal(Lyp/F))

M = Mp : la pro-p-extension abélienne S-ramifiée maximale de F' ;

Xrp = Gal(M/F)

Tr = 7}9 : la Z,-torsion de X ;

F : le composé des Z,-extensions de F' ;

Fy : la Zy-extension cyclotomique de F' ;

pour tout n > 0,

F,, : le n-ieme étage de Fio /F, [, '= Gal(Fo/Fr) (I =T9), Go(Fr) := Gal(F (ppe)/Fr)
(Goo == Goo(F)) ;

et pour tout v | p,

F, : le complété de F' en la place v ;

F,:=1mF}/F" : le pro-p-complété de F} ;

Uy : le groupe des unités locales de F ; R

U, :=U, ® Z, : le pro-p-complété de U,. Comme v | p, U, n’est autre que le groupe des
unités principales de F;,.

Enfin, pour tout corps L, p,n(L) désignera le groupe des racines p"-iemes de 'unité
contenues dans L, pi(L) := Up>oppn (L) et w(L) =| p(L) |. Si A est un groupe abélien, , A
désignera le noyau de la multiplication par n et A/n le conoyau.

La théorie du corps de classes global fournit une description de X'z au moyen de la suite
exacte du corps de classes relative a l'inertie :

ﬁF L)prﬁv i)XF —>AF —0 (11)

ou « est I'application naturelle “pro-p-diagonale” et A (Artin) envoie chaque facteur ﬁv
sur le groupe d’inertie en v. La conjecture de Leopoldt affirme que I'application « est
injective. La version suivante de la conjecture de Leopoldt est bien connue (voir e.g. [G],

L], [S], --- )

Proposition 1 Soit F' un corps de nombres et soit p un nombre premier. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

i) la conjecture de Leopoldt est vérifiée pour (F,p)

i1) pour tout entier s > 1, il existe un entier t > 1 tel que

VueU (ueU”, Yo |p) = uelU”
i11) il existe un entier ¢ > 0 tel que

Vn>1,Vuel, (ueU’", Yo|p) = ueU”
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iv) il existe un entier ¢ > 0 tel que

Vn >0, Yu € U, (uEUf,’CJrn, Yo |p) = uelUP

Preuve
i) <= i) : linjection naturelle U — H | U, induit pour tout £ > 1 un homomor-
vlp

phisme naturel oy : U/p' — H ‘ U,/p', qui donne, par passage & la limite projec-
vlp

tive, I'application o : ﬁp—>H | U, et l'on a ker(a) = @ker(at). Pour tous entiers
v|p

t > s > 1, considérons alors le diagramme commutatif :

0 — ker(q) — U/pt =5 H|Uv/pt
vlp

as,t ~L bs,t J/ Cs,t J/
0 — ker(a,) — U/p* =5 H U,/p°
vlp

ou les fleches verticales a4, b+ et ¢; ¢ sont naturelles. Comme la conjecture de Leopoldt est
équivalente & la trivialité de ’homomorphisme a,, pour ¢ > s, ’équivalence i) <= i)
s’ensuit.

i1) = i4i) (voir [L]) : soit r un entier positif tel que p" tue la torsion de tous les U,,
v | p. D’apres i), il existe un entier ¢ > 0 tel que

VueU, (weUP Yo|p) = ueU?" (1.2)

On va montrer par récurrence sur n que c vérifie ii7) :

le cas n = 1 résulte de (1.2). Supposons n > 1 et soit u une unité de F' telle que
(uwe U™, Vo | p). Dapres (1.2), il existe € € Up tel que u =€’ . Ainsi,

u=¢"" = (&P e (U "), pour tout v | p. Grace au choix de 7, on en déduit que
¢ € UP"" soit u € UP". On a bien montré que ii) = iii).

Les implications #ii) == i), 4i1) = iv) et 7v) = i) sont évidentes. Q.E.D.

Remarque 1 Si F' contient u, et admet une seule place au-dessus de p, ou F' ne contient
pas , et aucune place de F' divisant p ne se décompose totalement dans F(u,), il suffit
de vérifier la propriété iii) pour n =1 (voir e.g. [L] 2.2.5).
Définition 1 La constante minimale k = k(F') pour laquelle la propriété

(L) 3Be=c¢(F)>0/Vn>0,YueUs, (ueF"" Yo|p) = uell

est vérifiée sera appelée constante de Kummer du corps F'.



Remarque 2 Washington ([W1], [W2]) et Ozaki ([O]) donnent des magjorations d’une
constante qui peut étre interprétée comme la plus petite constante vérifiant la propriété
i1i) de la proposition 1. En fait, dans un certain nombre de cas , la constante de Kummer
K est aussi la valeur minimale des constantes vérifiant la condition iii) de la proposition
1 : c’est le cas, par exemple, si F' ne contient pas p, ou F' est le corps cyclotomique
Q(ppn) (qui englobent les cas considérés dans [W1], [W2] et [O]). La démonstration est
élémentaire, nous n’entrons pas dans les détails.

Dans le théoreme qui suit, qui est le résultat principal de cette section, nous déterminerons
la constante de Kummer x(F') comme l’exposant d’un certain module d’Iwasawa. Nous
supposerons dans la suite de cet article que le corps F' vérifie la conjecture de Leopoldt
au nombre premier p. Rappelons d’abord la définition du module de Bertrandias-Payan
([BP], [N1], [N2], ... ):

Définition 2 Nous dirons qu’une p-extension (nécessairement cyclique) d’un corps de
nombres F' est infiniment plongeable si elle est plongeable dans une p-extension cyclique
de degré arbitrairement grand.

Par le corps de classes, une p-extension L/F' est infiniment plongeable si et seulement si,
pour toute place v de F', 'extension complétée L, /F, est plongeable dans une Z,-extension
de F, ( [BP], [J], [N2], ... ). Il en résulte en particulier que L/K est non ramifiée en
dehors des places divisant p.

Notons FB” le composé de toutes les p-extensions infiniment plongeables et T = T la Loy
torsion de Gal(FBF/F). Alors F ¢ FBY € M et T = Gal(FB?/F), ot F est le composé
des Z,-extensions de F'. Nous avons besoin de quelques notations supplémentaires qui
seront utilisées dans la suite de cet article :

Notons comme d’habitude X (F) (resp. X (F)) le groupe de Galois sur Fy, de la pro-p-
extension abélienne non ramifiée (resp. non ramifiée et décomposant totalement toutes les
places au-dessus de p) maximale de F.,, Ar (resp. A\%) 'invariant lambda de X, (F') (resp.
X! (F)) (nous supposons que I'invariant mu est nul) et (X (F))° (resp. (X (F))°) le
sous-module fini maximal de X, (F) (resp. X/ (F)). Rappelons que (Xz)° (resp. (X&)°)
est isomorphe au noyau de la fleche naturelle j,,, : A, — A, (resp. Al — A ),
pour m > n > 0, ou encore a celui de j, : A, — Ay (resp. A, — AL), ol
Ap = Ap,, A = A et Ay = A(F) = liQAn avec les morphismes de liaison jy
pour n < m (voir [I], [K]). Enfin, pour tout module d’Iwasawa Y de A-torsion (A := Z,[[T]]
est 'algebre d’Iwasawa), a(Y") (resp. 3(Y)) désignera comme d’habitude ’adjoint (resp.
le co-adjoint, c’est-a-dire le dual de ’adjoint) en théorie d’Iwasawa de Y (voir e.g. [W3|
chap. 15). Rappelons dans une proposition “fourre-tout” les principales propriétés du
module de Bertrandias-Payan 7% dont nous aurons besoin dans la suite :



Proposition 2 1) Les modules T;> et Tr sont reliés a l’aide de la suite ezacte :

0—>,u(F)—>H| wWF) — T — Tp — 0 (1.3)
vlp

2) Soit E = F(pp). AlorsTr = Hom(X! (E), pp=)9> = Hom(X. (E)(-1), Q,/Z,)%>.
3) Si G, = Gal(F,/F), alors Ty = (T, )".

4) Soit Ty, = Too(F) := Wm T, le module de Bertrandias-Payan de Foo. Si F' est totale-
ment réel, alors T (F) vérifie la co-descente galoisienne, i.e. (Too)r = Tr.

Preuve Pour 1) et 2), voir [N1], th. 4.2 et [N2] th 1.2. La propriété 3) est une conséquence
immeédiate de 2). Reste & montrer 4) (voir aussi [B]). Réécrivons la suite exacte (1.3) sous
la forme

00— Wy —Tr —T1Tr — 0.

Par passage a la limite projective, on obtient une suite exacte de A-modules
0 — We(E) — Too(E) — Too(E) — 0.
D’ot, par le le lemme du serpent (G, est pro-cyclique car p # 2)
i 3 Too(B) > — Woo(E) g, — Too(E)g. — Too(E)g., — 0.

Or To(E)> = a(X! (E) (~1))% = 0 par Leopoldt (voir [N1]) et Wy (E)g., = Wr
pratiquement par définition. De plus Too(F)g, = Too(E)r et si F est totalement réel,
Too(E)r = Tr. Q.E.D.

Les suites exactes (1.1) et (1.3) montrent que I’application naturelle 7 — A se factorise
a travers une application induite

¢F : TF—)AF

qui jouera un réle central dans la suite. Les suites exactes (1.1) et (1.3) montrent aussi que
I'image de 9 est le groupe de Galois Gal(FLp/F) et son noyau ker(¢r) est le groupe de
Galois Gal(FBP/FLr). Nous pouvons maintenant déterminer la constante de Kummer
Kk pour tout corps de nombres

Théoreme 1 Soit F' un corps de nombres vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre

premier p. Soit k = k(F) sa constante de Kummer. Alors p* est l’exposant du module
Gal(FPP /FLy) = ker(¢r).

Remarque 3 Si F est totalement réel, F = FoetMDFBYDLFE, DF,. L’exposant
de Gal(FBY JF L) est donc inférieur ou égal a lexposant p¢ de Gal(M/FL,). C’est ce
dernier qui intervient dans la preuve du théoréme principal d’Ozaki ([O]). Ozaki applique
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ensuite directement la Congecture Principale pour donner une expression analytique de
e. Dans le cas particulier des corps cyclotomiques K,, = Q(upn), K, admet une seule
place au-dessus de p et donc KP¥ = Mg(K,,). La constante déterminée dans le théoréeme
1 coincide alors avec celle de Washington ([Wal], [Wa2]) si la conjecture de Vandiver
(affirmant que p ne divise pas le nombre de classes du sous-corps réel mazimal de Q(11,))
est vérifiée au nombre premier p (sinon, elle est plus petite que celle de Washington).

Preuve Notons Z (pour inertie) le conoyau de 'homomorphisme « dans la suite exacte
du corps de classes (1.1), nous avons deux suites exactes :

0—>UF—>H =T — 0 (1.4)

v[p

0 —=I—Xp — Ap — 0 (1.5)

ou I'injectivité de o dans la premiere suite exacte provient du fait que F' vérifie la conjec-
ture de Leopoldt au nombre premier p. En appliquant, pour tout entier n > 1, le lemme
du serpent aux deux suites, nous obtenons les suites exactes

0 — ppn (F —>H ,Up _)p I—U/p" = H U/p (1.6)

0 — pI—spnTs—pnAp —> - (1.7)

(&)

Comme la Zj,-torsion de Z est finie (suite exacte (1.7)), les noyaux ker(a,) (22 coker(f,))
sont bornés (notations de la suite exacte (1.6)). Soit n suffisamment grand pour que p"
tue la torsion Tr. On a pnZ = t(Z) := Z,-torsion de T et le diagramme commutatif

0 — t(Z) — Tr — Ap
0 — W:= H F)uwF) — T — Tp — 0

montre que ker(¢r) = coker(f,) = ker(a,). Il reste donc & montrer le
Lemme 1 p® est l’exposant de ker(w,,), pour n assez grand.

Preuve du lemme. Soit p? 'exposant de ker(cv,), pour n assez grand. Par définition de

k (voir la condition iv) de la proposition 1), p" tue le noyau de o, : U/p" — H | U,/p",
vlp

donc d < k.



Pour montrer I’'inégalité inverse, prenons n > 0 et considérons le diagramme commutatif
issu des suites exactes du serpent (1.6)

0 — W % 42) ™% ker(amid) —> 0
1! 1 p | nat
0 — w I tZ) = ker(a,) — O
Ce diagramme montre que si u mod Urtt e ker(,1q), alors u mod UP" est trivial dans
ker(a,) car p? tue coker(f,iq) = ker(ayiq). Autrement dit, la constante de Kummer x
vérifie la condition iv) de la proposition 1, i.e. d > k. Q.E.D.

Exemples Soit F' un corps de nombres tel que Tr = 0. Alors &, := k(F,,) = 0 pour tout
étage F,, n > 0, de la Zpy-extension cyclotomique de F'. Les exemples standard de tels
corps sont les corps de nombres p-rationnels introduits dans [MN] (ce sont les corps pour
lesquels 7,7 est trivial) qui sont une généralisation des corps cyclotomiques K = Q(u,), p
régulier, et qui vérifient donc le lemme de Kummer (voir aussi [MN] corollaire 2)

Comme conséquence du lemme 1, on a

Corollaire 1 Soit F un corps CM et soit FT le sous-corps réel mazimal de F. Alors
les constantes de Kummer des corps F et F* sont égales.

Preuve Notons k = k(F) et kK7 = k(FT). Soit n un entier assez grand pour que p" tue
Tr et H w(F,). En particulier, p® est 'exposant de ker o, (preuve du lemme 1). Comme
vlp

p est impair, on a, avec les notations + et — habituelles : ker ,, & (ker a,) " @ (ker ov,) ™.
Mais (ker a,)™ 2 ker (o, : (U/p")” — (H U,/p™)~) et lapplication a;, n’est autre que
vlp

I'injection naturelle p(F) — (H wu(Fy))~ (par le choix de n). D’ou (kera,)”™ = 0 (en
vlp
notation additive). En conséquence p* est U'exposant de (ker a,) " = ker(e,f : (U/p")t —

(H U,/p™)"). Comme p est impair, (U/p")t = Up+/p" et (kera,)™ n’est autre que
vlp
le noyau de ’application naturelle Up+/p" —> (H U,/p™)" dont I'exposant est .

vlp

Q.E.D.

Anecdotiquement, on peut se demander si la réciproque de la formulation initiale du
lemme de Kummer est valable :

Corollaire 2 Soit F' un corps de nombres totalement réel tel que Foo N Ly = F. Alors
(i) k(F) =0 si et seulement si Tr = Gal(FBY /F,) = Ap.
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(#1) Si, en plus, aucune place de F' au-dessus de p ne se décompose totalement dans F(p,),
alors k(F) = 0 si et seulement si Tp = Ap.

(¢i1) Si le corps F = Q(u,)" vérifie la conjecture de Vandiver, alors k(F) = 0 si et
seulement si le nombre premier p est régulier.

Preuve L’hypotheése F, N Ly = F signifie que Papplication naturelle vp : T(F) — Ap
est surjective. D’ou (7). La condition de non-décomposition signifie que p(F,) = 1 pour
tout v | p, et donc que Tr = Tp. D’ol (ii). Prenons maintenant F = Q(u,)". D’apres
i1) et la conjecture de Vandiver, x(F') = 0 si et seulement si 7z = 0, i.e. le corps F' est
p-rationnel ([MN]) et I’on sait que cette condition est équivalente a la régularité de p (voir
e.g. [MN]). Q.E.D.

Grace au théoréme 1 et a la formule analytique de Coates ([C]), nous sommes également
en mesure de donner, pour tout corps de nombres totalement réel, la majoration suivante
de k qui généralise et améliore les majorations de Washington ([W1], [W2]) et Ozaki ([O]).

Théoreme 2 Si F' est un corps de nombres totalement réel vérifiant la conjecture de
Leopoldt au nombre premier p, alors :

K no—f RP(F) —1 w(F(:U’P))
pr < . D(F) | ‘p 'H'U|pw(F1])’

ou p"° =| Gal(Lr N F/F) | et pour toute place v divisant p, f, est l'indice d’inertie
absolu en la place v et f = va

v[p

Preuve Nous avons p* <| ker(y)r) |, ol ¢F est 'application naturelle de Tr dans Ap
définie par le corps de classes (preuve du théoréme précédent). Il est clair que Iordre
de l'image de 9 est égal & hr/p™, ou hr est 'ordre de Ap. L’ordre du module de
Bertrandias-Payan T s’exprime aisément en fonction de celui de 7z grace a la suite
exacte (1.3) :

| Tr |=| Tr | w(F)/(] [ w(F))
vlp
Il est bien connu, par ailleurs, que

| T |~ w((F(1p))-he- [T (1 = (N0) ™). By(F)//] D(F) |

v|p

(voir [C] app.). Comme N(v) = p/ et | u(F) |=1, nous en déduisons | ker(¢r) | et donc
la majoration escomptée de p*. Q.E.D.



Corollaire 3 (généralise [A] Theorem 6.5) Avec les hypothéses et notations du théoréme
précédent, k(F) = 0 si et seulement si

Ry(F)//| D(F) | ~ '™ ([ [ w(F)) (w(F ()",
P
ot le signe ~ désigne [’égalité a une unité p-adique pres.

Preuve On a x(F) = 0 si et seulement si ker(¢p) est nul. Or ordre de ce module a été
calculé dans la preuve du théoreme précédent. Q.E.D.

2 Propagation dans la tour cyclotomique de la nullité
de la constante de Kummer

Dans ce paragraphe, nous donnons des criteres de montée pour la nullité de la constante
de Kummer dans la tour cyclotomique d’un corps de nombres F' (totalement réel). Nous
avons besoin de deux lemmes.

Lemme 2 Soit F' un corps de nombres quelconque et soit n un entier > 0. Si (AOO)F"

est fini alors :

Xoo)r,, o )
| (AOO)F" |= % En particulier, si (X5)? =0, | (AOO)F“ =] (Xeo)r, |-

Preuve du lemme On peut supposer n = 0. D’apres la théorie de 'adjoint ([I] ou [W3]
chap. 13), Ay =~ B(Yx) ol Y, est un sous-module d’indice fini de X,. En particulier,
X et Yo, ont la méme série caractéristique f(7°). Il vient :

| (As)t |=] B(Yoo)' |=] @(Yao)r |~ f(0) (car a(Ys)"' = 0 comme sous-module fini d'un

adjoint) et f(0) ~ % Q.E.D.

A partir de maintenant, on suppose (sauf mention du contraire) que F' est totalement réel
et que tous les étages de la tour cyclotomique de F' vérifient la conjecture de Leopoldt en
p. Les constantes de Kummer k,, = k(F},) existent et 1’on se propose d’étudier leur nullité
asymptotique. Pour plus de clarté, mettons ici en exergue quelques conséquences de la
conjecture de Leopoldt pour les corps totalement réels (voir [Gr]) :

i) As(F) — A._(F) ou de fagon équivalente, le noyau de X, (F) — X' (F) est fini. Il
en résulte en particulier que A = X' pour F.,/F.

i) Aso(F)' est fini ou, de facon équivalente, X (F)' (resp. Xoo(F)r) est fini. En
particulier, le lemme 2 s’applique.
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Dans toute la suite, pour F' fixé et pour tout entier n > 1, on notera k, = k(Fy,),
A, =Ap, et T, =Tk, .

Lemme 3 Supposons
(x) LpN Fy = F.

Alors, pour n > 0 fiz€, les conditions suivantes sont équivalentes :
i) kn = 0;

it) k(F) = 0 et Uapplication naturelle jo,, : Ap — (An)
ii') k(F) =0 et jo,, est un isomorphisme;

i11) Kkm = 0 pour tout entier m tel que 0 < m < n.

Gn est imnjective;

Preuve Dans le carré commutatif :

(T)% 2% (4,)%

T T jO,n
YF

TF - AF

la fleche verticale de gauche est 'homomorphisme dual de I'application naturelle
X'(=1)goo(pn) — X'(—1)Go(r) €t est un isomorphisme & cause de 'expression du module
de Bertrandias-Payan comme module de descente (proposition 2 i77)). L’injectivité de 1),
(c’est-a-dire la nullité de k) est donc équivalente a celles de ¥ et jo,. D’olt I'équivalence
i) <= 11). Pour i1) <= i), il suffit de remarquer que si la propriété i7) est vérifiée alors
¥ et 1, sont des isomorphismes & cause de (). Pour i7) <= i4i), jo, est injective si et
seulement si jo ,, est injective pour tout m, 0 < m < n. Q.E.D.

Remarque 4 Le carré commutatif ci-dessus (preuve du lemme 3) montre aussi que si
kn = 0 alors Ky = 0 pour tout entier m, 0 < m < n, indépendamment de I’hypothése (*)
(i.e. de la surjectivité de V).

Dans toute la suite, pour F' fixé, on notera NN; le plus petit entier tel que Fl, vérifie
I'hypothése () du lemme précédent, et Ny le plus petit entier tel que ker(jy,) soit iso-
morphe & (X2 )" 2 (X, )' ™. L'existence de N provient de considérations élémentaires
de ramification, et celle de N, de considérations sur la capitulation (voir e.g. [I] ou [K]).
On pose N = sup(Ny, Na).

Théoreme 3 Avec les hypothéses et notations précédentes, les conditions suitvantes sont
équivalentes :

i) kn = 0 pour n assez grand ;

ii) ky = 0 et Uapplication naturelle jy : Ap — (As)" est injective (donc est un
isomorphisme) ;

iii) kv =0 et (X50)° =0 ;

i) (Xoo)? =0 et Ty — Ay (donc Ty — (Xoo)ry — An).
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Remarque 5 Dans ces énoncés, on peut remplacer N par un entier n supérieur ou égal
a N.

Preuve i) <= i) d’apres le lemme 3.

ii) <= iii) par le choix de N, en remarquant que (X,)? =0 <= ((X5)")'™ = 0.

i) = iv) : par le choix de N et parce que Fy est totalement réel, ky = 0 si et
seulement si Ty — Ay (preuve du lemme précédent). De plus comme F est totalement
réel, Ty — X et, par co-descente, on a (Tyo)ry = Tn - (Xw)ry — An (proposition 2
iv)). Les isomorphismes annoncés dans iv) en résultent.

iv) = i1i) : c’est évident. Q.E.D.

Corollaire 4 Supposons que F' admet une seule place au-dessus de p, totalement ramifiée
dans la tour cyclotomique de F'; alors k, = 0 pour tout n > 0 si et seulement si k(F) =0

et (Xoo(F))" = 0.

Preuve Les conditions de ramification imposées entrainent que (X (F))r, — A, pour
tout n > 0, donc N = 0 dans le théoreme précédent. Q.E.D.

Remarque 6 Dans le lemme 3 et le théoreme 3, la surjectivité de Uy : Tn—r Ay
joue un role-clé. On peut se demander ce qui subsiste si [’on enléve [’hypothése que F' est
totalement réel :

i) On peut ajouter I'hypothése que (Xo(F))® = 0 (qui est restrictive ; voir e.g. [Gr]).
Les arguments du lemme 8 montrent alors que la nullité de k(F') se propage dans la tour
cyclotomique de F.

i1) Pour les corps C M, on peut toujours se ramener au sous-corps réel mazimal (d’aprés
le corollaire 1). Noter que la propriété iv) du théoréme précédent n’est pas forcément
vérifiée pour un corps CM (voir aussi la fin de la section /).

Si F' est un corps de nombres quelconque, on peut donner la caractérisation suivante de
la nullité des constantes de Kummer dans la tour cyclotomique de F'. Nous avons besoin
d’une notation supplémentaire. Soit

U : Hom(X/ (E), ppe)™ — Ax(F)

E = F(u,) et A := Gal(EF/F)) ’'homomorphisme obtenu par passage & la limite inductive
P
sur les
Y+ Hom(X! (E), ppe) %) — A,

avec des morphismes de liaison naturels (voir preuve du lemme 3). Comme ker(t,) —
ker(,,) pour n < m, le résultat suivant est alors évident
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Proposition 3 Soit F' un corps de nombres quelconque. Alors k, = 0 pour tout n > 0
st et seulement si [’homomorphisme naturel

U : Hom(X! (E), ppe)® — Ago(F)

est injectif

3 Corps CM et invariants d’Iwasawa

Dans toute cette section, on suppose que F' est un corps de nombres totalement réel et que
tous les étages F;, de la tour cyclotomique de F' vérifient la conjecture de Leopoldt. Soient
E = F(u,) et A = Gal(E/F) . On suppose que A est d’ordre 2 (i.e. F' est le sous-corps
réel maximal de E). Ce n’est pas une restriction : pour tout sous-corps totalement réel
de E, il suffit de faire intervenir le caractere pair correspondant x et le caractére miroir
x* = x 'w, olt w et le caractere de Teichmiiller; cela n’apporte pas grand chose & part
des complications d’écriture.

Puisque p est impair, tout module d’Iwasawa Y attaché au corps E = F(u,) se décompose
de facon canonique sous la forme Y = Y+ & Y~ pour 'action de A. Soient A\, A7, N7
et A" les invariants lambda attachés respectivement & Xo(E)", Xoo(E) , X' (E)" et
X'w(E)~ (on supposera que l'invariant mu est nul). Avant de donner le résultat princi-
pal de cette section, il convient de faire quelques rappels sur ”le miroir” qui permet de
comparer les invariants “plus” et “moins” attachés aux différents modules d’Iwasawa. La
proposition ci-dessous sera une conséquence immeédiate de la surjectivité de I’homomorphisme
Yoo : Tw(F) — Xoo(F) et du fait que Too = limHom (X (E), pyee) ™) =
a(X. (E) (-1)). Comme dans le pragraphe précédent, on adopte les notations : T, :=
Tp,, An = Ap, et Kk, := k(F},).

Proposition 4 Soit F' un corps totalement réel tel que F' soit le sous-corps réel mazimal
de E = F(p,). On suppose que linvariant p de Xoo(E) est nul. Alors :

1) X7 > AT + dimg, (Xp)°/p. En particulier, si X'~ = AT alors (Xo(F))° = 0.

2) Les conditions suivantes sont équivalentes :

)N =2

i1) I’homomorphisme naturel oo : Too(F) = Xoo(F') est un isomorphisme ;

i1i) ’homomorphisme naturel 1, : T, - X(F)r, est un isomorphisme pour n assez
grand ;

iv) ’homomorphisme naturel 1, : T, - X (F)r, est un isomorphisme pour tout entier
n>0;

v) Yp ¢ Tr — Xoo(F)r et (Xoo(F))? = 0.

Remarque 7 On rappelle que X\t = X7, mais on écrit A\t dans cette section pour
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souligner le fait qu’on travaille avec le groupe des classes, et non le groupe des S-classes.
On utilisera la notation N dans la section /.

Preuve (voir aussi [B]) Comme p = 0, la premiere assertion et 1’équivalence entre 7) et
i1) découlent directement de la surjectivité de I’homomorphisme 9, et du fait que T, (F)
ne contient pas de sous-module fini non nul, car ¢’est un adjoint (voir [N1], [N2]). Les
équivalences 1) <= iii) <= 7v) sont évidentes, de méme que I'implication ii) = v).
v) = i1) : comme [' est pro-cyclique, le lemme du serpent appliqué & la suite exacte
tautologique 0 — ker 9oy — Too (F') — Xoo(F) — 0 donne par co-descente :

Xoo(F)T — (ker thoo)r — Too(F)r — Xoo(F)r — 0

Mais Xoo(F)" = (X2)" = 0 et Too(F)r = Tr (proposition 2 4v)). v) entraine alors la
nullité de ker .. Q.E.D.

Théoréme 4 Soit F' un corps totalement réel tel que F soit le sous-corps réel maximal
de E := F(up,). Soit N Uentier défini dans le théoréme 3. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) kn = 0 pour tout entier n >0 ;

i) N = A et (Xoo(F))ry — An ;

1) N7 = AT et (Xoo(F))r, — A pour n assez grand ;

iv) X' = AT et les invariants v des systéemes (Xoo(F)r,) et (Ay) coincident ;

v) N7 = At et Uapplication naturelle Ay — ALY est surjective (donc est un isomor-
phisme) ;

vi) N7 = AT et Uapplication naturelle A, — A" est surjective (donc est un isomor-

phisme), pour n > 0.
Notons que ces conditions entrainent toutes que (Xoo(F))° = 0.

Preuve i) <= ii) d’apres la proposition 4 et le théoréme 3, iv).

i1) <= 1i1) d’apres la remarque 5 et le théoreme 3.

i1) <= 1v) : d’apres les formules asymptotiques donnant 1’ordre des groupes X (F)r, et
Ay, (voir e.g. [W3] chap.13), les invariants A et 4 de ces deux groupes sont les mémes, mais
les invariants v peuvent a priori étre différents. Comme X (F)r, — A, pour n > 0,
I'égalité des invariants v équivaut & X (F)r, — A,. L’équivalence i) <= iv) est alors
claire.

i) <= v) : on a déja fait remarquer que I’égalité X'~ = A\t implique (X (F))° = 0. Sous
cette derniere condition, la formule du lemme 2 s’écrit | Xoo(F)r, |=| ALY |. Or, par
le choix de N, Xo(F)r, — Ay < ALY, L’équivalence cherchée s’en déduit facilement.
[’équivalence i7) <= vi) se démontre de la méme fagon. Q.E.D.

Remarque 8 Le conoyau de j, : A, — Al™ a été étudié par plusieurs auteurs (voir
les références de [LMN]). Dans le cas totalement réel, la conjecture de Greenberg entraine

14



la nullité de coker(j,). Cette nullité est automatique si F,, admet une seule p-place,
totalement ramifiée dans F.

Une généralisation raisonnable de la conjecture de Vandiver a un corps de nombres to-
talement réel est la conjecture de Greenberg qui prédit la nullité de A\r. Le corollaire 2 se
généralise ainsi :

Corollaire 5 Supposons en plus que F' vérifie la conjecture de Greenberg sur la nullité de
Ae" = Ap. Alors Kk, = 0 pour tout entier n > 0 si et seulement si X', = 0 (< Ap =0
pour n > 0).

Si F, admet une seule place au-dessus de p, alors X (F)r, — A, pour tout n > 0.
D’ou

Corollaire 6 Supposons que F' admet une seule place au-dessus de p, qui est totalement
ramifiée dans Fy,/F. Alors k, = 0 pour tout entier n > 0 si et seulement si X'~ = A\,

Dans le cas particulier du corps cyclotomique E = Q(u,), Ay = Ag, pour tout entier
n > 0. En particulier, A~ = \'". D’ou

Corollaire 7 Si F' est le sous-corps réel mazimal du corps cyclotomique Q(p,), alors
kn = 0 pour tout entier n > 0 si et seulement si A\~ = A\

Concernant 1’égalité du miroir sans hypothése supplémentaire, on a le critere suivant :

Théoréme 5 1) X' = \" si et seulement si les constantes K, sont bornées.

2) A\~ = AT si et seulement si les constantes k, sont bornées et aucune place de F au-
dessus de p ne se décompose totalement dans F(ji,).

Preuve 1) Si F' est un corps de nombres totalement réel, ’homomorphisme

¥y T, &2 Hom(X_(F), ,upoo)G‘”(F”) — A,

est surjectif pour n assez grand. Rappelons que ¥ est I’homomorphisme obtenu par
passage a la limite inductive :

U Hom(X'o(E), ppe)® — Ag

15



Comme p = 0, il est clair que A~ = AT si et seulement si ker(¥) est fini. De plus,
ker(¥) = lim ker(¢,,) et les morphismes de liaison ker(¢,) — ker(¢;,) sont injectifs pour
m >n > 0. La finitude de ker(¥) est donc équivalente au fait que les constantes &, sont
bornées.

2) 11 est bien connu que X'~ > A" (proposition 4) et A\~ = X'~ + s, ou s est le nombre de
places de F' au dessus de p qui se décomposent dans F(p,) (voir e.g. [I]). Donc, A~ = A"
si et seulement si A~ = X'~ = AT et 2) découle alors de 1).Q.E.D.

!

Remarque 9 Si F' vérifie la conjecture de Greenberg, combinant le corollaire 5 et le
théoréme 5, on voit que : A\ = A" <= X =0ets =0« Tr=0¢ets =0
(proposition 2, 2)) <= Tp = 0 ( suite exacte (1.3) ); i.e. le corps F est p-rationnel

([MN]).

4 Constante de Kummer pour les S-unités

Dans cette section, nous indiquerons brievement comment les résultats des paragraphes
précédents peuvent s’adapter au groupe des S-unités. Rappelons que S est I’ensemble
des places divisant p et des places archimédiennes de F. Si F' est un corps de nombres
quelconque, la suite exacte du corps de classes relative a la décomposition s’écrit :

a

ﬁ\’p—>H ﬁULXF—nél}—m (4.8)

vlp
ou « est I'application naturelle “pro-p-diagonale” et ¢ est le produit des homomorphismes
de réciprocité locaux envoyant chaque facteur F, sur le groupe de décomposition en v. La
conjecture de Leopoldt affirme que 'application « est injective. Ainsi, comme pour les
unités, il existe une constante minimale ' = '(F') > 0 vérifiant la propriété

L) V>0, Vuel', (we """ Y|p) = ueU”

et tous les résultats des paragraphes précédents (hormis le corollaire 1 et les formules
analytiques, c’est-a-dire le théoréme 2 et le corollaire 4) restent vrais en remplagant re-
spectivement k(F), Lp, Ap, Xoo(F), ... par &'(F), L'z, A, X (F), ... En particulier,
p*'F) est I'exposant du module Gal(FZ”/F L"), pour tout corps de nombres F. Comme
L', C L, il est alors clair que x(F') < '(F') mais les deux constantes ne sont pas a priori
égales. Rappelons que pour un corps de nombres totalement réel vérifiant la conjecture
de Leopoldt, AL = A,. Nous adoptons, comme dans les paragraphes précédents, pour
F fixé et tout entier n > 1, les notations : A;, = A% , T,, := Tp, et k;, := &'(F,). D’aprés
la proposition 5 (resp. le théoréme 5) et son analogue pour les S-unités, nous avons alors
le résultat suivant
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Proposition 5 Soit F' un corps de nombres totalement réel tel que tous les étages de la
Z,-extension cyclotomique de F' vérifient la conjecture de Leopoldt. Alors

1) &, = 0 pour tout n > 0 si et seulement si k., = 0 pour tout n > 0.

2) Les constantes k, sont bornées si et seulement si les constantes k,, le sont.

Mais I'intérét véritable de travailler avec les S-unités est que 1’on sera en mesure d’améliorer
le théoreme 3 qui sera vérifié, en plus du cas totalement réel, pour les corps contenant .
Plus précisément :

Théoreme 6 Soit F' un corps de nombres tel que tous les F, wvérifient la conjecture
de Leopoldt. On définit l’entier N comme dans le théoreme 3. On suppose que F' est
totalement réel ou contient p,. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ki, = 0 pour tout entier n>> 0 ;

ii) Ky = 0 et Uapplication naturelle jy : Ay — (AL )'Y est un isomorphisme ;

iii) Ky = 0, (X )° = 0;

i) (X!)° =0 et Ty — Ay (donc Ty — (X! )ry — An).

Preuve La démonstration du théoreme 3 reposait sur deux points-clés : le lemme 3 et la
surjection ¢y : Ty — Ax (qui intervient aussi dans le lemme 3). On peut les remplacer
par les lemmes suivants :

Lemme 4 Soit F' un corps de nombres contenant p, et tel que Ly N Fo, = F; alors pour
tout entier n > 1, | Ty, [>] AL |

Preuve D’apres la proposition 2,
T, = Hom(X4 (F), ppee)' ™ = Hom(X( (F) (=1) /wn, @y /Zy)
oi1, comme d’habitude, w, désigne I’lément de I’algébre d’Iwasawa (1+7)?" —1. Il vient,
prTn = Hom (X (F)(=1)/(wn,p"), Qp/Zp) = Hom((X(F)/(p"wn))(—1), Qp/Zyp)
Par suite | T, |=| X (F)/ (0" wn) |>| A, /p" |=| A, | & cause de la surjection

(X' (F))r, - A'. Q.E.D.

Lemme 5 Supposons que L', N Fy, = F. les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Kk, =0 pourn>0 ;

ii) k'(F) = 0 et Uapplication naturelle jo : A% — (A)" est injective ;

il') '(F) =0 et jo est un isomorphisme.
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Preuve Puisque la démonstration dans le cas totalement réel est analogue a celle du
lemme 3, on va supposer que F' contient p,. Le point de départ est, comme dans le
lemme 3, le carré commutatif :

i)
GT)" == (A"
1 1 )
1/,(1)) , "
p1F — pAF

ou I'isomorphisme vertical de gauche résulte de la proposition 2. Le lemme 4 montre que
1™ est injectif si et seulement si ¢’est un isomorphisme. On en déduit que wﬁf’) (a fortiori
¥,) est injectif si et seulement si 1™ et jéf’,z (a fortiori v, et jo,) sont injectifs. D’ou
i) <= i1). Supposons que c’est le cas et choisissons n assez grand pour que p" tue Tr et
Al Par ce choix de n , Ty — (T;,)%" = (,»T;,)%" (proposition 2). Le lemme 4 montre
que ’homomorphisme injectif wﬁf’") : pnTp — Al est en fait un isomorphisme. Le
carré commutatif :
(T) 22 (ndy) %
T T jO,n

. & A

montre alors que 1) est un isomorphisme et donc que ’application j; ,, est un isomorphisme.
D’ol #) = #7'). L’implication inverse est évidente. Q.E.D.

[’équivalence entre les conditions 7), ii), #i7) et sv) du théoreme 6 découle immédiatement
du lemme 5 et du choix de N. Q.E.D.
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