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1. I ntroduction.

Dans une sie de travaux (voir [Guide-1], [Guide- 1], ... ), nous proposons
le formalisme des mosai ques, des produits en couronne et des produits en ruban pour
décrire, é&udier, manipuler et construire des spécifications dont nous montrons que les termes
représentent convenablement les programmes et leurs processus d'évaluation auss bien (et
cest latout l'intérét de ce nouvau formalisme) dans le cadre de la programmation fonctionnelle
gque dans cdui de la programmetion impérative pour lagudle, jusquidors, les aspects
implicites (effets de bord, traitement des erreurs, gestion des éats ... ) sintégraient mal aux
formaisations antérieures.

Bien qu'une certaine familiarité avec les spécifications agébriques (voir par exemple [Goguen
et a.78] et/ou [Wirsing90]) ou les catégories (voir par exemple [Mac Lanerl]) ne puisse
guader ala compréhension de cette série de textes, aucun prérequis ny est absolument
indigpensable. En effet, nous y procédons progressivement du particulier au générd, en
déaillant un certain nombre d exemples de spécifications de plus en plus complexes, pour
suggérer findement la généraité optimum qui nous parait judicieuse.

A linverse, il nous a semblé indispensable d'accompagner cette série de travaux (qui
condtituent, en quelque sorte, un "Guide de I'Utilisateur" des mosal ques, du produit en
couronne et du produit en ruban en spécification) d'une suite d'autres (congtituant un "Manuel
de Référence") présentant purement formellement, avec cette générdité optimum, "toutes’ les
définitions, "toutes' les méthodes et "tous' les résultats sur lesquels ce Guide de I'Utilisateur se
trouverait aingd rigoureusement fondé : le présent texte est le quatriéme de cette suite d'autres
qui composent ce Manud de Réérence (voir [Ref-1], [Ref-11], [Ref-111] ... ).

Dans cette Quatriéme Partie sont présentés trois des points les plus
fondamentauix (évidemment interdépendants) de la théorie des esquisses projectives.

Le premier de ces points (82) concerne les éclatements (de modéles) et les
représentations (discrétement) fibrantes (d'une esquisse projective vers une autre).
Une exquisse projective E  petite (i.e. Ul -petite, s Ul est un univers préfixé, au sens de
[Ref-1]) éant donnée, on montre que les ééments (appartenant aux ensembles m(E) ,
vaeursde m enlespoints E de E) dun modéeensembliste m: E® ENS Sorganisent

en une nouvelle esquise projective E\'m, appelée I'éclatement de E par m, de sorte
gu'on dispose dors d'une représentation canonique E\m® E.

Inversement, on fournit une caractérisation intrinseque des représentations (d'une autre
esquisse projective vers E) F® E isomorphes aunetelle représentation canonique : on les
appelle les représentations (di scrétement) fibrantes (petites) sur E .



Alors, il y a équivaence entre |la catégorie des modées ensemblistesde E et la catégorie des
représentations (discretement) fibrantes (petites) sur E .

En paticulier, E peut n'ére qu'un graphe acomposition (i.e. une esquisse projective ... sans
cones projectifs distingués) : le résultat obtenu e, aors, "purement fonctoriel™. A fortiori, et
plus particulierement encore, E  peut n'ére quune smple catégorie (i.e. une esguisse
projective sans cones projectifs dictingués et dont le support et ... une catégorie) : on
récupere, de la sorte, un résultat "purement fonctorid" e "purement catégorique' tres
classque.

Le deuxieme des points que nous présentons (83) concerne les contre-modeles (et
les lemmes) de Yoneda, d'abord pour les prototypes projectifs, puis pour les esquisses
projectives (83)

Un prototype projectif localement petit P éant une esquisse projective dont le support P.
est une catégorie et dont les cones projectifs distingués sont des cones projectifs limites, les
classiques foncteurs représentés (par les points P de la catégorie P ) Home (P .-
): P ® ENS sont évidemment sous-jacents aautant de modeles ensemblistes de P. On
en déduit immédiatement que le classique foncteur contravariant plongement de Yoneda
P -® Fonc (P,Ens) s resrent en un fonctewr  contravariant
P -[® Mod (P.Ens), puis que ce foncteur contravariant est sous-jacent aun contre-

modéle P-[® Mod (P,Ens ), dit de Yoneda et intrinséque au prototype projectif P.
Alors, il est facile déablir que ce contre-modele est plein, fidele et dense.

Plus générdement, § E est une esquisse projective petite, on sait (voir [Ref-11]) quele
engendre un prototype projectif petit (donc localement petit) ProtopG(E) et qu'on dispose
dune représentation canonique E® ProtopG(E), de sorte que le foncteur
Mod (ProtopG(E ),Ens )® Mod (EEns) qudle induit est un isomorphisme. Par
composition, on obtient donc un nouveau contre-modéle :

E® ProtopG(E)-/® Mod (ProtopG(E ),Ens )® Mod (E .Ens),

encore dit de Yoneda, mais seulement relatif al'esquisse projective E (i.e rdatif au mode
de construction de ProtopG(E) apartir de E, puisquen générd, mémes E=P estun
prototype projectif, P et ProtopG(P) ne sont qu'isomorphes, de sorte que les contre-
modeles de Yoneda intrinseque et rdaif a P ne sont que naturellement équivalents).
Alorsil apparait que, méme s ce contre-modée n'est, en générd, ni plein ni fidele, il demeure
dense.

Enfin, le troiséme point que nous déaillons (&84) a trait au théoreme du modéle
engendré (dont on peut trouver des démondrations bien antérieures fort différentes, i.e. plus
"sémantiques’, en [Ehresmann67d], [Ehresmann67b], [Foltz69], [Burroni70], [Lair87]
notamment), théoréme qui générdise (comme souligné initidement par C. Ehresmann) le
classque "théoréme du faisceau associé' de la théorie des faisceauix (et fréquemment référencé
sous cette appellation - bien que réductrice - ala suite de ses travaux).
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S E est une esquisse projective petite et s m:E® ENS en est un moddle, on peut
étendre E en une nouvelle esquisse projective petite E > m en goutant & E  un nouveau
point En,, puis autant de fleches de projections de ce point versles points E de E quilya
dééments dans m(E) , enfin en disinguant le cone projectif (indexé par E \ m) aing obtenu.
Alors, il e fadile déablir que le foncteur Mod (E 0> mEns )® Mod (E Ens),
induit par la représentation injection canonique E® E [> m, et une équivaence et que le
contre model e (obtenu par composition avec le contre-modele de Y onedareatif a E (1> m) :

E>m-|® Mod (EO>mEns)® Mod (E.Ens)

envoie E;, sur un modeeisomorphea m.

Maintenant, 9 r :E® E' est une représentation de E  vers une autre esquisse projective
petite, on peut congruire I'esquisse projective petite E' (> m, somme fibrée de E (> m
avec E' au-dessus de E. Alors, le foncteur
Mod (E' 0> mEns)® Mod (E' |[Ens), indut par la  co-projection
E'® E'[l> m, et une équivdence et on prouve que le contre modée (obtenu par
composition avec le contre-modee de Yonedardétif a E' [> m) :

E'D>m-® Mod (E' > mEns)® Mod (E' Ens)

envoie le point E', ., image de E,, par la co-projection E[>m® E'[> m, sur un
modde qui et librement engendré par m le long du foncteur
Mod (E' .Ens)® Mod (E,Ens), induit par la représentation r :E® E'. Aing, ce
foncteur a un adjoint agauche.

C'egt évidemment la nature méme dun Manuel de Référence que de ne pas
toujours ére dune lecture Iénifiante. Nous n'avons guére pu échapper acette régle, mais le
lecteur trouvera dans la série de textes congtituant le Guide de I'Utilisateur, évoqueé plus haut,
de nombreuses motivations et de nombreux exemples.

C'est égdement la nature méme dun Manud de Référence que d'étre auss auto-contenu que
possible, en permettant aing la recongtitution de "tout” ce qui est techniquement nécessaire
sans devoir recourir ade trop diverses sources dinformations, souvent implicites ou ambiglies.
C'est ce aquoi nous nous sommes agtreints : on peut donc lire ce travail sans autre pré-requis
gu'un minimum de familiarisation avec les usages les plus courants en théorie des catégories.
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2. Fibrations, modées et éclatements.

2.1. Fibrations.

21la. S E & F sontdeux esquisses projectives, on dit qu'une représentation
p:F® E estunefibration (discréte) ou encore quelle et (discrétement) E-fibrante s :

pour tout point F de F et pour tout point E de E , lacondition suivante et vérifiée

* pour toutefleche e:p (F)® E de E, il exigeunet unseul point (e//p) (F)
de F euneetuneseulefleche (e/-p)(F):F® (e//p)(F) de F tdsque
p((el-p)(F))=e, comme représenté ci-dessous :

n $!
(?e//IO)(F)
W)E(F)
F F
- |F z - |F
Jp lp
E E

autrement dit :

* lediagramme (d'gpplications) qui suit est un produit fibré :
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seldom (F )

AF) Pt(F)
A () Pt (p)
AE) seldom (E ) PE)

pour toute fleche f de F, la condition suivante ext vérifiée:
* 9 p(f) et unefléecheidentitéde E, dors f est uneflécheidentitéde F,
autrement dit :

* lediagramme (d'gpplications) qui suit est un produit fibré :

Flld (F ) AF)
Flid (p) A (p)
Flld (E) i AE)

pour tout couple (f;,f,) de fléches consécutives de F , lacondition suivante est vérifiée:

* 3 (p(f),p (f2)) est un couple composable de E, dors (fy,f2) est uncouple
composablede F,

autrement dit :
* lediagramme (d'gpplications) qui suit est un produit fibré :
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CComp(F ) CCons(F)

CComp (p) CCons(p)

CComp(E) i CCons (E)

pour tout graphe acomposition B , la condition suivante est vérifiée::

* pour tout foncteur b :B ® E et pour tout cone B -projectif c, de base
pob:B® E, digingué dans E, il exige un unique cone projectif
(c--p)(b), debase b, didingué dans F,td que p((c--p)())=c,
comme représenté dans la figure ci-dessous :

n $!

c--p)(b)
S g

autrement dit :
* lediagramme (d'gpplications) qui suit est un produit fibré :
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basedist (B ,F)

CPDist(B F) Fonc (B F)
CPDist(B ,p) Fonc (B ,p)
ist(B B
CPDist(B E) besedi (B E) Fonc(B ,E)

21b. S E,F, e F, sonttrois esquisses projectivesets p;:F,® E et
p.:F,® E sont deux représentations, on dit qu'une représentation t 1 F; ® F, définit un
E-triangle (commutatif de représentations) (P1.t,p2):p1-N® p, de p; vers p, et
de base t (et on note plus smplement t" = (p1,t,p2) :p1-N® p-, sil n'y apasrisque
d'ambigui té) 5 :
P2ot =pg,
autrement dit, S :

le diagramme (de représentations) ci-dessous commute :

t
F F,
E

En paticulier, s p;:F,® E e p,:F,® E sont deux représentations E-
fibrantes, on dit que t" : p; -N® p, estun E-triangle E-fibrant.

21c. S E,E' e F' sonttrois esquisses projectiveset s r :E® E'
p':F'® E' sont deux représentations (quelconques), onnote r * p ' (ou méme, pafois,
r*p'=g” g F', sil ny a pas risque dambigui t€) I'esquisse projective produit fibré
canoniquede r avec p', i.e I'esquisse projective évidemment obtenue lorsgqu'on impose
que:



sespointssont les [E,F'],ou E etunpointde E,ou F' etunpointde F' etou
rE)=p'(F"),

ses fleches sont les [e,f'] :[E1,F'1]® [E:,F'2],0u e:E;® E, e unefleche de
E,ou f'":F'1® F', etuneflechede F' etou r (e)=p'(f"),

ses fleches identités sont les [e, f'] :[E,F '] =® [E,F'],ou E est unpoint de E, ou
F' estunpointde F',ou e:E=® E et uneflecheidentittde E,ou f':F'=® F'
est uneflecheidentitéde F' etou r (e)=p'(f'),

ses couples compaosables sont les

(&, f'1][enf2]),

ou (e, e) estuncouplecomposablede E, ou (f'y,f',) est un couple composable de
F'etol (r (e)r (e))=(p"(f1)p'(f2)), etdorsona:

[&,f2] &, f'1]=[e-&,f'2 f1],
ses cones digtingués sont les:
[c.d']=([c (B).,d" (B)]:[c ,d" ]® [c(B).d'(B)])eiB
ol B et un graphe acomposition, ol c= (¢ (B):c ® c(B))si B etunconeB-

projectif distingué de E, ou d'=(d' (B):d' ® d'(B))si B e un cone B-
projectif distinguéde F' etou r (c)=p'(d").

Alors:
on note:
r*p':r*p'® E
la représentation premiere projection, i.e. la représentation évidemment obtenue
lorsqu'on impose que :
e pourtoutpoint [EF'] der*p',ona(r *p")([EF'])=E,
* pourtoutefleche [e,f'] der*p',ona (r *p')([ef'])=¢e,
on note:
r-p'ir*p'® F'
lareprésentation seconde projection, i.e. lareprésentation évidemment obtenue lorsqu'on
impose que :
e pourtout point [E,F'] der*p',ona (r*p")([EF'])=F",
e pour toutefleche [e,f'] der*p',ona (r * p')([ef'])=f",

de sorte que le diagramme (de représentations) ci-dessous est évidemment commutatif (ot on
désignepar r *~p ' sadiagonde) :



En paticulier, il e fecile de vérifier que, § p':F'® E' est une représentation
E -fibrante,dors r *p':r *p'® E est unereprésentation E-fibrante.

21d. S E, E',F'; & F', sont quatre esquisses projectives, s r :E® E',
p1:F1® E',p2:F>® E' sont trois représentations et s t':F'1® F'; edt une
représentation définissant un E -triangle t ' :p ', -N® p ', , onnote:

r*(t'N):r*p'1® r*p'

['unigue représentation rendant commutatif le diagramme (de représentations ci- dessous) :

r*pb,

FIZ

i.e. lareprésentation évidemment obtenue lorsqu'on impose que :
pour tout point [E,F';] der *p'y,ona (r *(t 'N))([E,F'l]):[E,t "(F'1)],
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pour toute fleche [e,f'1] de r *p'l,ona(r*(t'N))([e,f'l]):[e,t'(f'l)].
Alors, r * (t 'N):r *P'® r*p'y, définit évidemment (par congtruction) un E-triangle :
r ) =) p R p
En paticulier, s t'N:p-N® p, et un E'-tiangle E -fibrant (e s

p1:F.1® E' e p>:F,® E' sont deux representations E '-fibrantes), alors
r*@t'™):r *p'.-N® r *p', et éidemment un E-triangle E-fibrant.

21le. S E,E',F' sonttroisesquisses projectives, s r;,r,:E® E' sont
deux représentations, s p':F'® E' est unereprésentation E '-fibranteets m:r, b r;
est une métamorphose naturelle, dors:
on note:
m*p'iri*p'®ry*p'’
la représentation évidemment obtenue lorsgu'on impose que :
e pour tout point [EF'] der;*p',ona:
(m*p")([EF'])=[E,(ME)//p)F)I,
* pour toute fleche [e,f'] der,*p',ona:
(m*p')([ef'])=[e, (r2(e)/-p")((m(dom(e))//p ") (dom(f'))],
on note:
m*=p':ry*p'P (ra*plo(m*p')ir,*p'® F'
e pourtout point [EF'] der,*p',ona:
m* p'([EF'])=m(E)/-p)(F").
Aing, (m*p',m* p') e l'unique couple, congtitué dune représentation et d'une
méamorphose naturele, rendant "2-commutatif" le diagramme (de représentations et

méamorphoses naturelles) ci-dessous :
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r{*p'

m* p / ry*=p
m* p'
r,*p' I/ E
r,*p’
ry>p'
pl
r,y™p
M
E n E
rs

i.e.oliona:

(rz*p’)o(m*p')=(r.*p’)

Mo(ryp')=p'o(mM*"p").

En paticulier, la représentation m*p':r;*p'® r,* p' déinit donc un E -triangle E -
fibrant :

m=*p'=m*p)N:ir;*p' -R® r,*p".

21f. S U estununivesets E est une esquisse projective Ul-petite, on dit
gu'une représentation E-fibrante p :F® E est égaement Ul-petites :

F est U-petite.

S U estununivese s E est une esquisse projective Ul -petite, on note
Fib ,, (E) lacatégorie évidemment obtenue lorsquon impose que

Ses points sont les représentations E-fibrantes et 1U[-petites,
ses fleches sont les E-triangles E-fibrants (que I'on compose comme leurs bases).
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Si (U,U") estun couple d'univers emboités,i.e. s U e U " sont deux
universtdsque T W' et UIT W', ets E est une esquisse projective Ul -petite, il
estcdarque Fib , (E) est unecatégorie U *-petite (et localement 1L -petite).

21g. S U etununivers, s E e E' sont deux esguisses projectives Ul -
petitesets r :E® E' est une représentation, on note :

Fib , (r):Fib,(E")® Fib )

le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

pour toute représentation E '-fibrante et Ul-petite p':F'® E',ona:

Fib,(r)(P')=r *p':ir*p'® E,
pour toutes représentations E '-fibrantes e Ul-petites p'1:F'1® E' et
p2:F2® E' et pour toute représentation t':F'; ® F', définissant un E -triangle
E '-fiorat t'M:p'.-N® p';,0ona:

Fib ,(r)@'"):Fib,(r)(p")-N® Fib ,(r)(p%)

r=*t""Yr*pL-R®r—*p,.

S U etununivers s E et E' sont deux esquisses projectives Ul -

2.1.h.
est une

petites, § rq,r,:E® E' sont deux représentations ¢ § m:r, b r,
métamorphose naturelle, on note :

Fib ,(m):Fib ,(1)p Fib(r.):Fib,(E")® Fib(E)
latransformation naturelle évidemment obtenue lorsqu'on impose que :
pour toute représentation E '-fibrante et Ul -petite p':F'® E',ona:

Fibu(m)(pl):Fibu (rl)(p')® Fiblu[(rZ)(p')

m*p'=m*p)Nir,*p' -R->r,*p'.
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2.2. Fibrations et modéles.

22a. S U etununives s E est une esguisse projective et [Ul-petite et S
p:F® E et une représentation E-fibrante e Ul-petite, on désigne par
E/lp:E® Ens le modée canoniquement associé a p , i.e. le modée ensembliste et
1U[- petit évidemment obtenu lorsgu'on impose que :

pour tout point E de E,ona:

(E/p)(E)=ENp={F1 Pt(F)/p(F)=E}=p™(E),
pour toute fleche e:E; ® E, de E,ona:

(E/lp)(e):(E/Np)(E) ® (E/p)(E)

ellp :Eillp ® Ellp
Fi [® (e//p)(F.).

22b. S WU es ununivers s E est une esquisse projective Ul-petite, s
p1:Fi® E e p,:F,® E sont deux représentations E-fibrantes et Ul-petites et s

t :F,® F, est une représentation définissant un E-triangle E-fibrant tV:p.-N® p,, on
désigne par :

E/N@N):Elips b Ellp;:E® ENs

I'homomor phisme canoniquement associé a tVie I'nomomorphisme évidemment obtenu
lorsgu'on impose que :

pour tout point E de E,ona:
(E/@EY))(E):(ENpL)(E) ® (Elp2)(E)

E/NtY):Elip, ® Ellp,
. [® t(F).

22c. S U estununiversets E est une esquisse projective et Ul-petite, on

note :
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(E/N-)y:Fib,(E)® Mod (E Ens )
le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

pour toute représentation E-fibrante et Ul-petite p : F® E,ona:
EN-)y(P)=Elp:E® Ens,

pour toutes représentations E-fibrantes et Ul-petites p; :F,® E e p,:F,® e pour

toute représentation t :F, ® F, définissant un E-triangle E-fibrant t" :p;-KN® p,, on
a:

(EN-)y E)Y=ENE"):ENfp1P Ellp,:E® ENS .
2.3. M odéles et éclatements.

23a. S U et ununives § E est une esquisse projective Ul-petite et §
m:E® ENS , estun modéle, on désigne par E\m I'esquisse projective éclatement de
E par m, i.e I'esguisse projective Ul- petite évidemment obtenue lorsgu'on impose gue :
sespointssont les [E,x] ,ou E etunpointde E & x et undément de m(x) ,

sesflechessont les [exi] :[E1 X1 ] ® [Ez, %], 0U e:E;® E, etuneflechede E et
m(e) () =Xz,

ses fléches identités sont les jex] :[EX] =® [E,x], ou e:E=® E es une fleche
identitéde E,

ses couples compaosables sont les:
(leexi] [&2%]),
ou (e;,e;) estuncouplecomposablede E, etona:
[&x] [ax]=[& ex],
ses cones projectifs distingués sont les
[c=([c B)X:[c X® [c(B),mc (B)(X)])siB

ol c=(c (B):c ® c(B))s1B e un cone projectif distingué de E e x estun
éément de (I'mage par m dusommet ¢ de c) m(c ).

Dans ces conditions, on note E\\m:E\m® E la représentation projection
canonique, i.e. lareprésentation évidemment obtenue lorsqu'on impose que :

(E\\m (J[E,x]) = E, pour tout point [E,x] de E\m,
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(E\M) ([exi]) = e, pour toute fleche [ex;] de E\m.
Alors il e facile de véifier que E\\m: E\m® E est une représentation E-fibrante.

23b. S WU es ununivers s E est une esquisse projective Ul-petite, s
m,m:E® Ens, sontdeux moddesets h:mP m est un homomorphisme, on

désgne par E\h:E\m ® E\m la représentation éclatement de E par h,i.e la
représentation évidemment obtenue lorsqu'on impose que :

(E\h)([Ex])=[E,h(E)(X)], pour tout point [E,x] de E\m,
(E\h)(ex:]) =[e h(E1) (%)], pour toutefleche [e:E; ® E;,x ] de E\m.

Dans ces conditions, il et facile de véifir que la représentation
E\h:E\m® E\m défint  un  E-triangle,  é&videmment E-fibrant,
EVh=(E\h)":E\m-N® E\m.

23c. S U etununiversets E est une esquisse projective Ul-petite, on
note

(E\-):ModE .Ens )® Fib , (E)
le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

pour tout modde m:E® ENS ; ,ona:
EWN-)yM=E\m:E\m® E,
pour tousmoddles m, m:E® ENS, et tout homomorphisme h:m P m,ona:
EWN-)y () =ENh:E\m-N->E\m.

2.4. Fibrationsvs. éclatements.

24.a. |l et facilede véifier que :

PROPOSITION 1.9 WUl est un universet s E est une esquisse projective et Ul -
petite, alors les deux foncteurs :
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(EV-), :Mod € Ens ;) 22 Fib, (€):EN-)

définissent une équivalence entre la catégorie des modéeles ensemblistes Ul -petits de E
et la catégorie des représentations E-fibrantes et Ul -petites.

24b. S J et unecaégorieets V et un J-systéme tensorid, on note
V % e J ®-systemetensorid absolument dual (ou absolument opposé) de V ,i.e le
systéme tensorid évidemment obtenu lorsgu'on impose que :

pour toute fleche j de J , ona:
(V) =V,

pour tout couple (j:J® J',j':J'® J") defléches consécutives (donc compaosables)
de J ,ona:

pens (V %, (j1,7)) 1 (V )1 7 (V 72); ® (V) )

pens(V (%)) V" V;® V=)

ViV, @V, Vi %%%8 Vi =V,

(pour smplifier, mais pour éviter toute ambigui té dans la considération smultanée de 'V
et 'V °° on pourranoter :

pens(V ™, (j ) =- A% j - = - A -,
(au mémetitre qu'on a pu noter :
pens(V,(j.i"))=-A; 5 -=-A-)).
Dans ces conditions, il est dlar que § 'V  est quasi-associatif de gauche adroite (resp.
associatif, quasi-unitaire, unitaire, quas-catiégorique, catégorique) aors 'V P est quas-

asociatif de gauche a droite (resp. associatif, quas-unitaire, unitaire, quasi-catégorique,
catégorique).

S J etunecaégorie s q:J ® J® estunfoncteur inversbleets V' estun
J -syséme tensoriel, on note 'V ¥ |e J -systéme tensoriel g-dual (ou g-opposé) de
V ,ie le J-sygéme tensorid 'V TP =(V %), obtenu, a partir de 'V % par
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changement dindexation lelongde q:J ® J ®. Sil n'y apasrisque dambigui té on notera
plussmplement V % =V 4 & on diraplus briévement quil sagit du dual de V .
Clarement, § V est quasi-associdif de gauche adroite (resp. associatif, quasi-unitaire,
unitaire, quasi-catégorique, catégorique), alorssonduad 'V * |'egt auss.

S J estunecaégorie s q:J ® J® esunfoncteurinversbleets V  estun
J -systéme tensorid (resp. un J -systéme tensorid  quasi-associaif de gauche a droite,
associatif, quasi-unitaire, unitaire, quasi-catégorique, catégorique), on dit qu'un J -morphisme
tensorid (resp. un J -morphisme tensoriel quasi-associatif, associatif, quasi-unitaire, unitaire,
quasi-catégorique, catégorique) invershle W:V ® V % egt une g-symétrie (resp. une
g-symétrie quasi-associative de gauche a droite, une g-symétrie associative, une g-
symétrie quasi-unitaire, une g-symétrie unitaire, une g-symétrie quasi-catégorique, une
g-Symétrie catégorique) et on dit, dors, que V  est g-symétrique relativement a W. Sil
n'y apas risque dambiguii té, on diraplus smplement que g est unesymétrieetque Vet
Ssymétrique.

S U est un univers, il est fecile de constater que Comp - et un 1-
systéme tensoriel catégorique (canoniguement) symétrique (puisquiévidemment 1 °=1 et
puisgue les bi-foncteurs :

-10y -2:Comp -~ Comp -

-20y -1:Comp .~ Comp .

sont naturellement équivaents).

24c. S J etunecaégorie s V estun J-sysdémetensorid et A est
un J-systéme V -enrichi, on note A °° le J ®-systéme V *°-enrichi absolument dual
(ou opposé) de A , i.e le systéme enrichi évidemment obtenu lorsgu'on impose que :
pour tout point J de J ,ona:
(AP)=A,,
pour toutefléche j :J® J' de J ,ona:
exp (AP J) L (AP) ;T (APP); ® PL((V ™)),

ep(APj):A; " A,;® Pt(V)),
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AJ' ’ AJ @AJ ’ AJ' ?/4343%%%@) Pt(VJ),
pour tout couple de fléches consécutives (donc composables) (j:J® J'j':J'® J")
de J, pour tout dément A de A, pour tout dément A' de A ;- et pour tout
dément A" de A ;-,ona:
comp(A PP (A" ] LAY LA)) (AP (ATADATL (AP (AVA)® (AP > (A"
A)

comp (AP®,(A",jALJA)) AAAYA A (AA)Y® A (AAY)

comp (A (AJALA"))IAGAA) A A (ATA")® A (AAY)

(pour simplifier, mais pour éviter toute ambiguii té dans la consdération smultanée de A
et A" on pourranoter :
Comp(AopPO’(A "7j I’A"j !A)) = CorrpoppoA" AT LA = Comp opRO ey
au mémetitre qu'on a pu noter :
Comp(A’(A!J !AI!j I’A")) =COMPa,j, A, j, A=COMP )
Dans ces conditions, il est clairques V' est quasi-associdtif de gauche adroite (resp. quasi-
unitaire, quasi-catégorique) et s A et associatif (resp. unitaire, catégorique), dors AP
est associatif (resp. unitaire, catégorique).
S J estunecaégorie s q:J ® J® et unfoncteur inversble s Vet un
J -syséme tensorid et 5§ A et un J -syséme V -enrichi, on note A% leJ -syséme
V T_enrichi g-dual de A ,i.e led -syséme V TP-enrichi A ¥ = (A ™), obtenu,
a patir de A ™, par changement dindexaion le long de q. Sil n'y a pas risque
d'ambigui té, on notera plus smplement A °° = A% ¢ on dira plus briévement quil sagit
dudual de A .
Dans ces conditions, il est dlar que, s 'V et quasi-associatif de gauche adroite (resp.
guasi-unitaire, quas-catégorique) et S A est associatif (resp. unitaire, catégorique), dors
A |'egt auss.
S J etunecaégorie s q:J ® J® esunfoncteur inversble s V' estun

J -sygémetensorid, s W:V ® V ¥ et une g-symétrieet s A e un J -syséme
V -avichi, on note AY 9% le J -syséme V -enrichi Wq)-dual de A ,ieleJ -
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syséme V-emrichi AW 9P =, 1 (A ) | obtenu apartir de A ¥ par changement
denrichissement le long de W . Sil n'y a pas risque d'ambigui t&, on notera plus smplement
A® =AY 9% g ondiraplusbriévement (et de nouveau) quil Sagit du dual de A .

Dans ces conditions, il est dar que, s 'V et quasi-associatif de gauche adroite (resp.
quasi-unitaire, quas-catégorique), s W:V ® V %® eg une g-symétrie quasi-associative
de gauche a droite (resp. quasi-unitaire, quas-catégorique) & s A et associatif (resp.
unitaire, catégorique), dorssondua A% l'est auss.

S U etununivers (rep. s U etununivesets B est un ensamble de
graphes acomposition), Esqp (. 5)* désigne donc le 1-systémeC0mp  -enichi
catégorique  (canoniquement) dual du 1-systéme Comp y -enrichi - catégorique
Esqpucs -

Alors, s (U[,U") est un couple dunivers emboités, il est dair que Esqp ute) ™
Sidentifie auss au 1-systéme Comp ;- -enichi catégorigue (canoniquement) dual du 1-
systeme Com p |, - -enrichi catégorique auquel Esqp (. ) Sidentifie tout autant.

24d. S U" etununives s A estunl-sygemeComp ,  -enichi e
s B etun 1-syséme Cat ;- -enichi (quon identifie au 1-syséme Comp -
erichi qui  Sen déduit pa changement denrichissement le long de
Cat ;.| Comp ), un 1-pseudo-morphisme Comp , -enrichi
G:A® B edcondituépar:

la donnée d'une application Gy Ao ® B,
la donnée, pour tous déments A e A' de A o , dunfoncteur :
Gia(0)(AA"): Aig0)(AA")® Big0)(Go(A),Go(A")),
€t, ce, de sorte que :
pour tous déments A, A' e A" de A, lediagranme (de foncteurs) ci-dessous

"commute a une équivalence naturdle pres’, i.e. on digpose dau moins une équivaence
naturelle (de composition) telle que représentée dans e diagramme ci-dessous :
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Aoy (AA) OA 0y (ALAY

Gig0)(AA) UGig0) (A A" @ Aigo)(AA"

G, AA"
B 0)(Go(A),Go: (A)) OB 40)(Go(A"),Go(A") d(0)( )

m}Bid(o )(GO(A) ;GO’ (A"))

S A e B sont dessystémes associatifs, on laisse au lecteur le soin de définir les 1-
pseudo-morphismes Comp , --enrichis G: A ® B associatifs i.e. pour lesquels la
famille des équivdences natureles de compostion et spécifiée e vérifie des axiomes
"appropriés’ de cohérence.

S A e B sontdessysemesunitaires, onditque G: A ® B est unitaires:

pour tout éément A de A, , le diagramme (de foncteurs) ci-dessous ""commute aune

équivaence naurele prés’, i.e. on digpose dau moins une équivdence naurdle
(d'unitarité) telle que représentée dans le diagramme ci-dessous :

A 0)(AA)

on

@
1z —————>| Gy(0)(A,A)

Uo &(A)m

B i 0)(Go(A), Gy(A))

S A e B sontdessytémes catégoriques, on laisse au lecteur le soin de définir les 1-
pseudo-morphismes Comp - -enicis G: A ® B catégoriques, i.e ala fois

associatifs et unitaires et pour lesquels famille des équivaences naturelles de composition et la
famille des équivaences naturelles dunitarité sont spécifiées et sont soumises a des axiomes
"gppropriés' de cohérence (séparément et entre elles).
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S (UL,U") est un couple dunivers emboités (resp. s (ULL,IU ') est un couple
duniversemboitéset s 1B est un ensemble de graphes acomposition), on note :

Giib, . (. B) :ESqIUI(,les)Op® Cat

le 1-pseudo-morphisme Comp ' -erichi catégorique évidemment obtenu lorsguion
impose que :

pour toute esquisse (1B -)projective Ul-petite E, ona:

(Giiv, . (g o (E) = Fib u(E),

pour toutes esquisses (1B -)projectives Ul-petites E et E ', lefoncteur :

(Giib, . ' p))ice) (E'E):Rep (E.E)® Fonc (Fib  (E"),Fib , (E))

est |le foncteur évidemment obtenu lorsgu'on stipule que :

* pour toute représentation r tE® E',ona:
((GfivaU['1U['(']B’>))id(0)(EI’E))(r):(GfivaU['IU['(']B’)))O(EI)® (G”balU['IU['(']Bi))O(E)

Fib, (r):Fib,(E")® Fib,(E),

* pour toutes représentations ri,r,:E® E' e pour toute méamorphose
naurele m:r,; P r,,ona:

((GtibAU[,IUI‘(, B))id(o)(E "E)) (m) Flb u (m)

(Grib, o (. 5))id o) (ELE)) (r1) Fib, (1)
p = p

((Gfib,lumur(, B))id©) (E I’E)) (ra) Fib u(r2)-

S (UL, est un couple dunivers emboités (resp. s (ULLIU') est un couple
duniversemboitéset s 1B est un ensemble de graphes acomposition), on note :

. op
Grod, i i () ESq . p”® Cat

le 1-morphisme (et donc le 1-pseudo-morphisme) Comp y -enrichi - catégorique
évidemment obtenu lorsgu'on impose que :

pour toute esquisse (1B -)projective Ul-petite E, ona:
(Grod. yy. 1y (. g2 )o (E) = Mod (E Ens u)

pour toutes esquisse (B -)projectives Ul-petites E et E ', lefoncteur :
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(Gmod, . u' (. p))ido)(E'E):Rep (E E")® Fonc (Mod (E'Ens),Mod (E Ens
)

est le foncteur évidemment obtenu lorsgu'on stipule que :
* pour toute représentation r tE® E',ona:
((Gmod, i1, (. 8))id(0) (ELE)) (1) 1(Gmod, . u* (. 8))o (E") ® (Grmod, 1y, u* ()0 (E)

Mod (r Ens ,,):Mod (E'Ens ,)® Mod (E Ens ),

* pour toutes représentations ri,r,:E® E' e pour toute méamorphose
naurdle m:r. b r,,ona:

((Gmod,uyu'(ym))id(o)(E "E)) (m) MOd (m,EnS lU[)

((Gros. (.2 o (EE)) (1) Mod (. Ens ;)
b = P

((Gmodyluuu'm&))id(o)(E I1E)) (I’ 2) Mod (I’ 2 ’Ens 1U[)

24e. S U etununives s A etunl-sygéme Comp - -enichi, s
B estunl-sysemeCat - -enichi unitare (quon identifieau 1-syséme Comp -
erichi  unitaire qui Sen déduit par changement denrichissement le long de
Cat, | Comp, ) s G,G:A®B snt deux 1-pseudo-morphismes

Comp ; -enrichis, une 1-transformation pseudo-naturelle Comp ;- -enrichie
T:Gb G':A® B estcondituée par :

la donnée, pour tout éément A de A o , dun foncteur :
Te (A):12® Big(0)(Go(A),G'0(A)),
la donnée, pour tout dément A de A o , dunfoncteur :
T.(A):12® Big0)(G'o(A),Go(A)),

et, ce, de sorte que :

le diagramme (de foncteurs) ci-dessous "commute aune équivaence naturelle pres’, i.e. on
dispose d'au moins une équivaence naturelle telle que représentée ci-dessous :
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Bii(0)(&(A),Go(A)) OBy (0)y(G'o(A).G(A))

Te(A)OT. M

o
1 B0y (& (A)&(A))
Uo,G(A)(B)

le diagramme (de foncteurs) ci-dessous "commute aune équivalence naturelle pres’, i.e. on
dispose d'au moins une équivaence naturelle telle que représentée ci-dessous :

Uo.c(a)(B)
1. = By 0(G(A)G(A))
1/CEQ 1/E @ Comp...

T, (A)Dm

B 0) (G (A)G(A)) OBy 0 (& (A).GH(A))

le diagramme (de foncteurs) ci-dessous "commute aune équivaence naturelle pres’, i.e. on
dispose d'au moins une équivaence naturelle telle que représentée ci-dessous :
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Aig o)A, AY)

/ \

B, 0y(Go(A).Go(A")) By 0\G(A)G(A"))
@ @
1£0Big(0)(Go(A),Go(A")) Bii(0)(G(A).&G(A")) D1k
Te(A)Did(...) id(...) OTe(A")

B0 (G(A)GH(A) OBy ) (Go(A)GH(A"))

By (0)(&(A)GA)) OBy 0(G(A),Go(A"))

:@> comp .

By 0 (& (A),Go(A"))

S (UL,U") est un couple dunivers emboités (resp. s (UL, ") est un couple
duniversemboitéset s B est un ensemble de graphes acomposition), on désigne par :

. . . . op
Ttibmod, .1 (g) “Grib, g (G g) P Gmod, o () ESq 5P ® Cat

la 1-trandformetion pseudo-naturdle Com p - -envichie évidemment obtenue lorsguion
impose que :
pour toute esquisse (B )-projective Ul -petite E , lefoncteur :

Tribmod, 1 (. g) @ (E):1£® FONC (G, .y (. p) (E) 2 Gmod, . i (.p) (E))

TfimedvIU[vl[,]['(v]B’)) ® (E)l,qg@ Fonc (Fib u (E) ) MOd (E ,EnS lU[))
est cdui évidemment défini lorsgu'on stipule que :
Tribmod, 1y, 1y () ® (E) Q)= (E/-)y :Fib,(E)® Mod (E Ens ),

pour toute esquisse (B )-projective Ul -petite E , le foncteur :
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Tibmod, 1y, 11" (. B) - (E) :1® Fonc (GmOdvIU[le['(vB) (E)’Gfibvlupur(v]&) (E))

Ttibmod, 1y 1y () ~ (E):12® Fonc (Mod (E Ens ), Fib,(E))
et celui évidemment défini lorsguion tipule que :
Ttiomod, 1y 1" G ) - (E)(©)=(E\-), :Mod (E Ens ,)® Fib , (E).

3. Lemme de Yoneda pour les prototypes projectifs et
lemme de Y oneda pour les esquisses proj ectives.

3.1.  Fonctionnalités, visbilités et limites proj ectives.

3l1a. 9§ B et un grgphe a compostion, dors une B -fonctionnalité
f=((fe)ei m(B)., (fo)oi r(B)) estcongtituéepar:
ladonnée, pour point B de B, dun ensamble fg,

la donnée, pour tous points B e B' de B et pour toute flecche b:B® B' de B,
d'une application f,:fg ® fg-,

et, ce, de sorte que :

pour tout point B de B et toute flecheidentité b:B=® B de B ,ona:
fo=id(fs) : fs =® fg,

pour tous points B, B' e B" de B & pour tout couple composable
(b:B® B',b':B'® B") defléchesde B ,ona:

for.by=foofy.

En particulier, s Ul est un univers, on dit quunetelle B -fonctionndité f et U -
petite point par point S :

pour tout point B de B , I'ensemble fz est Ul -petit.

Clarement, les B -fonctionndlités Ul -petites point par point Sidentifient exactement aux
foncteursde B vers Ens .
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31lb. S B et ungraphe acompostion, s f estune B -fonctionnditéets X
est un ensemble, dors une B -visihilité (projective) v:X <|f de X vers f est condtituée
par :

ladonnée, pour tout point B de B , dune application vg: X ® fg, €t, ce, de sorte que :

» pour tous points B et B' de B e pourtoutefleche b:B® B' de B, on
a:foovg=Vvg:.

En paticulier, § U est un univers, les B -vishilités des ensembles U -petits vers
les B -fonctionndités Ul -petites point par point Sidentifient exactement aux cones B -
projectifsavaleursdans EnS , .

31c. S B et ungraphe acompostionet s f est une B -fonctionndité, on
désigne par EnsPCan(f) l'ensemble ("projectif') canoniquement associé a f, i.e
I'ensemble évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

s déments sont lesfamilles (Xg) g1 rt (B ) tellesque:
* pour tout point B de B ,ona xg1 fg,

e pour tous points B et B' de B et pourtoutefleche b:B® B' de B, on
a:

fb(XB):XB'.
Alors, on désigne par  vispean(f) :EnsPCan(f) <|f la B -visibilité (projective)
canoniquement associée a f , i.e. laB -vishilité évidemment obtenue lorsquion impose que :

pour tout point B' de B, I'application vispcan(f )g: : EnsPCan(f) ® fz est cellebien
définie lorsgu'on gipule que :

* pour tout dément (xg)gi p(Byl EnsPCan(f),ona:

(vispean(f)s-) ((xs) 51 e (B)) = Xs- -
En paticulier, § Ul estununivers s B est un graphe acomposition U -petit et
i f est une B -fonctionndité Ul -petite point par point, alors I'ensemble EnsPCan(f) et
évidemment UL -petit. Ains, la B -vighilité vispcan(f) sidentifie aun cone B -projectif &
vdeurs dans ENS |, : il et facile de véifier quil sagit dun cone B -projectif limite de
Ens, .
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31d. 9 B et un graphe a compostion, s f et f' sont deux B -
fonctionndités, § X et X' sont deux ensembleset s v:X<|f e v':X'<|f"' sont deux
B -vishilités, dors une isomorphie i=(i ,(is)si rr(B)):Vv»>Vv' de v vers v' et
constituée par :

ladonnée dune bijection i :X® X',

ladonnée, pour tout point B de B , dune bijection iz :fz ® fg:,
€, ce, de sorte que :

pour tout point B de B ,ona v'soi =izovg,

pour tous points B e B' de B e pour toute flecche b:B® B' de B,ona
f'bOiB:iB'Ofb.

On dit bien entendu que v et v' sont isomorphes sil existe unetdleisomorphiede v vers

V.

Plus précisément encore, S B et un graphe acomposition, s f est une B -
fonctionnaité, § X et X' sont deux ensemblesets v: X <|f e v':X'<|f sontdeux B -
vishilités, une isomorphie i =(i ,(is)si p(B)) :V»>V' de v vers v' ed ditestricteet
définie par (laseulebijection) i :X® X' si:

pour tout B de B ,ona vg=id(fz) : fg =® f5.

Ondit bienentenduque v et v' sont strictement isomor phes sil existe une tdlle isomorphie
drictede v vers v'.

En paticulier, il ext facile de vérifier que :
PROPOSITION 2.9 U estununivers,s B est un graphe acomposition Ul -petit et

s c est uncone B -projectif, avaleursdans ENnS ; , alors ¢ est un cone B -projectif

limite 5i, et seulement s, la B -visibilité alaquelle ¢ sidentifie est isomorphe aune B -
visibilité canonique.

3.1e. S A etunecaégorieets A et A' sont deux pointsde A , rappelons
gu'on on note (trés classquemen) :

Homa (ALA')=A (ALA)={al FIA)|a:A® A'}.

S A,A' et A" sonttroispointsde A ed a':A'® A" estunefléchede A , onnote
(auss classquement) :

Homa (A,a')=A (A,a') :Homa (A,A') ® Homa (A, A")
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I'application évidemment obtenue lorsqu'on impose que :
pour toute fleche a:A® A' de A (i.e. pour tout dément de Homa (A,A')), ona:
(Homa (A,a')) (@)=a'.a.

S A,A' & A" sonttroispointde A es a:A® A' et uneflechede A, onnote
(tout autant classiquemen) :

Homa (8, A")=A (a,A") :Homa (A',A") ® Homa (A,A")
I'gpplication évidemment obtenue lorsqu'on impose que :

pour toute fleche a': A'® A" de A (i.e. pour tout dément de Homa (A',A")), on
a:

(Homa (a,A")) (@')=a'.a.

En paticulier, § Ul est ununivers s A est une catégorie localement U - petite
ets A estunpointde A , on note (trés classquement encore) :

Homa (A-)=A (A-):A® Ens
le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :
pour tout point A' de A ,ona Homa (A-) (A') =Homa (A/A"),

pour tous points A' e A" de A et pourtoutefleche a':A'® A" de A ,ona
Homa (A-) (@') =Homa (A,a') .

S A et A' sontdeux pointsde A es a:A® A' estuneflechede A , onnote:
HomaA (a-) :Homa (A',-) P Homa (A-) :A® Ens

A@-):AA' )b AA-):A® Ens
latransformation naturelle évidemment obtenue lorsqu'on impose que :
pour tout point A" de A ,ona:
Homa (a,-) (A") =Homa (a,A") :Homa (A" A")® Homa (A,A").

31f. S A et une catégoriee § B et un graphe a compostion, s
c=(c (B):c ® c(B))si B €t uncone B -projectif avaeursdans A es A estun
pointde A , il est dar que:
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HomAa (A, c(-))

A Ac()

((Homa (A c(B)))ei r (@), (Homa (A c(b))) o1 v (B))
est une B -fonctionndlité, tandis que :
Homa (A, ¢ (-))

AAc ()

(Homa (A,c (B))) &1 m(B):HomAa (A ¢ ) <|Homa (A, c(-))
es une B -vishilitt¢ de l'enssmble Homa (A,c ) ves la B -fonctionndité
HomAa (A, c(-)) -

En paticdier,§ U estununivers s A est une catégorie localement U -petite,
§ A etunpointde A, B estungrapheacompostionets ¢ est un cone B -projectif,
avaeursdans A et debaselefoncteur b :B ® A ,dors:

le cone B -projectif Homa (A,-) (c) = Homa (A, c) , avaeursdans ENs |, , imagede
c par le foncteur Homa (A-) :A ® ENS , , sidentifie &videmment ala B -vishilité
Homa (A.c (),

sabase HomAa (A-) ob =Homa (Ab) :B ® ENns , sidentifie &idemment ala B -
fonctionndité Homa (A,c(-)) .

3.1.9 |l esttresfacile (et trés classique) d'éablir que :

PROPOSITION 3.9 A est unecatégorie, s B est un graphe acompositionets ¢
est un cone B -projectif avaleursdans A , alors ¢ est un cone B -projectif limite dans
A i, et seulement si, pour tout point A de A, laB -visibilité:

Homa (A c (-)) :Homa (A,c ) <|Homa (A, c(-))

est isomorphe aune B -visibilité canonigue.
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En paticulier, de la PROPOSITION 2 et de la PROPOSITION 3, il réaulte
immédiatement que :
COROLLAIRE. § U estununivers, s A est une catégorie localement Ul -petite, s
B est un graphe acomposition Ul -petit et S ¢ est un cone B -projectif avaleurs dans
A , alors ¢ est un cone B -projectif limitedans A s, et seulement si, pour tout point
A de A, leconeB -projectifimage Homa (A, c) est un cone B -projectif limite dans
Ens, .

32. Lemmede Yoneda pour les prototypes projectifs.

32a. S WU es ununivers, on dit qu'un prototype projectif P est localement
Ul -petit s :
son support P est une catégorie locaement U -petite,

la base-type de chacun de ses cnes projectifs (limites) distingués et un graphe a
composition Ul - petit.

32b. S U estununivers,s P est un prototype projectif localement UL - petit
ed P estunpointde P, onnote:
P(P,-):P® Ens

le modde évidemment obtenu (en vertu du COROLLAIRE de la PROPOSITION 3)
lorsgu'on impose que :

pour tout point P' de P,ona:

P(P-)(P')=P(P,P')=P (P,P')=Home(P,P"),
pour touspoints P' et P" de P ettoutefleche p':P'® P" de P,ona:
PP-)(p)=PP,p"):PP,P)Y® P(P,P")

P (P,p')=Home(P,p") :Home (P,P') ® Home (P,P"),
autrement dit, lorsqu'on stipule que :
oP(P-) =P (P-)=Home(P,-): P ® ENs .

30



Deméme, s U estununivers s P est un prototype projectif locdement U -

petit, s P et P' sontdeux pointsde P e p:P® P' estuneflechede P, ondésigne
par :

P(p-):P(P',-)p P(P-):P® Ens
la méamorphose naturelle évidemment obtenue lorsqu'on impose que :
pour tout point P" de P,ona:
P(p-)(P")=P(p,P"):PP'P")® P(P,P")

P(pP"):P(P'P")® P(P,P")
autrement dit, lorsqu'on stipule que :
oP(p.-) = P (p,-) =Home (p,-) :Home (P',-) P Home (P,-) : P ® ENS .

32c. S U etununivesets P est un prototype projectif locdement U -
petit, on désigne par :
Yonint,, (P): P ® Mod (P,Ens ,,)*®
le foncteur de Yoneda intrinseque a P (et 1), i.e le foncteur évidemment obtenu
lorsgu'on impose que :
pour tout point P de P,ona:
(Yonint , (P)) (P)=P(P,-):P® Ens ,
pour tous points P et P' de P e toutefleche p:P® P' de P,ona:
(Yonirt ,; (P)) (p) =P (p-) :P(P'-) P P(P-):P® ENs .
En paticulier,§ U estununiversets P=A est une catégorielocdement U -
petite (qui Sidentifie bien aun prototype projectif localement U -petit trivid), il est dair que :
Yonint,, (A): A ® Mod (A Ens;)*

Yonint ,, (A):A® Fonc (A Ens ,)*

et le trés classique "plongement de Yonedd' (intrinseque ala seule structure de catégorie sur
A).
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Plus précistment encore, § Ul et ununiverset s P est un prototype projectif localement
Ul -petit (alors sa catégorie support P sidentifie aun prototype projectif locaement U -
petit trivid), il est dlair que le diagramme ci-dessous commute

YW Mod (P,Ensu)0|O

-

. |

m Fonc(P Ens, )*®

3.2d. Prouvonsque:

PROPOSITION 4 ("lemme de Y oneda intrinseque aux prototypes projectifs’). § Ul est un
univers et s P est un prototype projectif localement Ul -petit, naturellement en tout
point P de P et naturellement en tout modéle m:P® ENS |, , on dispose d'une
bijection :

Hommod (¢, Ens ) (Yorint,, P)(P).n) & mP).

PREUVE. En €ffet, naurdlement en tout point P de P e en tout modde
m:P® Ens,; , on dispose de I'application (permettant d'associer intrinsequement a

chague homomor phisme de modéles Yonint,, (P)(P) b m:P® Ens,; uné&ément de
mP)):

homomelemint (P,1m) : HoMmoed (p, Ens ;) (Yonint ,, (P)(P),m ® m(P)
évidemment obtenue lorsqu'on impose que :
pour tout homomorphisme :
h:Yonnt,, (P)P)P m:P® ENSs
ona:
homomdemirt (P,m) (h) = (h(P)) (id(P))

autrement dit :
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h(P): (Yonint, (P)(P)) (P) ® m(P)

h(P):P(P,P) ® m(P)

h(P):Home(P,P) ® m(P)
id(P) [® homomdemint (P,n) .
De méme, naturellement en tout point P de P et entout modde m:P® ENS , ,on
dispose de I'application (permettant d'associer intrinsequement achague élément de m(P)
un homomor phisme de modéles Yonint,, (P)(P)P m:P® Ens , ):
demhomomint (P,m) :m(P) ® Homwmoed (p, Ens ;) (Yonint , (P)(P).m
évidemment obtenue lorsguion impose que :

pour  tout  dément xT mP), la trandormaion  naurdle:
demhomomint (P,m) (x) : Yonint ,, (P)(P) P m:P® ENs,, et cdle évidemment
obtenue lorsqu'on stipule que :

e pour tout point P' de P,ona:
(demhomomint (P,m) (x)) (P") : (Yonint ,, (P)(P)) (P') ® m(P')
(demhomomint (P,m) (x)) (P'):P(P,P') ® m(P")
(demhomomint (P,m) (x)) (P') : Home (P,P') ® m(P")
(p":P® P') [® m(p')(x).

Et il et dar quil sagit bien la e deux agpplications inverses I'une de l'autre. FIN DE LA
PREUVE.

On en déduit immédiatement que :

COROLLAIRE. S WUl est ununiverset s P est un prototype projectif localement
Ul -petit, alors le foncteur de Yoneda intrinsequea P

Yonint, (P): P ® Mod (P,Ens ,,)®

est un foncteur fidele (i.e. "injectif Hom par Hom") et plein (i.e. "surjectif Hom par
Hom").
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PREUVE.S P e P' sont deux points de P, il suffit de condtater que la bijection
(explicitte dans la PREUVE de la PROPOSITION4, ou on prend
m= Yonint ,, (P)(P')=P(P'-):P® ENSs):

Homp (P', P)

(Yonint , (P)(P")) (P)

elemhomomint (P,Yo_nintu P)(P"))

HOM Mod (P, Ensu) (Yonint u (P) (P).Yonint u PP

est laredriction a Homp(P', P) dufoncteur Yonint , (P) . FIN DE LA PREUVE.

En paticulier, § U et ununiversets P=A est une catégorie locaement U -
petite (qui sSidentifie bien a un prototype projectif locdement Ul -petit trivid), la
PROPOSITION 4 n'est ni plus ni moins que le trés classque "lemme de Yonedd'" intrinseque
aux seules structures de catégories. De méme, le COROLLAIRE de cette PROPOSITION 4

exprime tres classquement, dans ce cas, que le "plongement de Yonedd' intrinségque aux
seules gtructures de catégories est plein et fidde.

3.2e. S U estununivers,s P est un prototype projectif localement UL - petit

e¢s mP® Ens, estunmodde (i.e unpointde Mod (P,Ens ,)), ondésigne par
conindint (M le cone inductif intrinseque & m représenté dans le schéma ci-dessous (ou,
pour tout ensemble X et tout dément x1 X, on désigne par <x>:1={0}® X
I'application telleque <x>(0)=x):
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[P.X]

P\m

conindint (m) ([P,x])

Ens Mod (P Ens

ot 1 )

i.e le coneinductif avaeursdans Mod (P,Ens ;) évidemment obtenu lorsquion impose
oue :

sa base-type est le graphe acompostion (dont il est facile de voir que c'est une catégorie)
(P\m)®, dud du support de I'esquisse projective P\ m (éclatementde P par m),

sabase et le foncteur compose :

P\ m® (Yonint (P))*®
P\mM® —>p*® > Mod (P Ens,)

son sommet est lepoint mde Mod (P.Ens ),
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pour tout point P de P et pour tout @ément x de n(P) (i.e. pour tout point [P,x] de
P\m), lafléche :

elemhomomint (P,m) (x) : Yonint ,, (P) (P)® m
est son induction relative a [P,x] .

Dans ces conditions, prouvons que :

PROPOSITION 5 ("densité du foncteur de Y oneda intrinsegque aux prototypes projectifs'). S
U est un univers, s P est un prototype projectif localement Ul -petit et s

m:P® ENs, est un modéle, alors le cone inductif intrinséque associé & m est un
coneinductif limitede Mod (P ,Ens ;).

PREUVE. Il suffit évidemment (par dudité) de prouver que (conindint (M) *® est un cone
projectif limitede (Mod (P,Ens ,)) % . En vertu de la PROPOSITION 3, il suffit donc

dé&ablir que, pour tout modde m': P® ENS |, ,la (P\n)-vishilité:

Hommod (e, Ens ) (conindint (m) * (-),m')

Hommod (p, Ens ;) (Mm')
<|
HoMMod (p, Ens ;) (conindint (m) (-),m")
est drictement isomorphe ala (P \m-vishilité canonique :
vispcan (Hommod (e, Ens ., (conindint (m) (-),m') )

EnsPCan ( Hommod (p, Ens ., ) (conindint (m) (-),m') )
<|
HommMod (e, Ens ) (conindint (m) (-),m') .
Pour ce faire, on procéde comme suit :

a) Supposons que h1 Hommod (p, Ens ;) (MM') ,i.e. que h:m® m' est une fléche de
Mod (P .Ens )).

Alorsil et trivid de vérifier que lafamille de composées:
(h. conindint ([P, X1)) [P, x]T Pt(P\m)
est un dément de EnsPCan( Hommod (p. Ens ., ) (conindint (m) (-),m') ) .
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On dispose donc de I'application :
i :HOMMod (p. Ens ) (MM') ® EnsPCan(Hommod (p, Ens .,y (conindint (m) (-),m'))

h [® (h. conindint([P,X1))[p.x]T Pt(P\m)-
b) Supposons que k= (kip,x;) [P, x]T Pt(P\m) € Une famille appartenant al'ensemble
EnsPCan ( Hommod (. Ens ;) (conindint (m (-),m') ) .

Alors, pour tout point P de P e pour tout dément x1 n(P), ala fléche de
Mod (P .Ens ):

Kep. x) - conindint (m ([P, x]) ® m'

Kip,x - Yonint,, P)(P)® m'
correspond, en vertu de laPROPOSITION 4, un dément :
My, p,x = (homomelemint (P,m")) (k;p ;) T m'(P).
Aing, pour tout point P de P, on dispose de |'application:
Mg p:mP) ® m(P)
X |® mgp «.
Delasorte, il ext facile de vérifier quon définit une métamorphose naturelle :
mampb m:P® Ens
lorsqu'on stipule que :
pour tout point P de P,ona m¢(P)=mx. p:mP)® m'(P).
On dispose donc, maintenant, de I'application:
i'":EnsPCan(Hommod (p. Ens ., ) (Conindint (M) (-),m')) ® HoMmod (p. Ens ;) (Mm')
kK ® m.

c) Il et trivid decpnstater que les gpplications i et i’ sontinverses!'une del'autre et, par
cons&quent, que i et une bijection qui définit I'isomorphie dtricte recherchée. FIN DE LA
PREUVE.

En paticulier, s U estununiversets P=A est une catégorielocdement U -
petite (qui sidentifie bien a un prototype projectif locadement Ul -petit trivid), la
PROPOSITION 5 n'exprime ni plus ni moins que la trés classique "densité du foncteur de
Yoneda" intrinséque aux seules structures de catégories.
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3.2f. Etablissonsque:

PROPOSITION 6.9 U est ununivers, s P est un prototype projectif localement
Ul -petit et s ¢ est un cone projectif distingué (donc limite) dans P, alors le cone
projectif image  (Yonint,, (P)) (c) est un cone projectif limite de
Mod (P .Ens ).

PREUVE. Notons B le graphe acomposition U -petit qui est base-type de ¢ . En vertu de
la PROPOSITION 3, il suffit déablir que, pour tout modde m:P® Ens, ,la B -
vighilité:

HoMMod (P, Ens U)(Yonintu (P) (C, (-)),IT)

HOMMod (P, Ens u)(mU (P)(c )’”)
<|
Hommod (¢, Ens ) ( Yorint ;; (P) (¢(-)).m)
est isomorphe aune B -visihilité canonique.
Pour cefaire, on procede comme suit :

a)La B -vishilitt Hommod (p, Ens ) ( Yonirt , (P)(c” (-)),m) est, en vertu de la
PROPOSITION 4, évidemment isomorphe ala B -vighilité :

m(c (-))

m(c )
<|

m(c(-))
qui sidentifie au cone B -projectif m(c) ,imagede ¢ par m:P® Ens; .
b) La B -vishilitt m(c (-)) e, en vertu de la PROPOSITION 2, isomorphe (et méme
grictement isomorphe) aune B -vishilité canonique (puisque, ¢ éant un cone B -projectif
disinguéde P e m:P® Ens é&antun modéle m(c) estuncone B -projectif limite
de Ens ).

¢) Par composition disomorphies, on peut donc conclure. FIN DE LA PREUVE.
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329g. S U estununiversets P est un prototype projectif locaement U -
petit, on note :

Yonint,, (P):P® Mod (P,Ens )
le modéle évidemment obtenu (en vertu de la PROPOSITION 6) lorsgu'on impose que :
oYonintu (P) = Yonintu P).

Aing :
Yonint , (P):P-|® Mod (P Ens u)

est un contre-moddle de P dans sa catégorie de modéles Mod (P ,Ens ;) : onl'gppelle
le contre-modéle de Yoneda, intrinsequea P (et U[).

3.3. Lemme de Yoneda pour les esquisses projectives.

33a. S U estununiversets E est uneesquisse projective Ul -petite, dors

on sat que :

le prototype projectif ProtopG(E ) , engendrépar E, est Ul -petit (voir [Ref-11, 6.5.c.])

et donc, afortiori, locaement U -petit,

on dispose de lareprésentation canonique (voir [Ref-11, 6.5.c]) :

E | ProtopG(E) : E® ProtopG(E),
Par consaquent, on dispose du foncteur compose :
ﬂlu (E )

E

E | ProtopG(E )

ProtopG (E

Yonint (ProtopG (E ))

Mod (ProtopG(E ), Ens ;) *®
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\I/MOd ((E | ProtopG(E )) ,Ens u) ®

Mod (E Ens,)*
gu'on appelle lefoncteur de Yonedarelatifa E (et ).

3.3b. Etablissonsque:

PROPOSITION 7 ("lemme de Yoneda rdaif aux esquisses projectives’). S Ul est un
universet s E est une esquisse projective Ul -petite, naturellement en tout point E de

E et naturellement en tout modele m:E® ENS,; , on dispose d'une bijection
canonigue :

HoMMod (e, Ens ) (Yon,, (E)(E),m) &8 m(E).

PREUVE. Lefoncteur :
Mod (E | ProtopG (E ),ENS ;) :Mod (ProtopG (E ),Ens ;) ® Mod (E .Ens ;)
éant un isomorphisme (voir [Ref-111, 3.3.d.]), son inverse :
Inv, (E):Mod E Ens)® Mod (ProtopG(E ),EnS ;)

induit (par restriction), naturdlement en tout point E de E & en tout modde
m:E® EnSs , , unehijection:

bij  (E;E,mM

HOMMod (£, Ens ) (m]u EX E),I’T)

8

Hommad (., Ens ) (Iv (E)) (Yon,, (E)(E)),(Inv (E)) (M)

Hommod (., Ens ) (_Yonint u (PrOtOPG (E )) ((E | ProtopG (E )) ( E))’(m"u (E )) (n‘)) :

Mais, d'aprésla PROPOSITION 4, naturdlement en tout point E de E et entout modele
m:E® Ens , , ondisposedelahijection:

homomdemirt ((E | ProtopG (E )) (E),(Inv ;, (E)) (M)
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HOMMod (p, Ens ) (Y(“—nt u (PrOtOPG E )) ((E | ProtopG (E )) (E ))’(mvu (E )) (”))

2
(v E)) (M) ((E1ProtopG (E)) (E))

mE) .

Par composition (de ces bijections successives), on voit donc que, naturellement en tout point
E de E etentout modde m:E® ERS , , on dispose effetivement d'une bijection:

homomelem(E,m)

HoMMod (e, Ens ) ((ﬂ‘u (E)(E )),m)

m(E),
(dont on notera:
eemhomom(E,m)

m(E)
2

HOMMod (e, Ens 1) ((ﬂ‘u (E ) (E ))’n)
I'inverse). FIN DE LA PREUVE.
En paticulier, s U estununiversets E =P est un prototype projectif Ul - petit
(qui est bien une esquisse projective U -petite particuliére), la représentation canonique :
P | ProtopG(P) :P® ProtopG(P)

est évidemment (d'aprés [Ref-111, 3.3.d.]) un isomorphisme. Il induit donc (par restriction),
naturellement entous points P et P' de P, une bijection canonique :

Homp(P,P") & Hom protop () ((P| ProtopG (P)) (P ),(P| ProtopG (P)) (P ")) .

Par conséquent, on dispose dun isomorphisme naturel canonique du foncteur de Y oneda
reldif a P (considéré comme une esquisse projective Ul -petite) versle foncteur de Y oneda

intrinsdguea P (vu comme un prototype projectif Ul - petit, donc locaement UL - petit) :
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Yon,, (P) P Yonirt,,(P): P® Mod (P,Ens ).

Remarquons enfin que, contrairement aux foncteurs de Yoneda intrinseques (et
donc, ausd, contrairement aux foncteurs de Yoneda relatifs) aux prototypes projectifs, les
foncteurs de Y oneda rdlatifs aux esquisses projectives ne sont, en générd, ni fiddes, ni pleins,
Pour sen convaincre, il suffit de supposer par exemple, que :

E et l'esquisse projective ayant un seul point E, deux fleches identités digtinctes
e, & :E=® E, aucune autre fleche, aucun couple de fleches composable et aucun cone
projectif digtingué, aors on a nécessairement :

Yon(E) (&) =Yon(E) (&) =id (Yon(E) (E)) : Yon(E ) (E) =® Yon(E) (E),

et Yon(E): E ® Mod (E Ens ;)® nest donc pasfidele,

E est I'esquisse projective nayant qu'un point E , aucune fléche et aucun cone projectif
disingué, dors id (Yon(E) (E)) :Yon(E) (E) =® Yon(E)(E) nest l'image daucune
flche E® E de E e Yon(E): E ® Mod (E Ens ;)® nest donc pasplein.

33c. S U est ununivers § E est une esquisse projective U -petite et s

m:E® Ens,, est un modde (i.e un point d¢ Mod (E,Ens ,)), on désigne par

conind (M) le cone inductif relatif & m représenté dans le schéma ci-dessous (ou, pour tout
ensamble X et tout dément x1 X, ondésignepar <x>:1={0}® X I'gpplicationtele
que <x>(0)=x):

42



conind(m ([E,x

Ens Mod (E Ens,,)

i.e le coneinductif avaeursdans Mod (E ,Ens ;) évidemment obtenu lorsquion impose
que

sa base-type est le graphe a composition (E\m)®, dud du support de I'esquisse
projective E\'m (éclaementde E par m),

sabase est le foncteur compose :

EF—>

E\mM® — s> E Mod (E Ens,))

son sommet et lepoint mde Mod (E [Ens ),

pour tout point E de E et pour tout dément x de m(E) (i.e pour tout point [E,X]
de E\'m), lafleche :
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eemhomom(E,n) (x) : Yon, (E)(E)® m
et son induction relative a [E,x ] .

Dans ces conditions, prouvons que :

PROPOSITION 8 ("densité du foncteur de Y oneda relaif aux esquisses projectives'). S Ul
est un univers, s E est une esquisse projective Ul -petiteetss m:E® ENs,; enest

un modéle, alors le cbne inductif relatif a m est un cobne inductif limite de
Mod (E .Ens ).

PREUVE. Il suffit de reprendre la PREUVE de la PROPOSITION 5, en y remplacant
purement et Smplement "P" par "E","conindint" par "conind ", " Yonint" par "Yon"
et " homomodemint " par " homomeem".

Par dudité, il suffit donc de prouver que (conind (M) ® et un cone projectif limite de
(Mod (E .Ens ;)) . En vertu dela PROPOSITION 3, il suffit donc détablir que, pour

tout modde m':E® ENS , ,la (E\m-vishilité:

HomMOd (E,Ens ) (Conlnd (n) * (_)'m')

HOoMMod (& Ens ;) (Mm’)
<|
HoMMod (e, Ens ) (conind (M) (-),m")
et grictement isomorphe ala (E \n)-vishilité canonique :
vispean (Hommod (& Ens ;) (conind (m) (-),m’) )

Engacan( HomMOd (E,Ens () (c;a‘“rl:i (n) (-)1m' ) )
<|
HomMOd (E,Ens () (Conlm (n) (-)1m.) .
Pour cefaire, on procede comme it :

a) Supposons que h1 Hommod (e, Ens ) (MM') ,i.e que h:m® m' est une fléche de
Mod (E Ens ))).

Alorsil egt trivid de vérifier que lafamille de composées :

(h.conind ([E,X])) [E.x]T Pt(E\m)
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est un dément de EnsPCan( Hommod (&, Ens ;) (conind (M) (-),m') ) .
On dispose donc de I'application :

j ’ :HOMMod (£, Ens ) (mml) ® EnsPCan (HomMOd (E.Ens ) (Conlnd (m (-),m’ ))

h [® (h.conind([E,X])) (e, x]T Pt(E\m)-

b) Supposons que k= (kie,x))[E.x]T Pt(E\m) €t une famille appartenant al'ensemble
EnsPCan ( Hommod (p, Ens ;) (conind (m) (-)m') ) .

Alors, pour tout point E de E e pour tout dément x1 m(E), ala fleche de
Mod (E Ens ;):

Kie,x; soonind (M ([E,x]) ® m'

Kie,x :Yon, (E)(E)® m'
correspond, en vertu dela PROPOSITION 7, un dément :
N e, x = (homomdem(E,m")) (ke <) T m'(E).
Aing, pour tout point E de E, on dispose de I'application:
ne:mE) ® m(E)
X |® ng e x-
Delasorte, il est facile de vérifier gu'on définit une méamorphose naturelle :
n:mp m:E® Ens,
lorsgu'on sipule que :
pour tout point E de E,ona nc(E)=n e:mE) ® m'(E).
On digpose donc, maintenant, de I'application:
j' :EnsPCan(Hommod (k. Ens ;) (conind (M (-),m')) ® Hommod (e, Ens ) (Mm')
K ® ng.

c) Il et trivid decqnsteter quelesapplications j et j'  sont inverses|'une del'autre et, par
conséguent, que j  est une bijection qui définit I'i'somorphie gricte recherchée. FIN DE LA
PREUVE.

En paticulier, s Ul et ununives, § P=E et un prototype projectif Ul -petit
es mP® Ens estunmodde leconeinductif conindint (), intrinssquea m, et le

cone inductif conind (M) , rdaif a m, sont (d'apresla PROPOSITION 5, pour le premier, et
dapres la PROPOSITION 8, pour le second) deux cones inductifs limites de
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Mod (P.Ens ;) ayant le point m pour sommet commun, la catégorie P\ mM*® pour
base-type commune et de bases (P\m* ® Mod (P,Ens ;) naturellement isomorphes,

33d. Etadlissonsenfinque:

PROPOSITION 9.9 U estununivers, s E est uneesquisse projective Ul -petite et
s ¢ est un cone projectif distingué dans E, alors le cbne projectif image
(Yon,, (E)) (c) estunconeprojectif limitede Mod (E ,Ens ;).

PREUVE 1. Il asuffit de reprendre la PREUVE de la PROPOSITION 6 en y remplacant
purement et Smplement "P" par "E","Yonint" par "Yon" e "PROPOSITION 4" par
"PROPOSITION 7"

Aingd, notons B le graphe acomposition Ul -petit qui est base-type de ¢. En vertu de la

PROPOSITION 3, il suffit d'éablir que, pour tout modde m:E® Ens, ,la B-
vighilité:

HomMMod (E,Ens ) (M‘u (E) (C' ('))7”)

HomM‘Ud (E, Ens u) (ﬂ]lu[ (E ) (C )’n)
<|
HOMMod (£, Ens ) (ﬂ]u P) (C Q) )’n)
est isomorphe aune B -visihilité canonique.
Pour cefaire, on procede comme suit :

a)La B -vigbilitt Hommod (e, Ens ) (Yon, (E)(c (-)).m e, en vertu de la
PROPOSITION 7, évidemment isomorphe ala B -vighilité :

m(c ()

m(c )
<|
m(c(-))
qui Sidentifie au cone B -projectif m(c) ,imagede c par m:E® Ens , .
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b) La B -vishilitt m(c (-)) est, en vertu de la PROPOSITION 2, isomorphe (et méme
drictement isomorphe) aune B -visihilité canonique (puisque, ¢ éant un cone B -projectif
disinguéde E e m:P® ENs é&antunmodde m(c) estuncone B -projectif limite
de Ens ).

¢) Par composition disomorphies, on peut donc conclure. FIN DE LA PREUVE 1.

PREUVE 2. Par définition, le foncteur Yon, (E): E ® Mod (E Ens )® et
composé des foncteurs:
E | ProtopG (E) : E ® ProtopG(E ), qui transforme tout cone projectif distingué de E
en un cone projectif distingué de ProtopG(E ) (puisquil est le support dune rédisation),
Yonirt, (ProtopG (E )) : ProtopG(E ) ® Mod (ProtopG(E ),Ens ;) *, Qui
transforme tout cone projectif distingué de ProtopG(E ) en un cone limite projective de
Mod (ProtopG (E ),Ens ;) (dapréslaPROPOSITION 6),

Mod (E | ProtopG (E ),Ens ) :Mod (ProtopG (E),Ens , )*® Mod (E ,Ens )®
qui transforme tout cone projectif limite de Mod (ProtopG(E ),Ens ,)® en un cdne
projectif limite de Mod (E ,Ens ;)*® (puisque cest un isomorphisme, d'apres [Ref-111,
3.3.d]).

On conclut donc immédiatement. FIN DE LA PREUVE 2.

33e. S U estununiversets E est une esquisse projective Ul -petite, on
note :

Yon, (E):E® Mod (E Ens )
le modée évidemment obtenu (en vertu de laPROPOSITION 9) lorsgu'on impose que :
oYonu(E)=Yon, (E).

Aing
Yon, (E):E-® Mod (E Ens )

est un contre-moddle de E  dans sa catégorie de modéles Mod (E ,Ens ;) : onl'gppelle
le contre-modéle de Yonedarelatif a E (et Ul).

En paticulier, s Ul est ununivessets P=E est un prototype projectif Ul -petit, on
dispose évidemment dun contre-isomorphisme canonique du contre-modée de Y oneda
intrinsdgue a P (vu comme un prototype projectif Ul -petit, donc localement Ul -petit) vers

47



le contre-modéle de Yoneda relaif a P (considéré comme une esquisse projective U -
petite) :

Yonintu (P) ==> M‘u P):P-1® Mod (P,Ensu)op.

4. M odéles engendr és et homomor phismes engendr és.

41. Modée engendré par un modéle le long d'une
représentation.

4l1a. S E e E' sont deux esquisses projectives, s r :E® E' est une
représentation, s Ul et un univees ¢ § m:E® ENS,; est un modée, on note

E ' 0> m l'esquisse projective représentée dans le schéma ci-dessous :

i.e. laplus petite esquisse projective évidemment obtenue lorsgu’on impose que :
E' 0> m contient E ', de sorte qu'on dispose de la représentation injection canonique :
E'l E'>mM:E'® (E'C>m
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E' 0> m contient un point supplémentaire (i.e. SUPPOSE ne pas appartenir a E '), noté
E Ir , My

E' > m contient, pour tout point E de E e pour tout xT m(E), une fléche
supplémentaire, notée e, n(E,x):E' n® r (E),

E ' > m contient, pour tous points E; et E, de E,toutefleche e:E; ® E; de E
ettout x I m(E;) , le couple composable supplémentaire (e, m(E1,Xx).r (€)) etona:
r).e' mE,x)=e' m(E,me)(x)),

E' > m contient le cone projectif distingué supplémentaire, noté c',  ,, évidemment
bien défini lorsqu'on stipule que :
* sabase-type est le graphe acompostion E \ m (support de I'esquisse projective
E\m, éclaement de E par m),

* sabase est lefoncteur compose:

E\m I i
E\m E E ' E'[>m

(de sorte que, pour tout point E de E ettout x T m(E) - i.e. pour tout point
[E,x] de E\m-ona:

¢t m(E,x])=r (E)),
« sonsommetestlepoint ¢ m =E'r m,

e pour tout point [E,x] de E\m (i.e pour tout point E de E ettout
x1 m(E)) saprojection relativea [E, x] est:

¢ m ((Ex])=e€" m(EX).
En paticulier,§ E et E' sont Ul -petites, il est clairque E' 0> mestauss Ul -
petite.

4.1b. |l e facile de vérifier que :

PROPOSITION 10. 9 Ul est ununivers, s E est une esquisse projective Ul -petite,
s E' est une esguisse projective, s r :E® E' est une représentation et s
m:E® ENns , estunmodée, alorslefoncteur :

Mod ('l E'> m,Ens,):Mod ((E' 0> n),Ens ;) ® Mod (E'Ens ;)

est une éguivalence de catégories.

PREUVE. Naturellement en tout modde m':E'® ERS ; , on dispose du modéle :

49



prol, m(m):E' 0> m® Ens

évidemment obtenu lorsqu'on impose que :
prol;  m(m) prolonge m',

prol,  m(m)(c' ,m) estle cone projectif limite de ENS , sidentifiant ala vishbilité
canonique vispcan(f 'y m m), S ondésignepar f', . lafonctionndité qui sidentifie
au foncteur :

E\m r om-
E\m E E' Ens .

On conclut aors immédiatement, puisquun (quelconque) modde m*:E' 0> m® Ens
qui prolonge (canoniquement ou non) lemodéle m':E'® ENS |, est évidemment (d'aprés
laPROPOSITION 2) naturellement isomorphe a prol,  (m’) . FIN DE LA PREUVE.

41c. S U etununivers s E e E' sont deux esquisses projectives Ul -
petites, s r :E® E' estunereprésentationets m:E® ENS, estunmodéle, dors:

I'esquisse projective E ' (0> m éant Ul -petite, on dispose du foncteur de Y oneda rel atif
aE'[> m:
Yon, (E' 0> m):E' 0> m® Mod ((E' > m),Ens ,)*,
par conséquent, on dispose du modéde :
(Yon, (E'0>m) (E'w):E' 0> m® Ens

(vdeur de Yon, (E'D> ) enlepoint E'r m, sommet du cne projectif distingué
C'' maoutéa E" pour obtenir E' (1> m),
donc, par restrictiona E ' (i.e. par I'équivaence :
Mod (E'i E' 0> mEns,,):Mod (E'C> mEns ,)® Mod (E' Ens ;)
ou, encore, par composition avec I'injection canonique :
E'l E'> mE'® E'> m),

on dispose du modéle :

eng (M =[(Yon, (E'T>m)(E" m)]o[E'Tl E'T>n]:E'® Ens .

On eppelle eng (M :E'® ENs,, le modele (de E') engendré le long (de la
représentation) r :E® E' par lemodéle m:E® ENs; (de E).
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42.  Homomorphisme engendré par un homomorphisme le
long d'une repr ésentation.

42a. S E e E' sont deux esquisses projectives, s r :E® E' est une
représentation, s Ul et un univers s m,m:E® ENS,, sont deux modeles et s

h:mpP m:E® Ens,; esunhomomorphisme onnote E' > h I'esquisse projective
représentée dans le schéma ci-dessous :

E\m E\m

i.e. laplus petite esquisse projective évidemment obtenue lorsgqu’on impose que :

E'C> h contiet E'> m e E'[> m, de sorte quon dispose du diagramme
commuitatif de représentations injections canoniques ci- dessous :
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E'lbm

E'l E'l>rm E'>mi E'D>h
E'l E'>h
E'[> h
.’E[M %>rn}IED>rh
E'l>m

E' > h contient une fléche supplémentaire (i.e. supposée n'gppartenirnia E' 0> m ni
aE'[> m),notée ey h:E'r m® E'r m,

E'> h contient, pour tout point E de E et pour tout xT m(E), le couple
composable supplémentaire (e, n,e'r .m, (E,x)) eona:

e'r ,ml(E,X).e'r ,h =e'r ,mZ(E,h(E)(X)).

En paticulier,s E e E' sont Ul -petites, il est cdlairque E' > h estauss Ul -
petite.

4.2b.  On voit immédiatement que :

PROPOSITION 11. 9 U est un univers, s E est une esquisse projective Ul -petite,
s E' est une esquisse projective, s r :E® E' est une représentation, S
m,m:E® ENns  sontdeux modélesets h:m P m est un homomorphisme, alors
le diagramme(évidemment commutatif) de foncteurs ci-dessous :
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Mod E ' > m ,Ens ;)

Mod (Ei (E' >, rq),Eny/ W(E‘m m) i (E' 0> h)Ensy)
Mod(Ei (E'C> h)Ens))

Mod (E ',Ens,)) Mod (E' > hEns )

Mod (ET (E' > mz),E%u\ od (E' > m) i (E'D> h)Ensy)

Mod (E' > m,Ens,,)

est constitué d'équivalences de catégories.

PREUVE. Naturellement en tout modde m':E'® ERS ; , on dispose du moddle :

prol, n(M):E'0> h® ENs
évidemment obtenu lorsgu'on impose que :
prol, (M) prolonge prolr ,m (M),
prol, (M) prolonge prolr ,m, (M),

prol, (M) (e'; n) es l'unique gpplication possible (factorisant un cone projectif au
travers d'un cone projectif limite de méme base).

On conclut dors, comme dans la PREUVE de la PROPOSITION 10. FIN DE LA
PREUVE.

42c. S U etununivers s E e E' sont deux esquisses projectives Ul -

petites, S r :E® E' est unereprésentation, s m,m:E® ENs sont deux modées
es h:mbpP m estunhomomorphisme, dors:

l'esquisse projective E' > h éant Ul -petite, on dispose du foncteur de Y oneda rel atif
ae'> h:

Yon, (E'0> h):E' 0> h® Mod ((E' 0> h),Ens ,,)*,
par conséquent, on dispose de I'nomomorphisme :
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(Yon, (E'T> h)) (e n):(Yon, (E'T> h))(E'r .m)b (Yon, (E'T> h)) (E'r ,m
2)

(vaeur de Yon,, (E' > h) enlafléche ' n:E'r ,m,® E'r ,m,,gjoutéea E' pour
obtenir E' [> h),

donc, par restrictiona E* (i.e. par I'équivaence:
Mod (E'i E' 0> hEns,):Mod (E' > hEns ,)® Mod (E' Ens )
ou, encore, par composition avec l'injection canonique :
E'l E'>h:E'® E'> m),
on digpose de I'homomorphisme :

eng: (h)

[(Yon, (E' > h)) E' w)] o[E'T E' T ]

eng (M) P eng (m)

E'® Ens .

On gppelle eng: (h) :E'® ENS ; I'homomorphisme (entre modéles de E ') engendré
le long de (la représentation) r-E® E' par  I'homomorphisme
h:mpb m:E® Ens,, (entremodélesde E).

43.  Homomorphisme engendré par un modele le long d'une
métamor phose natureélle.

43a. S E e E' sontdeux esquisses projectives, 9 rq,r,:E® E' sont
deux représentations, s m:ri P r, est une méamorphose naturelle, s Ul est un univers
e¢s mE® Ens, estunmodde onnote E'[>,m |'esquisse projective représentée
dans le schéma ci-dessous :



i.e. laplus petite esquisse projective évidemment obtenue lorsgu'on impose que :

E'[>nm contient E'[> ,m et E'[P>r,m, de sorte qu'on dispose du diagramme
commuitatif de représentations injections canoniques ci- dessous :

E'l>r,m
E'i E'Eb/ E'D>r,m E'O>,m
E'l E'D>ym
E' E'O>mm
E'l E'D>r,m %brzml' E'>nm
E'>r,m

E' 0>, m contient, pour tout point E de E et pour tout x1 m(E), une fléche
supplémentaire, notée €' m(E X) :E'ry, m® r,(E),

E' 0>, m contient une fléche supplémentaire (i.e. Supposée n'appartenir ni a E' (> ; m
nae'd> ,m),note em mE'r;,m® E'r, m,

E'>nh contient, pour tout point E de E et pour tout xT m(E), les couples
composable supplémentaires (e'r; . m(E x), m(E)) e (e'm m.e'r..mE,X)) etona:
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ME).er,. mEX)=em n(EX)=¢€r,;,mE,X).€n me'r,.

En paticulier, s E e E' sont Ul -petites, il et dar que E' [>,m et auss
U - petite.

4.3b. Onvoitimmédiatement que :

PROPOSITION 12.9 Ul est un univers, s E est une esquisse projective Ul -petite,
S E' est une esquisse projective, s ryi,r,:E® E' sont deux représentations, S
m:riP r:E® E' est une métamorphose naturelleet s m:E® ENSs; estun
modéle, alors le diagramme (évidemment commutatif) de foncteurs ci-dessous :

Mod (E '[>r, m, Ens,,)
Mod(Ei (E'C>r,m)Ens,, Mod ((E'T>r ,m) i (E 'C>mm),ENsy,)

Mod (Ei (E'>n,m),Ens,,
Mod (E " Ens;,) < Mod (E ' >, m,Ens,,)

Mod (Ei (E'D>r 2m),l%\ od (E'C>r,m) i (E'C>nm)Ens)

Mod (E 'C>r ,mEns,,)

est constitué d'éguivalences de catégories.

PREUVE. Naturellement en tout moddle m':E'® ERS |, , on dispose du modéle :
prol m, (M) :E' 0>nm® ENS |,
évidemment obtenu lorsgqu'on impose que :
prol , m(m") prolonge prolr ,, m (M),
prol . m(M") prolonge prolr ,, m(M),

prol . m(M) (€'m. m(EX)) est, pour tout point E de E et pour tout xT m(E),
I'unique application possible (composée d'applications données),

prol m. m(Mm) (e'm, m) et l'unique gpplication possible (factorisant un cone projectif au
travers d'un cone projectif limite de méme base).
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On conclut dors, comme dans la PREUVE de la PROPOSITION 10. FIN DE LA
PREUVE.

43c. S U estununivers s E e E' sont deux esquisses projectives U -
petites, §  ry,r,:E® E' sont deux représentations, S m:r; P r, et une
méamorphose naturelleets m:E® ENS ; estun moddle dors:

I'esquisse projective E ' (>, m éant (Ul -petite, on dispose du foncteur de Y oneda rel atif
agE'>ym:

Yon, (E' >xm) :E' B>mm® Mod ((E' O>»m),Ens ),
par conséguent, on dispose de I'nomomorphisme :

(ﬂ‘u (E' D>mr7)) (€'m, m) :(ﬂ‘u (E' D>mr7)) (E'vromp (@u (E' D>m”)) (E'ri,
m)

(vdeur de Yon, (E'0>wm) enlafléche €'m m:E'r1,m® E'r,,m, goutée a E’
pour obtenir E ' [>,,m),

donc, par restrictiona E* (i.e. par I'équivaence:
Mod (E'i E'3>»mEns ,):Mod (E' I>,mEns ,)® Mod (E' Ens )
0ou, encore, par composition avec l'injection canonique :
E'l E'>ymE'® E'>,m),
on dispose de I'homomorphisme :

engm ()

[(ﬂ]u (E'0>mm) €'m.m)] o[E'T E' D>nn]

engr 2(I'T)|3 engr 1(m)

E'® Ens ;.

On gopelle engm(m) :engr ,(M P engr . (M) :E'® ENS; [I'homomorphisme (entre
modéles de E ') engendré le long de (la m&amorphose naturelle) m:r b r,:E® E'
par lemodde m:E® ENs , (de E).
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44.  Adjonctions.

44.a. Prouvonsque:

PROPOSITION13.9 U est un univers et ss E et E' sont deux esquisses
projectives Ul -petites, alors, naturellement en toute représentation r :E® E',
naturellement en tout modéle m:E® ENS,; et naturellement en tout modéle
m:E'® EnSs,; , ondispose d'une bijection canonique :

HomMod & Ens ,) (eng: (M),m') @Hommod & Ens ) (MMod (r [ENsS ;) (m")) .

PREUVE. @) S n:E® Ens, estun modde désignons par fm, » lafonctionndlité qui
sidentifie au foncteur :

E\m 4N
E\m——EF — S Ens

e —_— a -

Alors, § h:mp n:E® Ens,; es un homomorphisme, il et dair que la famille
(h(E) (X)) e« pr(erm st un dément de EnspCan(fm, ) .

Aind, naurdlement en tout modde m:E® ENS, et naurdlement en tout modde
n:E® ENs  , ondisposedel'application:

HomMod(E,Emsu)(mn) ® Enspcan(fm,n)
h |® (h(E)(X))iexpem
et il est facile de vérifier que cest une bijection.

b) Naturellement en toute représentetion r :E® E', naurdlement en tout modde
m:E® Ens,, e naurdlement en tout modde m':E'® ERS |, on voit mantenant

que:

on dispose (en vertu de la PROPOSITION 10 et par congtruction de eng, (m) ) d'une
bijection:

Hommod &, Ens ) (eng (m),m'")
@
HomMod (&' o> m. Ens ) ( (Yon,, (E' 0> ) (E'm) , prol,  m(m) ),

on dispose (en vertu delaPROPOSITION 7) dune bijection:
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HomMod (&' >, m. Ens ) ( (Yon, (E' 0> ) (E'n) . prol, , m(m) )

@
(prol; (M) (E'm) ,

on a (par congruction, suivant laPREUVE delaPROPOSITION 10) :
(prol;  m(M)) (E'm)

EnspCan(f'm m'),

on dispose (en vertu du a) précédent et puisquévidemment f 'y =fm mor ) dune
bijection:

EnspCan(f ', m)

EnspCan(fm mor )
@

HomMod € Ens ,) (MM o 1)

Hommoed & Ens ) (MMod (r [Ens ;) (")) .

FIN DE LA PREUVE.

44b. S A e A' sontdeux catégoriesets F:A® A'ee F':A'® A
sont deux foncteurs, on dit que F est un adjoint agauchede F ' s:

naturellement en tout point A de A et naurdlement en tout point A' de A',on
dispose d'une bijection :

Homa: (F (A),A') @Homa (AF '(A")).

44c. S U etununivers s E e E' sont deux esquisses projectives Ul -
petitesets r :E® E' est une représentation, on note (indifféremment) :
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eng: (-):Mod (E .Ens ;) ® Mod (E'Ens )

Mod . Ens):Mod (E.Ens ,)® Mod (E'Ens )

le foncteur modéle engendré le long de r , i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsgu'on
impose que :

pour tout modde m:E® ENS , ,ona:

(Mod . (r Ens u )) (M =eng, (M:E'® Ens u

pour tousmoddes m, m:E® ENS,; et tout homomorphisme h:m P m,ona:

(Mod :(r [Ens ;)) (h)=eng, (h):eng, (M) P eng, (m): E'® ENS, .

DelaPROPOSITION 13, on déduit immédiatement que :

PROPOSITION 14 (“théoréme du modéle engendré’). S Ul est ununivers,si E et E'
sont deux esquisses projectives Ul -petites et s r :E® E' est une représentation,
alorslefoncteur "modele engendrélelongde r " :

Mod.(r.Ens):Mod (E .Ens ;,)® Mod (E'Ens )
est un adjoint agauche du foncteur "composition avec r adroite" :

Mod (r Ens ;) :Mod (' Ens ,)® Mod (E.Ens ).

44d. 9§ A e A' sont deux catégories, s F;,F,:A® A' e
F'.',F%:A'® A sont quarefoncteurs, s t:F,P F; et t':F' P F ', sontdeux
transformetions naturdlles, on dit que t est une adjointe agauchede t' g:

naturelement en tout point A de A e naurdlement en tout point A' de A',on
dispose d'un diagramme commuitatif (d'applications et bijections) tel que ci-dessous :
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Homa (F1(A)A") & Homa (AF 1 (A")

Homa. (t(A),A") Hom (At (A"))

Homa (F2(A)A) —@ Shoma(AF H(A")

44e. S U etununivers s E e E' sont deux esquisses projectives U -

petites, § ry,r,:E® E' sont deux représentations &€ S m:iri P r, et une
métamorphose naturelle, on note (indifféremment) :

egm(-):engr.(-)P engr,(-)

Mod,;(mEns ):Mod.(.Ens ,)p Mod,(.Ens )

la transformation naturelle homomor phisme engendré le long de m, i.e. latransformation
naturelle évidemment obtenue lorsgqu'on impose que :

pour tout modde m:E® ENS , ,ona:

(Mod;(mEns ;) (M =engm(m :engr ,(M P engr,(m):E'® Ens .
DelaPROPOSITION 13 (et de laPROPOSITION 14) résulte immédiatement que :

PROPOSITION 15.9 Ul estununivers, s E et E' sont deux esquisses projectives
Ul -petites, s ry,r,:E® E' sont deux représentationset s m:ry P r, est une

métamor phose naturelle, alors la transformation naturelle "homomorphisme engendré
lelongde m" :

Mod . (mEns )

Mod.(r,,Ens, )P Mod.(r.,Ens )

Mod (E Ens ;) ® Mod (E'Ens ;)
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est une adjointe a gauche de la transformation naturelle "composition avec m a
droite" :

Mod (mEns ;)
Mod (r.,Ens )b Mod(r,,Ens )

Mod (E'Ens ,)® Mod (E Ens ;).

44f., S U" estununivers, onnote:
Womp 4,y Comp - ® Comp

le morphisme tensorid de dualisation, i.e. le 1-morphisme tensoridl catégorique (inversible)
évidemment obtenu lorsgu'on impose que :

lefoncteur :

(Woomp, # .y ) id 0) (*) :(Comp u)ido) ® (ComP u')id©)

(Womp . #.4)ido) () :Comp - ® Comp ;-
est le foncteur dualisation, i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on stipule que :
* pour tout graphe acomposition Ul -petit G , ona:
(Weomp, #,17)1d0) (G) =G *,

e pour tous graphes a composition Ul -petits G e G ' et tout foncteur
f:G® G',ona:

(Woomp, #.5)ico)(f)=f P:GP® G'*,
latransformation naturelle (de réécriture tensoridle) :

tenSiq o), id 0)
Mmp,#,lur)id(o)(')QMoomp,#,u')id(O)(')p Moomp,#,lU[')id(O)('Q')
Comp, " Comp, ® Comp,,
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est I'équivaence naturele évidemment obtenue lorsgu'on stipule que :
* pour tous graphes acomposition Ul -petits G e G ', ona:
tensia),ia0) (6,6 "):(G®)0G'*)® (GIG")*

id((GO0G")*):(GLG")"® (GOIG")*
(puisqu'il est facile de vérifier que, par congtruction, on abien:
G*)DG'™)® (GIG")™*).

449. S U" estunuwivers onnote:
Caty ;' = Wem.sy (Cat )

le systéme enrichi localement dual du systéme enrichi Cat - (des catégories Ul -
petites), i.e. le 1-systéme enrichi catégorique déduit de Cat - par changement
denrichissement le long de Woomp 4,1y 1 Comp - ® Comp ;.

En particulier, on voit donc que :
(Caty, y)o =(Cat ), estl'ensembledescatégories Ul "-petites,
pour toutes catégories Ul -petites A e A',ona:
(Caty y)ieoy(AAY)

(Weomp, # .y )id @) (CAt 1) i) (A A )

(Cat y )iao)(A A"

Fonc (A A")*>.

44h. S (U,U") estun coupledunivers emboités (resp. s (UL, UM') estun
couple duniversemboitéset s 1B est un ensemble de graphes acomposition), on note :

Grod, # 1 ' (. B) 5Esqu(,13;) ® Caty,
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le 1-pseudo-morphisme Comp y -€nrichi- catégorique évidemment obtenu lorsguion
impose que :
pour toute esquisse (B -)projective Ul-petite E , ona:

(Grod, #, 1y, " (. g))o (E)=Mod (E Ens ),
pour toutes esquisses (B -)projectives Ul-petites E et E ', lefoncteur :
(Gro.#..u' (. 8)) i) (E.E") :Rep (E E") e Fonc (Mod (E Ens,),Mod (E'Ens ))*®
est le foncteur évidemment obtenu lorsquion stipule que :

* pour toute représentation r tE® E',ona:

((Gmod, #, 1. ' (. 8))id(0) (ELE")) (1) :(Gmod, #, 1y, i’ (. 8))0 (E) ® (Gmod, #, 1y, ' (. 8))o
(E")

Mod.(r Ens ,):Mod (E Ens )® Mod (E'Ens ),

* pour toutes représentations ri,r,:E® E' e pour toute méamorphose
naurdle m:r,; P r,,ona:

((Gmod,#,1u[,1u[‘(,15',))id(0)(E1El)) (m) MOd#(m,EnS u)

((Gmod,#,u,1u[‘(,JB:))id(O)(E1EI)) (rZ) MOd#(rZ’Ens u)
3 = 3

(Groa.#, 11 6))ia 0) EE) (o) Mod(r..Ens )
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