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R�esum�e

Nous consid�erons le probl�eme plan des trois corps le long de la solution de Lagrange ind�ex�ee par un

param�etre m0. Nous supposons que les corps ont tous une masse �egale �a un. A l'aide du th�eor�eme de

non-int�egrabilit�e de Morales-Ramis, nous montrons que ce probl�eme n'est pas int�egrable quandm0 est non

nul. Nous menons pour cela une �etude �a la fois locale et globale d'une �equation normale variationnelle

scalaire calcul�ee le long de cette solution particuli�ere.

Abstract

We consider the planar three-body problem along Lagrange's solution indexed by a param-
eter m0. We assume the bodies' masses are all equal to one. Thanks to Morales-Ramis' non
integrability theorem, we prove that this problem is not integrable when m0 is non zero. We
carry out both a local and global study of a scalar variational equation computed along this
particular solution.

1 Introduction

Le probl�eme des trois corps d�ecrit trois particules en mouvement dans un syst�eme de r�ef�erence
newtonien avec, comme seules forces agissant sur elles, leur attraction gravitationnelle mutuelle.
Les �equations r�egissant les mouvements de ces corps peuvent être d�e�nies par un \syst�eme hamil-
tonien". L'une des questions importantes qui apparâ�t dans l'�etude d'un tel syst�eme est de savoir
s'il est compl�etement int�egrable le long d'une solution particuli�ere (voir [3]). Nous nous placerons
ici dans le plan, le long de la solution particuli�ere de Lagrange; nous supposerons de plus que les
trois corps ont tous une masse �egale �a un. Dans [6], A. Tsyngvitsev utilise un crit�ere dû �a Ziglin
pour r�epondre �a la question de la non-int�egrabilit�e du syst�eme. Un autre outil qui donne une
condition n�ecessaire de non-int�egrabilit�e est le crit�ere galoisien de Morales-Ramis :

Th�eor�eme 1 (Morales, Ramis [3]) Soit S un syst�eme hamiltonien et X0 une solution partic-
uli�ere de S. Si le syst�eme est compl�etement int�egrable le long de la solution X0, alors la composante
connexe de l'identit�e du groupe de Galois de l'�equation normale variationnelle le long de la solution
X0 est ab�elienne.

Nous en donnons une sp�ecialisation plus ais�ee �a tester :
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Th�eor�eme 2 Soit S un syst�eme hamiltonien et X0 une solution particuli�ere de S. Si l'�equation
normale variationnelle le long de la solution X0 poss�ede au moins une solution formelle contenant
un logarithme et si son groupe de Galois di��erentiel est r�eductif, alors le syst�eme S n'est pas
compl�etement int�egrable le long de la solution X0.

A l'aide de ces deux derniers th�eor�emes, nous �etablirons le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 3 Le probl�eme plan des trois corps de masses �egales �a un le long de la solution de
Lagrange ind�ex�ee par le param�etre m0 non nul n'est pas compl�etement int�egrable.

Dans la section 2 nous montrons que si le param�etre m0 est non nul, alors l'�equation normale
variationnelle poss�ede des solutions locales contenant des log (proposition 1) et le groupe de Galois
di��erentiel est r�eductif (proposition 2). Dans la section 3, nous prouvons que ce fait est une
obstruction �a l'int�egrabilit�e (proposition 3) et nous en d�eduisons les th�eor�emes 2 et 3.

2 Etudes locale et globale de l'�equation normale variation-

nelle

Le probl�eme plan des trois corps de masses �egales �a un est d�ecrit par les �equations suivantes :(
_xj =

@H
@yj

_yj = � @H
@xj

o�u (x1; x2; y1; y2), (x3; x4; y3; y4) et (x5; x6; y5; y6) sont les trois quadruplets caract�erisant la position
et le moment de chaque corps dans le plan. L'hamiltonien H est le suivant :
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Dans [6], l'auteur r�eduit le nombre de variables de douze �a six par le biais de changements
de variables successifs. D'autre part, apr�es un changement symplectique s'inspirant de [3], nous
obtenons l'�equation normale variationnelle suivante d�ependant du param�etre m0 (voir aussi [6] o�u
l'auteur obtient ce même syst�eme en utilisant la r�eduction de Whittaker) :

Y 0(x) = Am0
(x)Y (x) (1)

(la matrice Am0
est donn�ee en annexe 1).

Lemme 1 Le syst�eme di��erentiel Y 0(x) = Am0
(x)Y (x) est �equivalent �a l'�equation di��erentielle

scalaire Lm0
(y(x)) = 0 d�e�nie comme suit :

� si m0 = 0, Lm0
(y(x)) = x4 y(4)(x) + 6x3 y(3)(x) � 4x2 y(2)(x)� 10x y0(x) + y(x)

� si m0 6= 0,
Lm0

(y(x)) = x4 (x�1)4 y(4)(x)+x3 (x�1)3 (2x�1) y(3)(x)�3 (2x2�2x+1)x2 (x�1)2 y(2)(x)
+3 (x2 � x+ 2) (2x� 1)x (x� 1) y0(x) + 3 (x4 � 2x3 � 6x2 + 7x� 2) y(x):

Preuve
Pour m0 non nul, l'�equation Lm0

(y(x)) = 0 est obtenue en utilisant le vecteur cyclique (1; 0; 0; 0)
et en e�ectuant le changement de variable x = �im0x +

1
6m0

p
3(1 + i

p
3) (i2 = �1). L'�equation

L0(y(x)) = 0 est l'�equation associ�ee au vecteur cyclique (0; 1; 1; 0). 2

Nous montrons que si m0 est non nul alors il existe des log dans une s�erie en z�ero (proposition
1) et le groupe de Galois di��erentiel Gm0

de (1) est r�eductif (proposition 2).
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Proposition 1 Si m0 est non nul, alors il existe une solution formelle en 0 contenant un log.

Preuve
Soit z(x) =

X
k

zkx
k une s�erie formelle solution, alors les coe�cients zk satisfont la relation

f0(k)zk + f1(k � 1)zk�1 + � � �+ f4(k � 4)zk�4 = 0

avec f0(k) = (k � 1)(k � 2)(k � 3)(k + 1) et f1(k) = �(k � 3)(k + 1)(k � 1)(4k � 7).
On remarque que f0(3) et f0(2) s'annulent tandis que f1(2) est non nul. D'apr�es [2] page 405, il
existe une s�erie solution en z�ero comportant des log. 2

Proposition 2 Si m0 est non nul, alors le groupe Gm0
est r�eductif.

Preuve
Montrons tout d'abord que l'op�erateur Lm0

n'a pas de facteur d'ordre un�a droite. Il su�t de
montrer que l'�equation Lm0

(y(x)) = 0 n'a de solution exponentielle (�a d�eriv�ee logarithmique ra-
tionnelle). Or les ensembles E0, E1 et E1 des exposants en les singularit�es 0, 1 et l'in�ni sont

E0 = E1 = f�1; 1; 2; 3g et E1 = f�1

2
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2
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2
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p
13

2
g:

L'�equation Lm0
(y(x)) = 0 est donc une �equation fuchsienne et d'apr�es ([5]), ses solutions exponen-

tielles z(x) sont du type :
z(x) = x�0(x� 1)�1q(x)

o�u (�0; �1) d�ecrit E0�E1 et q(x) est un polynôme. Une condition n�ecessaire d'existence de solution
exponentielle est donc l'existence d'un entier naturel d (le degr�e de q) et d'un triplet (�0; �1; �1)
de E0 � E1 � E1 tels que �0 + �1 + d = ��1. Or l'ensemble des sommes �0 + �1 + �1 quand
(�0; �1; �1) parcourt E0�E1�E1 ne contient aucun entier relatif; donc l'�equation Lm0

(y(x)) = 0
ne poss�ede aucune solution exponentielle.
Nous utilisons ensuite [1] pour rechercher les facteurs d'ordre deux de Lm0

. L'�equation di��erentielle
associ�ee �a la deuxi�eme puissance ext�erieure de l'�equation Lm0

(y(x)) = 0 poss�ede au moins deux
solutions exponentielles, solutions pour chacune desquelles les relations de Pl�ucker sont satisfaites.
Nous en d�eduisons deux facteurs �a droite d'ordre deux de Lm0

not�es Mm0
et Nm0

(voir annexe 2).
Comme l'op�erateur Lm0

ne poss�ede pas de facteur d'ordre un �a droite, les deux facteurs Mm0
et

Nm0
sont irr�eductibles. L'op�erateur Lm0

est donc compl�etement r�eductible. D'apr�es le lemme 2.10
de [4], le groupe Gm0

est ainsi r�eductif. 2

3 D�emontration du th�eor�eme 3

La proposition 3 qui suit va nous aider �a montrer le th�eor�eme 2 �enonc�e dans l'introduction.

Proposition 3 Soit L(y) = 0 une �equation di��erentielle lin�eaire homog�ene. de groupe de Galois
di��erentiel G. Si elle poss�ede au moins une solution formelle contenant un log et si le groupe G
est r�eductif, alors la composante connexe G0 de l'identit�e dans G n'est pas un groupe ab�elien.

Preuve
Soit L un op�erateur di��erentiel d'ordre n �a coe�cients dans un corps k. Supposons dans un premier
temps que L soit irr�eductible. Si le groupe G0 est ab�elien, alors il est r�esoluble donc, d'apr�es le
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th�eor�eme de Lie-Kolchin ([5]), il peut être mis sous une forme triangulaire simultan�ee. Il existe

donc une solution y1 de L(y) = 0 telle que
y01
y1

soit dans le corps laiss�e �xe par G0. Comme G0 est

d'indice �ni dans G, d'apr�es la correspondance galoisienne,
y01
y1

est alg�ebrique sur k. Il existe un

polynôme P �a coe�cients dans k tel que P (
y01
y1
) = 0. Consid�erons alors u1 =

y01
y1

et u2; : : : ; um les

autres racines de P (X). Soit de plus pour j dans f2; : : : ;mg, yj = exp(
R
uj). Alors (y1; : : : ; ym)

engendre un espace vectoriel W globalement stable sous l'action de G. Or, par hypoth�ese, ce
dernier groupe est irr�eductible donc l'espace des solutions de L(y) = 0 est un sous-espace vectoriel
de W . Il existe donc une base de solutions (y1; : : : ; yn) de L(y) = 0 avec yj = exp(

R
uj) et uj

alg�ebrique sur k. D'autre part, comme chaque uj est laiss�e �xe sous l'action de G0, la droite
vectorielle engendr�ee par yj est elle aussi invariante sous l'action de G0. Ce dernier groupe peut
donc être exprim�e sous une forme diagonale simultan�ee. En�n, comme des log apparaissent au
niveau des solutions locales de L(y) = 0, les groupes locaux correspondant sont unipotents. En
particulier le groupe G0 contient des �el�ements unipotents et ceci contredit le caract�ere diagonal de
G0.
Supposons maintenant que l'op�erateur L soit r�eductible. Comme il est de plus compl�etement
r�eductible, il existe un entier s sup�erieur �a 1 et des op�erateurs irr�eductibles L1; : : : ; Ls tels que L
soit le plus petit commun multiple �a droite de L1; : : : ; Ls. L'espace vectoriel des solutions de L est
la somme directe des espaces vectoriels de L1; : : : ; Ls donc il existe au moins un j tel que Lj ait
des solutions formelles contenant des log. D'apr�es la premi�ere partie de la preuve, la composante
connexe de l'identit�e dans le groupe de Galois de Lj n'est pas un groupe ab�elien. Or c'est un
sous-groupe de G0, donc le groupe G0 n'est pas non plus ab�elien. 2

De cette proposition 3 et du th�eor�eme 1 de Morales-Ramis, on d�eduit le th�eor�eme 2 donn�e dans
l'introduction. Le th�eor�eme 3 est alors une cons�equence des propositions 1 et 2 et du th�eor�eme 2.

Remarque 1 Si m0 est nul, alors nous n'avons pas trouv�e d'obstruction �a l'int�egrabilit�e. En e�et

l'�equation L0(y(x)) = 0 poss�ede quatre solutions exponentielles (�a savoir x
3+
p
13

2 , x
3+
p
13

2 , x
�3�

p
13

2

et x
�3+

p
13

2 ). Le groupe Gm0
est donc diagonal et ab�elien.

Le d�eveloppement de ces id�ees pour l'�etude de la non-int�egrabilit�e dans le cas des masses quelcon-
ques parâ�tra dans un prochain travail (voir aussi [6] pour une �etude parall�ele).
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Annexe 1

Am0
(x) =

0
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;

avec Q = 6x�m0

p
3; R = 3x2 �m0

p
3x+m2

0; S = 12x2 � 4m0

p
3x�m2

0; et T = (6x+ (3�p
3)m0) (6x� (3 +

p
3)m0):

Annexe 2

Mm0
(y(x)) = y00(x)�

(2 x3�3 x2�(1+i))
(x�1)x(x2+(2+i) x�(1+i))

y0(x)�x
6+3 (5+4i) x5+3(�7+2i) x4+2 (7�17i) x3+6(�1+6 i) x2�18 i x+2 i

(x�1)2(x2+2 (i+1) x�(1+i))2x2
y(x)

Nm0
(y(x)) = y00(x)�

(2 x3�3 x2�(1�i))
(x�1)x(x2+(2�i) x�(1�i))

y0(x)�x
6+3 (5�4i) x5+3(�7�2i) x4+2 (7+17i) x3+6(�1�6 i) x2+18 i x�2 i

(x�1)2(x2+2 (1�i) x�(1�i))2x2
y(x)
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