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UNE NOUVELLE CLASSIFICATION DES
SYSTEMES DIFFERENTIELS
QUADRATIQUES HOMOGENES PLANS

D. BouLARAS!

Abstract. Utilisant la théorie des invariants, on donne une nouvelle classi-
fication des systemes quadratiques homogenes de dimension deux et a coeffi-
cients réels par rapport au groupe linéaire général. Cette classification com-
porte moins de formes canoniques que celles connues jusqu’a présent. Elle
tient compte de facon naturelle des propriétés de réduction du second mem-
bre et s’avere qu’elle est plus adéquate aux portraits topologiques présentés
dans [5].

Keywords : classification, invariant theory, orbits of linear groups, qualitative
theory of ordinary differential systems.

1. Introduction

On note A la famille des systemes différentiels quadratiques homogenes plans
(SQHP)

dz!

i ayy (21)? + 2a1,0'0% + agyy(a?)?,

dx? 2 7 142 2 1.2 2 2\2

0 aii(z7)” + 2a@ @ + ayny(c”) (1.1)

a coefficients réels et G, le groupe des matrices inversibles 2 x 2, p = (p!,)i.a=12, &
coefficients réels. Le R-espace vectoriel A est de dimension 6. On note GL(A) le
groupe des automorphismes linéaires de A. L’action du groupe G sur R? ((p,z) —
p~'z) induit une représentation rationnelle

p:G— GL(A)
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ou 'image p(p)(a) = b est définie par

2 2 2

W= DD > dmpals, q=p ' Vi =12

j=1 y=1 =1

En fait, si 'on désigne par (R?)* le dual de 'espace vectoriel (R?), les expressions
de cette représentation indiquent que le R-espace vectoriel A n’est rien d’autre que
le produit tensoriel (R?) Q) S, ou Sy est 'espace des formes quadratques symétriques
binaires (i.e. quotient de I'espace (R?)* ®)(R?)* par le noyau de I'applcation bilinéaire
(u,v) —» u®v — v®u). Cette interprétaion tensorielle explique Iécriture (1.1) des
systemes différentiels quadratiques homogenes.
Ces lois de transformation ne concernent pas seulement les systemes différentiels,
mais aussi les algebres non associatives ou les afm sont les constantes de structure
(voir [2]) et les applications polynomiales quadratiques homogenes de R? dans R?
(voir [3]).
On dira que deux systemes a et o’ de A sont G- équivalents s’il existe une trans-
formation p € G telle que p(p)s = s'. Cette relation d’équivalence induit une
partition de A en classes d’équivalence appelées G-orbites. Le probleme de la classi-
fication linéaire (par rapport au groupe G) des systemes différentiels (1.1) consiste a
caractériser ces orbites a ’aide de valeurs d'un nombre fini de fonctions algébriques
définies sur A et constantes sur les orbites.

L’outil naturel pour étudier ce probleme est la théorie des invariants.

Ce travail est composé de deux parties. Dans la premiere, nous rappelons quelques
résultats concernant les invariants et covariants des systemes différentiels quadra-
tiques homogenes plans (systemes de générateurs des algeébres des invariants et des
covariants, propriétés, ...). Dans la deuxieéme partie, nous exposons la nouvelle
classsification des systemes différentiels quadratiques homogenes plans a coefficients
réels en privilegiant les propriétés de reductibilité des polynomes du second mem-
bre. Cette démarche rapproche davantage les formes canoniques obtenues de la
classification géométrique étudiée dans [5].

2. Rappels sur les invariants et covariants des SQHP

2.1. Algebre des covariants des SQHP. Dans ce travail les covariants sont pris
au sens de la définition suivante :

Définition 1. Une fonction polynomiale () : A x R? — R est un covariant de A
par rapport a G si elle vérifie la relation:

VpeG,Va e A Qlp(p)a,p'z) = A(p)Q(a, z).



Une nouvelle classification des SDQHP 3

Un G-invariant de A est un G-covariant de A qui ne dépend pas de x.

Cette définition reste valable pour n’importe quel sous-groupe F' de G et on parle
alors de covariant par rapport a F'. Le multiplicateur A est un caractere du groupe
G. 1l est égal [5, 9] & une puissance du déterminant de p : A(p) = det(p)™* ou
I’entier x est appelé poids de ). Si cette puissance est égale a zéro, le covariant est
absolu, sinon il est relatif. D’apres la définition ci-dessus, un polynome de A x R
est un covariant homogene par rapport a G si, et seulement si, il I’est par rapport
au sous-groupe des matrices 2 x 2, de déterminant égal a 1, SL(n,R). Cela confere
a I'ensemble de tous les covariants (tous absolus par rapport a SL(n,R)) de A une
structure d’algebre et d’apres le théoreme de Hilbert sur les bases, il possede un
systeme polynomial fini de générateurs.

Le premier probleme qui se pose alors a la théorie classique des invariants est la
construction de ces systémes (de préférence minimaux) de générateurs tandis que
le second probleme consiste en la déscription de son idéal des syzygies (identités
polynomiales entre les covariants, les invariants compris).

Quand le groupe est réductif [10] (ce qui est le cas de G), lalgébre posséde la
propriété de Cohen-Macaulay (c’est un module libre de type fini) et les réponses
aux deux problemes ci-dessus permettent de dégager la décomposition d’Hironaka
[7].

Pour les systemes quadratiques homogenes les deux problemes fondamentaux ont
été entierement résolus [5]. Le systéme minimal des générateurs de cette algebre est
composée de 13 éléments dont quatre invariants (notation d’Einstein) :

_ p ad .ePd g 0 =pq
A= apraaqaﬂs alseMe™, B = ap.ay.a;,a% ePe™

_aﬂfy pq v 0 M v pqors ki
C = apay.al.a 0 sePlers , D =aya,ala5a5 a;,ee e,

K = agﬂxﬂ, L= agﬂxaxﬂxqepq, M = ag/@aféaﬂx‘s,

_ o B y..0 _ 15} 5pq _ o B 6_pg
N =aga,272° R = aapavqaﬁéx £ Ry = ag,as,as,2°M,
R3 = aﬁyaﬁ a5 rir’, Ry=a pagqaﬂya‘s xhx’ el

— B v 40 M PG TS
Rs = ay.a,,al a5 a5 x¥ePe
ole?2 =gy =—e¥= gy =lete!! =¢;; = =22 = —e95 = 0. Dans la suite, on

aura besoin des expressions développées des invariants et covariant :
(133 1 12,112 132 1 1\2 1 2
A= (au) Qgg — (an) (am) + (an) 19 G2,92 + (au) Qgg 19
1 /.12 2 11 .1 2 1 1 .2 2 1 1 2
—3ay, (a12) ayy +2ay) Ay Gy afy + 2ayy 19 a1y Ay + 2 a5y Gyy A7y G2, 22

3
- a%l a§2 (a?2)2 + a%l a?z (a§2)2 - ah a%l - (@2)2 a%l a§2
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C =

—4 (@2)2 (a12) +2 a12 ai,22 a%l ayy + CL12 az, 11 (a§2)2 -3 ab (a?2)2 a§2

3
+2 a§2 a%l a?2 a§2 a%z (a12) + a11 a§2 (a?2)2 (a§2)2

1 2 1\2 1 2

B = (ah)?j a%z (a11)2(a12) + a12 Qgg — (au) Qgg Q19

- a%l (@2)2 a%2 +4 an ah a%z ap +3 a11 a%z (a12) + a11 a%2 (a§2)2
-3 (@2)3 ay, +3 a1,12 au a22 4 (a12) az, 12 —4 a12 a22 au a12
- ab a%l (a§2)2 - ab (G%Q) CL22 +2 a (an) + 4“22 a% az,12 a§2
-3 CL22 (a12) + a11 (agz)?’ - (a?2)2 (a§2)2

1 2

a11)3 a%z - a1,112 (a%2)2 + (ah)2 ab a22 +3 (au) CL22 a12 +2 (au) (%2)2

=5 ah (@2)2 a%2 —4 a%l ah a%2 as +3 an a22 (a12) + a1 a12 (%2)2

+ (a%z)g a% +3 a%; a%l a§2 —4 (@2)2 as, 122 +3 ab a%l (a§2)2

23 2 2

-5 ab (G%Q)Q a§2 + CL22 (a12) + an Q99 (%2)2 (%2)2

D =

(a ) a11 az 12 — 3 (@1)2 (@2)2 a?z a§2 +3 (@1)2 ab ai,22 a% agz
-3 (a11)2 (%2) az,11 a?z - (ah)2 a?z a2,223 - (@2)2 a?1 (G%Q)?)

3
-3 an (aéz) an (a12) + ah a%z a%2 a§2 -6 (ab) an Q2,12 a§2
12

+3 (a )2 Qg A2, 11 a22 —4 (a12) (afz)g a§2 +4ay 12 a%z (a%2)4
3
—2 a12 (a 2) a22 + CL22 (a?1)2 (%2) +2 CL22 (G%Q) a§2 + ah a§2 (a%1)2

+ (@1)4 %) a§2 (ah)g (aéz) a11 +2a1,11 (a%z)g a?z + 4“%1 (a%z)g (a?2)2

+ (an) a12 a22 + ah ((ﬁz) (azz) +3a 12 a22 (an) (a§2)2
-3 ab a%z a%l az, 122 a%z +2 ab a?1 a?z (QSQ)?’ -3 a%z az, 11 (G%Q)Q (QSQ)Q

+3 ah (a%2)2 a% (azz) +6 a11 ab ai, 22 (a12) + an ab az, 11 (agz)?’
4

+3 ah ab (a12) (%2)2 an an a§2 (an) (a12) a22

—2 (ah)?’ ah a%z a?z (ah)?j a%z Q19 CL22 +3 (an) (a%2)2 ai, 22 a%l

—2 ah (a%2)4 a% 3 (ah)Q ai, 22 (a?2)2 a%z - a%l a1,123 a%l a§2

+3 ah (ab) a22 an a%2 -3 a%l a§2 a%l a?z (a§2)2
K := (ah + a?z) z' + (ab + agQ) z?

2 1 1

L= —af; (¢')° + (a1, — 2a9,12) 2* (¢)* + (2 a3, — a3,) (2%)* 2" + ay, (2°)°



Une nouvelle classification des SDQHP 5)

M = ((@1)2 + a%z a% + a%l a%Q + a%l a%z) (xl)Q
(2 ah ab +4 ab a?z +2 a?z a%z) ? T

_l’_
+ (ah a%z + a%z az, 12 + ah agz + (a§2)2) ($2)2
N = (2al, 0, +ad,” + (a}))?) (a')?

+(2al, 6%, +2aly a3, +2a7, aly + 2 a2 a?)

+((a32)" + (a1)” + 2 a1, 22 ai) (2%)",

1

Toujours dans [5], il est établi que I'idéal des syzygies des invariants est engendré
par :

C’B — A*> — 2D* + A’C — AC? = 0 (2.2)
et celui des covariants des SQHP par :

CL — MRy + K*R, = 0,

K*(A+ C) —2CM + 2R; = 0,

C(K* — M) + 2R\Ry, + AM — CN =0,
CR, + KD + (A — C)Ry, = 0,

KM(C — B) + 2(KR? + MR;s) — 2CRs = 0,
CK(R, — Ry) + AKR, + DM — CRy = 0,
A’K — 2DR, + BCK — 2CR; = 0.

Ainsi, la décomposition complete d’Hironaka [7] de la sous-algebre des invariants
des SQHP est :

R[A, B,C]D & R[A, B,C).

2.2. Propriétés algébriques et géométriques des invariants A, B et C et
des covariants K, N et L . Dans toute la suite, les covariants seront considérés
comme des polynomes de Fx' 2% o F est l'anneau des fonctions polynomiales
R[A]. Un covariant nul définit une variété algébrique dans A.

On remarque que le jacobien du champ de vecteurs associé au systeme différentiel
(1.1) est égal & 4U ou U = (K? — N) et sa divergence a 2K.

Dans la nouvelle classification que nous proposons, nous commencons par isoler les
systemes dont ’étude se ramene, a un facteur pres, a celle des champs de vecteurs
linéaires ou constants. Nous qualifierons ces systemes quadratiques de “dégénérés”.

Il sont de la forme :
ar + by
< cx + dy ) (uz + vy).
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Lemme 1. ([5],p.56) Le systéme différentiel (1.1) est “dégénéré“ si, et seulement
si, a = 0.

Preuve. Ici, la “dégénérescence® équivaut a dire que les deux polynomes a}, (z')? +
11,2 1 (212 2 (,.1\2 2 1,2 2 (.2)2

20,0 0% + agy(x%)” et a7, (2')* + 2a7,2' ¢ + a3, (2°)? admettent un facteur commun,

c’est-a-dire, que leur résultant, égal a «, est nul.

On complete ce lemme par :

Lemme 2. Le systéme différentiel (1.1) peut se ramener a la forme

dat dz?
= 0, — = aiﬂxaxﬂ

par une transformation linéaire si, et seulement si, U = 0.
Preuve. La condition nécessaire est triviale. Supposons que U = 0. Alors,

1 1
A1y Qa9
2 2
A1 Gy

1 1
ayjp Gy
2 2
ayp Gy

1 1
app Qyg

1.2
5 5 rxrt 4+
ayp Qg

(1) + (%) = 0.

Cela entraine dans tous les cas qu'il existe deux constantes réelles k; et ks telles que
ki + k3 = 1 et kyalga®a® + kpa2 ga®a’® = 0.

La rotation X! := kja' + kox?, X2 := — kox! + ki2? réduit le systeme & la forme
cherchée.

Lemme 3. ([5],p.56) La droite \;z" + Az = 0 est une intégrale particuliére du
systéme différentiel (1.1) si, et seulement si, L(A1, A2) = 0.

Remarque 1. Le discriminant de la forme quadratique U est égal a 8c ou o« =
B+ C — 2A et celui de la forme quadratique L est égala — fou 3 = 27B — (C — 18A.

3. Classification linéaire des SQHP

Dans cette partie, on substitue 2! par z et 22 par y.

3.1. La classification de Sibirskii. Toutes les classifications réalisées jusqu’a
présent ([1, 2, 3, 4, 5]) sont basées sur le nombre et la multiplicté des droites intégrales
du systéme (1.1). Elles prennent comme point de départ les formes canoniques du
covariant (forme cubique) L et ne tiennent pas compte du tout du caractere de
dégénérescence (aspect algébrique) de (1.1).
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Une synthese de ces travaux a abouti , dans le travail de C.S. Sibirskii [5], & quatre
tableaux ou l'auteur obtient les différentes classes topologiques, géométriques et
algébriques des SDQHP. Ici, nous en rapportons deux, le premier concernant la
classification topologique dans le cas non degenéré o # 0 (si & = 0 on se rameéne
aux systemes linéarise) :

a<0,8>0 a>0,8>0 a<0,8=0 a>0,8=0
ou ou
21A=2TB=7C<0 | 214 =27TB=7C >0 7TA+9B TA #9B

P PORTRAITS
TOPOLOGIQUES
DES
SYSTEMES
DIFFERENTIELS
QUADRATIQUES
- HOMOGENESS

PLANS

a<0,8<0 a<0,8<0

AS B AeB a>0,<0

et le second, a la classification linéaire :
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CONDITIONS FORMES
INVARIANTES REDUITES
dx dy
1 L=0 — =0, —=0;
dt " dt ’
_ dx ) dy .
2 L=0K#0 ik it
( dx
3 5 <0 < a ba? + (¢ — 1)zy équations 3.3
Y 2 D >0
— = (b—1 ;
7 (b—1Dzy + cy*
( dx
— = b2’ + ay
4| B=0D#0 | § 4 (9 —7)42 = A
— = (- Dazy + v
\ dt
dx dy
5 B=0,K =0 — =% = =-2
J dt x ) dt xy?
6 kpzosmor? | g =0 g =0 D 3-1 K2
A=B=C=0 dv o dy =
Tl KL£03M=2K | @~ " g~ T W ”
dx dy
8 L#A0K=N=0 B A -
% Y dt X Y dt X Y
( dx
9| B=D=0,C#0 | % i
A C 2 2.
Y= (O g
( dx
10 850 < ? = ba’ + (c+ Dy équations 3.4
d—?; = —a? + bxy + cy¥; b=0
\

ou les différentes équations pour le cas § < 0 sont :

(c—b)° +

4(C — 3A)

(c—b)—l—M =

B VIGP

0;




Une nouvelle classification des SDQHP 9

o 80\/@(0—1))
3(b+¢) =2 SVaD - [l —0F (3.3)

et pour le cas > 0 sont :

4(A—B) = —(c+1D[p*+ (c - 1)?];

p o AC=34), 16v2D] _ 0. (3.4)

B VIGE

Fait curieux, l'invariant a qui joue un role important dans la classification
topologique (et donc, aussi géométrique) ne se retrouve dans la classification linéaire.
Le point de départ de notre classification est le covaroiant U dont le discriminant
est justement .

3.2. Formes réduites des SQHP. Les formes réduites de la forme quadratique
(qui est un covariant absolu) U sont :

a <0 a>0 ] a=0etU#0 | U=0 |

2 (2 + y?) | 2zy | 2ex? | 0 |

ou ¢ est le signe de la forme quadratique U quand il est défini.

Théoréme 1. Par une transformation linéaire, tout systéme (1.1) peut se ramener
a l'une des formes canoniques suivantes :
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CONDITIONS | FORMES
INVARIANTES | REDUITES
[ dx
— = 2mxy
(1) a <0 ¢ g B
Y € 2 € 9
7 P +26xy+Ey;
de = ax? + by?
(I1) a >0 4 gé
o = cx? + dy?;
\
(d
oo e + 2bzy
(IIT) | o = 0 et U # 0 | < %
i cx? + 2dxy;
\
4
d
i _
(IV) U=0 -
y _ 2 2.
P + 2bxy + cy*;
\

Preuve. D’apres les lemmes 1 et 2, lorsque a = 0 le systeme (1.1) se réduit a 'une
des formes (II1) ou (IV).

Supposons a > (. Par la transformation qui réduit U a la forme (1) le systéme
transformé vérifie les relations

1 1 1 1 1 1
ayp A | _ 0 Ay Qoo | _ 1 Aig Qoo | _ 0
a2 a2 =Y a2 =542 g2 = U

11 12 11 Q29 12 Q99

Comme a # 0, les deux équations ne peuvent avoir de facteur commun. Les
vecteurs colonnes (ajy,al;)” et (ai,, a3,)" ne peuvent pas s’annuler. Si le vecteur
colonne (al,, a?,)T n’est pas nul, la premiére et la troisitme relations impliquent la
colinéarité des deaux équations, c’est-a-dire, d’apres le lemme 2, que U = 0. Cela
contredit le fait que o # 0. D’on a}, = a%, = 0.

Reste le cas ot @ < 0. La forme quadratique U = (z* + y?) qui correspond & :

1 1
Qa1 Qa9
2 2
a1 Qa9

1 1
ayp Qoo
2 2
aip Qoo

1 1
ap; Qg

2 2
ayp Gig

= £.

Y Y

est invariante par toute rotation. Or, d’apres la remarque

Remarque 2. Le transformé du coefficient al, par I'application linéaire

()=o) ()
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est égal & L(p3, p3).

il en existe toujours une qui annule le coefficient al,. De plus, sachant que o # 0,
on a nécessairement, dans le systeme tranformé,

1 1 2 _ 12 _
aj; = 0, ajpay; = —¢, ajpaj; = €.

Le théoreme 1 est démontré.

L’étape suivante de la classification consiste a identifier les orbites en évaluant les
parametres de chaque forme canonique a ’aide des invariants absolus, c’est-a-dire,
de quantités qui ne dépendent que de la classe d’équivalence a laquelle appartient
le systeme. A l’exception des deux premiers cas, cela va nécessiter une partition
encore plus fine de la famille des systémes (1.1).

3.3. Caractérisation des orbites. On reprend les formes réduites des SDQP.

3.3.1 Casoua <0

Pour la forme réduite (I) , on a

Ambe? —mr4+m?2e2+1—mbe+3e2em* +m?e

AI:— m4 )
o Amber+3mt+mPe’ +1-3mle+eemt —me
Bi=— — ,
O mbe+4mbe? +5e2em* +3m?e+3mt+m?e? +1
— m4 5
0= 8 §= _8(2m2 —e)(1 +4m262 — QmE)7

m
L e O )y

m

Des expressions des invariants relatifs A, B et C' on déduit un systeme de deux
équations vérifées par les parametres m et e :

m2e? +2em?

_C+(mku):0 (3.5)

6 3B—-C —2A 4 3B— A 9
m + & m- + m-+ €
« « «

= 0. (3.6)
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dont les coefficients sont des invariants rationnels absolus.

A priori, ces équations pourraient admettre douze solutions (e, m) qui corréspondraient
a des systemes différentiels différents. Donc, rien ne prouve qu’elles caractérisent
I’orbite. En fait, c’est le cas puisque qu’on va montrer que ces systemes, si différents
soient-ils, appartiennet a la méme orbite (sont équivalents).

Remarquons d’abord que la substitution z <+ —x, y <> y transforme e en son op-
posé en laissant tous les autres coefficients de la forme réduite (1), inchangés. Donc,
connaissant m, modulo la transformation x <> —z, y <> y, ’équation 3.5 admet une
solution unique. Cela explique d’ailleurs le fait que le degré minimal de ’équation
vérifiée par e est au moins égal a deux.

Pour m, lexplication est d’abord géométrique. En effet, la forme réduite (1) est
obtenue a partir du systeme de coordonnées dans lequel la forme quadratique U
est égale & 2¢(z? + y?) a l'aide d’une rotation qui annule le coefficient al,. Vue
I’expression du covariant L et d’apres le lemme 3, cela signifie en fait que la ro-
tation est choisie de telle sorte que ’axe des y soit une droite intégrale : L =
r(uz? + vry + wy?). Comme il peut exister trois droites intégrales, la rotation
peut étre choisie de six manieres différentes. Cela explique le degré 6 de I’équation
vérifiée par m. Plus précisément, parmi ces rotations, il y a trois qui sont des com-
posées des trois autres et de la symmétrie centrale x <+ —z, y <> —y. D’ou la nature
bicarrée de ’équation 3.6. Calculons son discriminant (par rapport a m?) :

A = —1024(—C +27TB - 18 A) (—A* + A’C — C* A+ B(?)

et d’apres la syzygie (2.2),
A = 2048 5 D?.

Si f = 0, nécessairement, ¢ = 1. Dans ce cas, « = 4(7TB — 5A) et I’équation 3.6
devient

4(7TB — 5A)m° + 8(2A — 3B)m* + (3B — A)m* + B — A
= (2m? — D?[(TB — 54)m* + B — A].

Sachant que, dans le cas ou # = 0, la droite intégrale xy = 0 est triple si, et
seulement si, e = 0 et 2m? —1 = 0. Ceci équivaut bien & poser dans ’équation
ci-dessus, 9B — 7TA = 0.

Dans tous les cas il y a autant sinon plus de droites intégrales que de solutions de
I’équation 3.6.
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3.3.2 Casoua >0
Pour la forme réduite (I7) on a:
A:=a’b+2abcd+cd®, B:=a’b+20* +cd®, C:=ad’b+2a*d* + cd,
U:=22"2%(=bc+ad), L:=—cz'+az?2"®—da2a" +ba?
D’ou,
a = 2(—bc+ad)?
A —B:=2bc(ad — bc), C — A:=2ad(ad — bc)
On remarque que si A — C' # 0, alors ad # 0 et par la transformation

T ar, Yy <> dy,

la forme réduite (/7) se ramene au systeme

dx
? = 22 + by?
Y 2 2
—-— = cx° + Yy
dt y Y
ou b et ¢ vérifient le systeme d’ équations déduites respectivement des expressions
A B C
de —, —, —:
a al«

2A*c* —2(C+B)bc+(RA—B—-C)(b+c¢c)+24 =
22A— C)b¥*c* + —4Bbc + 2A—C—-B)(b+¢)+2B =
200 +(RA-C—-B)(b+¢)—4Cbc+2(2A - B) = 0,

0
0

qui équivaut a

2A0*c* —2(C+B)bc+(2A—B—-C)(b+¢)+24A =0,

B—A+(=B+C)bc+ (—C+ A)b** = 0. (3.7)
Si A — C' = 0, alors nécessairement, B — C' # 0 et modulo une transposition
T <> y, on peut toujours se ramener a poser a = 0. Dans ce cas, a 'aide de la

transformation
T < Vbz, y < Vb3ey,

le systeme (forme réduite (I7)) se ramene a la forme
dx 9
? = Y
Y

29— 2 d2.
dt ’r—i_y?
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ou d vérifie la relation ad® + 24 = 0.

Remarquons que lorsque A — C' = 0, les équations 3.7 admettent pour solution le
couple (—1,—1).

Alinsi, sous la condition @ > 0, le systeme initial se ramene a la forme

d
g—f = Jsgn(A = O)|«* + by?
d—?z = ¢z’ + dy*;

ou (b, ¢, d) est la solution du systéme d’équations

2A0*c —2(C+B)bc+(2A—B—C)(b+¢)+24 =0,
B—A+(-B+C)bc+ (—C+A) b =0,
(1 — |sgn(A — CO))(ad® + 24) + (d — 1)|sgn(A — O)| = 0. (3.8)

Notons que les deux premieres équations de 3.8 nous donnent des couples de solutions
symétriques (vy, v9) que 'on ne sait pas, a priori, faire correspondre aux parametres
b, c. Pour identifier laquelle des valeurs v; attribuer a b ou a ¢, on utilise I'invariant
A o . . .
absolu —. En effet, en opérant les deux substitutions possibles dans cet invariant,

a
on obtient
a’vy + 2advivy + d>vs a’vy + 2advivy + d3uy

2(ad — vyvq)? © 2(ad — vyvg)?

dont la différence est égale a

(a —d)(vy — v9)(a® — ad + d?)
2(ad — v1v9)? '

Cette expression est nulle si, et seulement si, a = d ou v; = v5. Dans les deux cas,
la transposition x <> y, transforme 'un en 'autre. Par conséquent, la valeur de

I'invariant absolu — identifie le couple (v, v9) & retenir.
«

333 Cas:a=0, U#0
Pour la forme réduite (/11), on a :
A= b (a®*+3acd+bee+4d?)

B:= -V (a’c®* +acd+3bce +4d)
C:=—b*(a’c*+5aed—bce +4d*
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D :=2b¢c(ac+2d)(da—bc)
U:=22%¢(da—bc)
Deux cas se présentent :: b# 0(A — B # 0) et b=0A — B = 0). Dans le premier
2
cas, a ’aide du changement de variables z <+ z,y <> W—Ty, le systeme se ramene
a: 4
x
= = 9
h
i
dt
Comme U # 0, d’apres le lemme 2, ¢ # 0. Au besoin de changer x en —z, on

peut supposer que ¢ > 0. Par conséquent, si A — B # 0, le systeme du départ est
équivalent a

= cx? + 2dwy.

dx

> 9

h
LA + 2dxy;
dt

ou d est la solution positive ou nulle de I’équation
(A - B?*d*-D* = 0.

Dans le deuxiéme cas (b = 0), sachant que U # 0, on a nécessairement ad # 0. On
peut supposer ¢ = 1. On remarque que par la transformation z <> x, y <> ux + v,
le coefficient ¢ se transfome en u(a — 2d) + ¢. Si 2M — 3U = 2(a — 2d)z* # 0, par
un choix convenable de u, on peut ramener le systeme a la forme

dx , dy
— = — = 2dxy;
at U at e
ou d v Sinon, il est équivalent a
= —. V.
oM —U ’ d
d
&
gt
d—‘?; = 22 + ay;
Par conséquent, lorsque A — B = 0, le systéeme se ramene & la forme
d
a2
gt
d—?i = cx? + 2dwy;
. U . .
oud = ———cetc=0,8i2M —3U # Oet ¢ = 10si 2M — 3U = 0.

2M —-U
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3.34 Cas: U =0

D’apres le lemme 77, le systeme général se ramene a la forme

dx dy

— =0, -2 = ar®+ 2bzy + cy?

dt dt v

pour laquelle A = B = C = *(ac—b?), K = bx+cy et M = c(az?® +2bzy+cy?).
On peut remarquer que le covariant M # 0 se ramene a la forme c(ac—b%)z*+y? par
une transformation triangulaire inférieure qui laisse la forme du systeéme invariante.
Donc, si U = 0 et M # 0, le systeme est équivalent a

dx dy
— =0, — = A)z? 2,
SiM =0et K # 0,alorsc =0 et b # 0 et la substitution y <> gx + by permet
de réduire le systeme a la forme
dx dy
dt
Si K = 0, le systeme du départ est équivalent a

dx_o @_ 9

dat O dt

ou p est égal a 1si L # 0, a 0 sinon.
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Théoreme 2. Tout systeme différentiel quadratique homogéne plan a coefficients
réels est linéairement équivalent a I'un des systemes suivants :

Conditions | Formes Caractérisation
invariantes | canoniques de 'orbite
( dx ) )
; 0 ) ? = 2muxy équations (3.5), (3.6)
a < B
Yo 52 4 geay + o e = sgn(U)
\ dt m m
(d
- |sgn(A — C)|z* + by?
2 a >0 X gé équations (3.8)
—~ = ca®+dy%
\ dt
( dx 2
a =0 Yy d= ] ——
t
S| u_pso |V &, e (A — By
\ % =cx° + TY, £ = sgn(U)
( dx U
a = 07 —_— = 3’;2 d = a5
41 A-B=0 \{ I s an 30 £ 0
U#0 —y:cx2+2xy' c = > B 70,
\ dt ’ 1si2M — 3U = 0.
( dx
U =0, il
S|z |\ &
— = sgn (A)a* + y*
\ dt
U=0, ( d_x =0
6 M =0, $ %
AN
K#0 (@~
( dx 0
U=20 T 0siL=0
) t — ’
k=0 |V & 2 “‘{1st;£0.
L at "
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Remarque 3. La classifacation faite ci-dessus n’est pas seulement valable pour
les systémes différentiels mais aussi pour les transformations quadratiques de R?
et pour les algébres de Lie réelles de dilension 2 ou les coefficients agﬁ sont les
constantes de structure. Pour ces deux catégories d’objets, les lois de transformation
des coeflicients sous ’action du groupe G sont les mémes.

1
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