
Laboratoire d’Arithmétique, de Calcul formel et d’Optimisation
ESA - CNRS 6090

Une nouvelle classification des systèmes 
différentiels quadratiques homogènes plans

 

Driss Boularas

Rapport de recherche n° 1999-04

Université de Limoges, 123 avenue Albert Thomas, 87060 Limoges Cedex
Tél. 05 55 45 73 23 - Fax. 05 55 45 73 22 - laco@unilim.fr

http://www.unilim.fr/laco/





UNE NOUVELLE CLASSIFICATION DES

SYST�EMES DIFF�ERENTIELS

QUADRATIQUES HOMOG�ENES PLANS

D. Boularas
1

Abstract. Utilisant la th�eorie des invariants, on donne une nouvelle classi-

�cation des syst�emes quadratiques homog�enes de dimension deux et �a coe�-

cients r�eels par rapport au groupe lin�eaire g�en�eral. Cette classi�cation com-

porte moins de formes canoniques que celles connues jusqu'�a pr�esent. Elle

tient compte de fa�con naturelle des propri�et�es de r�eduction du second mem-

bre et s'av�ere qu'elle est plus ad�equate aux portraits topologiques pr�esent�es

dans [5].

Keywords : classi�cation, invariant theory, orbits of linear groups, qualitative

theory of ordinary di�erential systems.

1. Introduction

On note A la famille des syst�emes di��erentiels quadratiques homog�enes plans

(SQHP)

dx1

dt
= a111(x

1)2 + 2a112x
1x2 + a122y(x

2)2;

dx2

dt
= a211(x

1)2 + 2a212x
1x2 + a222y(x

2)2 (1.1)

�a coe�cients r�eels et G, le groupe des matrices inversibles 2 � 2, p = (pi�)i;�=1;2, �a

coe�cients r�eels. Le R-espace vectoriel A est de dimension 6. On note GL(A) le
groupe des automorphismes lin�eaires de A. L'action du groupe G sur R2 ((p; x) 7!
p�1x) induit une repr�esentation rationnelle

� : G! GL(A)
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o�u l'image �(p)(a) = b est d�e�nie par

bi�� =

2X
j=1

2X

=1

2X
�=1

q�jp


�p

�
�a

j


�; q = p�1; 8 i; �; � = 1; 2:

En fait, si l'on d�esigne par (R2)� le dual de l'espace vectoriel (R2), les expressions

de cette repr�esentation indiquent que le R-espace vectoriel A n'est rien d'autre que

le produit tensoriel (R2)
NS2 o�u S2 est l'espace des formes quadratques sym�etriques

binaires (i.e. quotient de l'espace (R2)�
N

(R2)� par le noyau de l'applcation bilin�eaire

(u; v) 7! u
 v � v
 u). Cette interpr�etaion tensorielle explique l'�ecriture (1.1) des

syst�emes di��erentiels quadratiques homog�enes.

Ces lois de transformation ne concernent pas seulement les syst�emes di��erentiels,

mais aussi les alg�ebres non associatives o�u les ai�� sont les constantes de structure

(voir [2]) et les applications polynomiales quadratiques homog�enes de R2 dans R2

(voir [3]).

On dira que deux syst�emes a et a0 de A sont G- �equivalents s'il existe une trans-

formation p 2 G telle que �(p)s = s0. Cette relation d'�equivalence induit une

partition de A en classes d'�equivalence appel�ees G-orbites. Le probl�eme de la classi-

�cation lin�eaire (par rapport au groupe G) des syst�emes di��erentiels (1.1) consiste �a

caract�eriser ces orbites �a l'aide de valeurs d'un nombre �ni de fonctions alg�ebriques

d�e�nies sur A et constantes sur les orbites.

L'outil naturel pour �etudier ce probl�eme est la th�eorie des invariants.

Ce travail est compos�e de deux parties. Dans la premi�ere, nous rappelons quelques

r�esultats concernant les invariants et covariants des syst�emes di��erentiels quadra-

tiques homog�enes plans (syst�emes de g�en�erateurs des alg�ebres des invariants et des

covariants, propri�et�es, . . . ). Dans la deuxi�eme partie, nous exposons la nouvelle

classsi�cation des syst�emes di��erentiels quadratiques homog�enes plans �a coe�cients

r�eels en privilegiant les propri�et�es de reductibilit�e des polynômes du second mem-

bre. Cette d�emarche rapproche davantage les formes canoniques obtenues de la

classi�cation g�eom�etrique �etudi�ee dans [5].

2. Rappels sur les invariants et covariants des SQHP

2.1. Alg�ebre des covariants des SQHP. Dans ce travail les covariants sont pris

au sens de la d�e�nition suivante :

D�e�nition 1. Une fonction polynomiale Q : A � R
2 ! R est un covariant de A

par rapport �a G si elle v�eri�e la relation:

8p 2 G; 8a 2 A; Q(�(p)a; p�1x) = �(p)Q(a; x):
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Un G-invariant de A est un G-covariant de A qui ne d�epend pas de x.

Cette d�e�nition reste valable pour n'importe quel sous-groupe F de G et on parle

alors de covariant par rapport �a F . Le multiplicateur � est un caract�ere du groupe

G. Il est �egal [5, 9] �a une puissance du d�eterminant de p : �(p) = det(p)�� o�u

l'entier � est appel�e poids de Q. Si cette puissance est �egale �a z�ero, le covariant est

absolu, sinon il est relatif. D'apr�es la d�e�nition ci-dessus, un polynôme de A � R

est un covariant homog�ene par rapport �a G si, et seulement si, il l'est par rapport

au sous-groupe des matrices 2� 2, de d�eterminant �egal �a 1, SL(n;R). Cela conf�ere

�a l'ensemble de tous les covariants (tous absolus par rapport �a SL(n;R)) de A une

structure d'alg�ebre et d'apr�es le th�eor�eme de Hilbert sur les bases, il poss�ede un

syst�eme polynomial �ni de g�en�erateurs.

Le premier probl�eme qui se pose alors �a la th�eorie classique des invariants est la

construction de ces syst�emes (de pr�ef�erence minimaux) de g�en�erateurs tandis que

le second probl�eme consiste en la d�escription de son id�eal des syzygies (identit�es

polynomiales entre les covariants, les invariants compris).

Quand le groupe est r�eductif [10] (ce qui est le cas de G), l'alg�ebre poss�ede la

propri�et�e de Cohen-Macaulay (c'est un module libre de type �ni) et les r�eponses

aux deux probl�emes ci-dessus permettent de d�egager la d�ecomposition d'Hironaka

[7].

Pour les syst�emes quadratiques homog�enes les deux probl�emes fondamentaux ont

�et�e enti�erement r�esolus [5]. Le syst�eme minimal des g�en�erateurs de cette alg�ebre est

compos�ee de 13 �el�ements dont quatre invariants (notation d'Einstein) :

A = a�
pr
a�
�q
a



�s
a�

�
"pq"rs, B = a�

pr
a�
�q
a



�s
a�
�

"pq"rs,

C = a�
pr
a
�

�q
a


s
a�
��
"pq"rs, D = a�

pr
a
�

qk
a

�s
a�
�l
a
�

�

a�
��
"pq"rs"kl,

K = a�
��
x�, L = a

p

��
x�x�xq"pq, M = a�

��
a
�


�
x
x�;

N = a�
�

a
�

��
x
x� R1 = a�

�p
a�

q
a



��
x�"pq, R2 = a�

�p
a
�

�q
a



�

x�"pq,

R3 = a�
��
a�
�

a



��
x�x�x�, R4 = a�

�p
a�
�q
a



��
a�

�
x�x�"pq,

R5 = a�
pr
a�
�q
a

�s
a�
�

a
�

��
x�"pq"rs.

o�u "12 = "12 = �"21 = �"21 = 1 et "11 = "11 = �"22 = �"22 = 0. Dans la suite, on

aura besoin des expressions d�evelopp�ees des invariants et covariant :

A := (a111)
3 a122 � (a111)

2 (a112)
2 + (a111)

2 a112 a2; 22 + (a111)
2 a122 a

2
12

� 3 a111 (a
1
12)

2 a212 + 2 a111 a
1
12 a

1
22 a

2
11 + 2 a111 a

1
12 a

2
12 a

2
22 + 2 a111 a

1
22 a

2
11 a2; 22

� a111 a
1
22 (a

2
12)

2 + a111 a
2
12 (a

2
22)

2 � a112
3
a211 � (a112)

2 a211 a
2
22
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� 4 (a112)
2 (a212)

2 + 2 a112 a1; 22 a
2
11 a

2
12 + a112 a2; 11 (a

2
22)

2 � 3 a112 (a
2
12)

2 a222

+ 2 a122 a
2
11 a

2
12 a

2
22 � a122 (a

2
12)

3 + a211 a
2
22

3 � (a212)
2 (a222)

2

B := (a111)
3 a122 � (a111)

2 (a112)
2 + a112 a

2
22 � (a111)

2 a122 a
2
12

� a111 (a
1
12)

2 a212 + 4 a111 a
1
12 a

1
22 a

2
11 + 3 a111 a

1
22 (a

2
12)

2 + a111 a
2
12 (a

2
22)

2

� 3 (a112)
3 a211 + 3 a1; 12

2 a211 a
2
22 � 4 (a112)

2 a2; 12
2 � 4 a112 a

1
22 a

2
11 a

2
12

� a112 a
2
11 (a

2
22)

2 � a112 (a
2
12)

2 a222 + 2 a122
2
(a211)

2 + 4 a122 a
2
11 a2; 12 a

2
22

� 3 a122 (a
2
12)

3 + a211 (a
2
22)

3 � (a212)
2 (a222)

2

C := (a111)
3 a122 � a1; 11

2 (a112)
2 + (a111)

2 a112 a
2
22 + 3 (a111)

2 a122 a
2
12 + 2 (a111)

2 (a222)
2

� 5 a111 (a
1
12)

2 a212 � 4 a111 a
1
12 a

2
12 a

2
22 + 3 a111 a

1
22 (a

2
12)

2 + a1; 11 a
2
12 (a

2
22)

2

+ (a112)
3 a211 + 3 a112

2
a211 a

2
22 � 4 (a112)

2 a2; 12
2 + 3 a112 a

2
11 (a

2
22)

2

� 5 a112 (a
2
12)

2 a222 + a122 (a
2
12)

3 + a211 a
2
22

3 � (a212)
2 (a222)

2

D := �4 (a112)4 a211 a2; 12 � 3 (a111)
2 (a112)

2 a212 a
2
22 + 3 (a111)

2 a112 a1; 22 a
2
11 a

2
22

� 3 (a111)
2 (a122)

2 a2; 11 a
2
12 � (a111)

2 a212 a2; 22
3 � (a122)

2 a211 (a
2
12)

3

� 3 a111 (a
1
22)

2 a211 (a
2
12)

2 + a111 a
1
22 a

2
12

3
a222 � 6 (a112)

3 a211 a2; 12 a
2
22

+ 3 (a112)
2 a122 a2; 11

2 a222 � 4 (a112)
2 (a212)

3 a222 + 4 a1; 12 a
1
22 (a

2
12)

4

� 2 a112 (a
2
12)

3 a222
2
+ a122 (a

2
11)

2 (a222)
3 + 2 a122 (a

2
12)

4 a222 + a112
3
a122 (a

2
11)

2

+ (a111)
4 a122 a

2
22 � (a111)

3 (a122)
2 a211 + 2 a1; 11

2 (a112)
3 a212 + 4 a111 (a

1
12)

3 (a212)
2

+ (a111)
3 a112 a

2
22

2
+ a111 (a

2
12)

2 (a222)
3 + 3 a1; 12 a

1
22 (a

2
11)

2 (a222)
2

� 3 a112 a
1
22 a

2
11 a2; 12

2 a222 + 2 a112 a
2
11 a

2
12 (a

2
22)

3 � 3 a122 a2; 11 (a
2
12)

2 (a222)
2

+ 3 a111 (a
1
12)

2 a211 (a
2
22)

2 + 6 a111 a
1
12 a1; 22 (a

2
12)

3 + a111 a
1
12 a2; 11 (a

2
22)

3

+ 3 a111 a
1
12 (a

2
12)

2 (a222)
2 � a111 a

2
11 a

2
22

4 � (a111)
3 (a112)

2 a222

� 2 (a111)
3 a112 a

1
22 a

2
12 � (a111)

3 a122 a
2
12 a

2
22 + 3 (a111)

2 (a112)
2 a1; 22 a

2
11

� 2 a111 (a
1
12)

4 a211 � 3 (a111)
2 a1; 22 (a

2
12)

2 a222 � a111 a1; 12
3 a211 a

2
22

+ 3 a111 (a
1
12)

2 a122 a
2
11 a

2
12 � 3 a111 a

1
22 a

2
11 a

2
12 (a

2
22)

2

K := (a111 + a212) x
1 + (a112 + a222) x

2

L := �a211 (x1)3 + (a111 � 2 a2; 12) x
2 (x1)2 + (2 a112 � a222) (x

2)2 x1 + a122 (x
2)3
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M := ((a111)
2 + a112 a

2
11 + a111 a

2
12 + a211 a

2
22) (x

1)2

+ (2 a111 a
1
12 + 4 a112 a

2
12 + 2 a212 a

2
22) x

2 x1

+ (a111 a
1
22 + a122 a2; 12 + a112 a

2
22 + (a222)

2) (x2)2

N := (2 a112 a
2
11 + a212

2
+ (a111)

2) (x1)2

+ (2 a112 a
2
12 + 2 a212 a

2
22 + 2 a111 a

1
12 + 2 a1; 22 a

2
11) x

2 x1

+ ((a222)
2 + (a112)

2 + 2 a1; 22 a
2
12) (x

2)2:

Toujours dans [5], il est �etabli que l'id�eal des syzygies des invariants est engendr�e

par :

C2B � A3 � 2D2 + A2C � AC2 = 0 (2.2)

et celui des covariants des SQHP par :

CL � MR2 + K2R1 = 0;

K2(A + C) � 2CM + 2R2
2 = 0;

C(K2 � M) + 2R1R2 + AM � CN = 0;

CR1 + KD + (A � C)R2 = 0;

KM(C � B) + 2(KR2
1 + MR5) � 2CR3 = 0;

CK(R1 � R2) + AKR1 + DM � CR4 = 0;

A2K � 2DR2 + BCK � 2CR5 = 0:

Ainsi, la d�ecomposition compl�ete d'Hironaka [7] de la sous-alg�ebre des invariants

des SQHP est :

R[A;B;C]D � R[A;B;C]:

2.2. Propri�et�es alg�ebriques et g�eom�etriques des invariants A;B et C et

des covariants K;N et L . Dans toute la suite, les covariants seront consid�er�es
comme des polynômes de F [x1; x2] o�u F est l'anneau des fonctions polynomiales

R[A]. Un covariant nul d�e�nit une vari�et�e alg�ebrique dans A.
On remarque que le jacobien du champ de vecteurs associ�e au syst�eme di��erentiel

(1.1) est �egal �a 4U o�u U = (K2 � N) et sa divergence �a 2K.

Dans la nouvelle classi�cation que nous proposons, nous commen�cons par isoler les

syst�emes dont l'�etude se ram�ene, �a un facteur pr�es, �a celle des champs de vecteurs

lin�eaires ou constants. Nous quali�erons ces syst�emes quadratiques de \d�eg�en�er�es".

Il sont de la forme : �
ax + by

cx + dy

�
(ux + vy):
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Lemme 1. ([5],p.56) Le syst�eme di��erentiel (1.1) est \d�eg�en�er�e\ si, et seulement

si, � = 0.

Preuve. Ici, la \d�eg�en�erescence\ �equivaut �a dire que les deux polynômes a111(x
1)2 +

2a112x
1x2 + a122(x

2)2 et a211(x
1)2 + 2a212x

1x2 + a222(x
2)2 admettent un facteur commun,

c'est-�a-dire, que leur r�esultant, �egal �a �, est nul.

On compl�ete ce lemme par :

Lemme 2. Le syst�eme di��erentiel (1.1) peut se ramener �a la forme

dx1

dt
= 0;

dx2

dt
= a2��x

�x�

par une transformation lin�eaire si, et seulement si, U = 0.

Preuve. La condition n�ecessaire est triviale. Supposons que U = 0. Alors,���� a111 a112
a211 a212

���� (x1)2 +

���� a111 a122
a211 a222

���� x1x2 +

���� a112 a122
a212 a222

���� (x2)2 = 0:

Cela entrâine dans tous les cas qu'il existe deux constantes r�eelles k1 et k2 telles que

k21 + k22 = 1 et k1a
1
��x

�x� + k2a
2
��x

�x� = 0.

La rotation X1 := k1x
1 + k2x

2; X2 := � k2x
1 + k1x

2 r�eduit le syst�eme �a la forme

cherch�ee.

Lemme 3. ([5],p.56) La droite �1x
1 + �2x

2 = 0 est une int�egrale particuli�ere du

syst�eme di��erentiel (1.1) si, et seulement si, L(�1; �2) = 0:

Remarque 1. Le discriminant de la forme quadratique U est �egal �a 8� o�u � =

B+C � 2A et celui de la forme quadratique L est �egal �a� � o�u � = 27B�C � 18A.

3. Classi�cation lin�eaire des SQHP

Dans cette partie, on substitue x1 par x et x2 par y.

3.1. La classi�cation de Sibirskii. Toutes les classi�cations r�ealis�ees jusqu'�a

pr�esent ([1, 2, 3, 4, 5]) sont bas�ees sur le nombre et la multiplict�e des droites int�egrales

du syst�eme (1.1). Elles prennent comme point de d�epart les formes canoniques du

covariant (forme cubique) L et ne tiennent pas compte du tout du caract�ere de

d�eg�en�erescence (aspect alg�ebrique) de (1.1).
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Une synth�ese de ces travaux a abouti , dans le travail de C.S. Sibirskii [5], �a quatre

tableaux o�u l'auteur obtient les di��erentes classes topologiques, g�eom�etriques et

alg�ebriques des SDQHP. Ici, nous en rapportons deux, le premier concernant la

classi�cation topologique dans le cas non degen�er�e � 6= 0 (si � = 0 on se ram�ene

aux syst�emes lin�earise) :

QUADRATIQUES

PLANS
HOMOGENESS

SYSTEMES
DIFFERENTIELS

DES

TOPOLOGIQUES

� < 0; � > 0

ou ouou

� > 0; � > 0 � < 0; � = 0 � > 0; � = 0

� < 0; � < 0 � < 0; � < 0

� > 0; � < 0

7A 6= 9B 7A 6= 9B

A > B A < B

21A = 27B = 7C < 0 21A = 27B = 7C > 0

PORTRAITS

et le second, �a la classi�cation lin�eaire :
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CONDITIONS FORMES

INVARIANTES R�EDUITES

1 L = 0
dx

dt
= 0;

dy

dt
= 0;

2 L = 0; K 6= 0
dx

dt
= x2;

dy

dt
= xy

3 � < 0

8><
>:

dx

dt
= bx2 + (c� 1)xy

dy

dt
= (b� 1)xy + cy2;

�equations 3:3

D > 0

4 � = 0; D 6= 0

8><
>:

dx

dt
= bx2 + xy

dy

dt
= (b� 1)xy + y2;

(9b� 7)
3
p
2

4
= A

3
p
D2

5 B = 0; K = 0
dx

dt
= x2;

dy

dt
= �2xy;

6
A = B = C = 0

KL 6= 0; 3M 6= 2K2

dx

dt
= bx2;

dy

dt
= (b� 1)xy;

2b

3b� 1
=

M

K2

7
A = B = C = 0

KL 6= 0; 3M = 2K2

dx

dt
= x2;

dy

dt
= �x2 + xy; -

8 L 6= 0; K = N = 0
dx

dt
= x2;

dy

dt
= �x2; -

9 � = D = 0; C 6= 0

8><
>:

dx

dt
= xy

dy

dt
= sgn(C)x2 + y2;

-

10 � > 0

8><
>:

dx

dt
= bx2 + (c+ 1)xy

dy

dt
= �x2 + bxy + cy2;

�equations 3:4

b � 0

o�u les di��erentes �equations pour le cas � < 0 sont :

(c� b)3 +
4(C � 3A)

�
(c� b) +

16
p
2jDjp
j�j3 = 0;
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3(b+ c) = 2� 8C
p
j�j(c� b)

8
p
2D � [

p
j�j(c� b)]3

: (3.3)

et pour le cas � > 0 sont :

4(A� B) = �(c + 1)[b2 + (c� 1)2];

b3 � 4(C � 3A)

�
b� 16

p
2jDjp
j�j3 = 0: (3.4)

Fait curieux, l'invariant � qui joue un rôle important dans la classi�cation

topologique (et donc, aussi g�eom�etrique) ne se retrouve dans la classi�cation lin�eaire.

Le point de d�epart de notre classi�cation est le covaroiant U dont le discriminant

est justement �.

3.2. Formes r�eduites des SQHP. Les formes r�eduites de la forme quadratique

(qui est un covariant absolu) U sont :

� < 0 � > 0 � = 0 et U 6= 0 U = 0

2"(x2 + y2) 2xy 2"x2 0

o�u " est le signe de la forme quadratique U quand il est d�e�ni.

Th�eor�eme 1. Par une transformation lin�eaire, tout syst�eme (1.1) peut se ramener

�a l'une des formes canoniques suivantes :
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CONDITIONS FORMES

INVARIANTES R�EDUITES

(I) � < 0

8><
>:

dx

dt
= 2mxy

dy

dt
=

�"
m
x2 + 2exy +

"

m
y2;

(II) � > 0

8><
>:

dx

dt
= ax2 + by2

dy

dt
= cx2 + dy2;

(III) � = 0 et U 6= 0

8><
>:

dx

dt
= ax2 + 2bxy

dy

dt
= cx2 + 2dxy;

(IV ) U = 0

8><
>:

dx

dt
= 0

dy

dt
= ax2 + 2bxy + cy2;

Preuve. D'apr�es les lemmes 1 et 2, lorsque � = 0 le syst�eme (1.1) se r�eduit �a l'une

des formes (III) ou (IV ).

Supposons � > 0. Par la transformation qui r�eduit U �a la forme (II) le syst�eme

transform�e v�eri�e les relations���� a111 a112
a211 a212

���� = 0;

���� a111 a122
a211 a222

���� = 1;

���� a112 a122
a212 a222

���� = 0:

Comme � 6= 0, les deux �equations ne peuvent avoir de facteur commun. Les

vecteurs colonnes (a111; a
2
11)

T et (a122; a
2
22)

T ne peuvent pas s'annuler. Si le vecteur

colonne (a112; a
2
12)

T n'est pas nul, la premi�ere et la troisi�eme relations impliquent la

colin�earit�e des deaux �equations, c'est-�a-dire, d'apr�es le lemme 2, que U = 0. Cela

contredit le fait que � 6= 0. D'o�u a112 = a212 = 0.

Reste le cas o�u � < 0. La forme quadratique U = "(x2 + y2) qui correspond �a :���� a111 a112
a211 a212

���� = ";

���� a111 a122
a211 a222

���� = 0;

���� a112 a122
a212 a222

���� = ":

est invariante par toute rotation. Or, d'apr�es la remarque

Remarque 2. Le transform�e du coe�cient a122 par l'application lin�eaire�
x

y

�
=

�
p11 p12
p21 p22

��
X

Y

�
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est �egal �a L(p12; p
2
2).

il en existe toujours une qui annule le coe�cient a122. De plus, sachant que � 6= 0,

on a n�ecessairement, dans le syst�eme tranform�e,

a111 = 0; a112a
2
11 = �"; a112a211 = ":

Le th�eor�eme 1 est d�emontr�e.

L'�etape suivante de la classi�cation consiste �a identi�er les orbites en �evaluant les

param�etres de chaque forme canonique �a l'aide des invariants absolus, c'est-�a-dire,

de quantit�es qui ne d�ependent que de la classe d'�equivalence �a laquelle appartient

le syst�eme. A l'exception des deux premiers cas, cela va n�ecessiter une partition

encore plus �ne de la famille des syst�emes (1.1).

3.3. Caract�erisation des orbites. On reprend les formes r�eduites des SDQP.

3.3.1 Cas o�u � < 0

Pour la forme r�eduite (I) , on a

A := �4m6 e2 �m4 +m2 e2 + 1�m6 "+ 3 e2 "m4 +m2 "

m4
;

B := �4m6 e2 + 3m4 +m2 e2 + 1� 3m6 "+ e2 "m4 �m2 "

m4
;

C := �m
6 "+ 4m6 e2 + 5 e2 "m4 + 3m2 "+ 3m4 +m2 e2 + 1

m4
;

� := �8; � = �8(2m
2 � ")(1 +m2e2 � 2m")

m4
;

L =
x"(x2 � 2emxy + (2m2 � ")y2)

m
U := 2 " (x2 + y2):

Des expressions des invariants relatifs A, B et C on d�eduit un syst�eme de deux

�equations v�erif�ees par les par�am�etres m et e :

m2 e2 + 2 "m2 B � C

�
+ (m4 + 1) = 0 (3.5)

m6 + "
3B � C � 2A

�
m4 +

3B � A

�
m2 + "

B � A

�
= 0: (3.6)
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dont les coe�cients sont des invariants rationnels absolus.
�A priori, ces �equations pourraient admettre douze solutions (e;m) qui corr�espondraient

�a des syst�emes di��erentiels di��erents. Donc, rien ne prouve qu'elles caract�erisent

l'orbite. En fait, c'est le cas puisque qu'on va montrer que ces syst�emes, si di��erents

soient-ils, appartiennet �a la même orbite (sont �equivalents).

Remarquons d'abord que la substitution x $ �x; y $ y transforme e en son op-

pos�e en laissant tous les autres coe�cients de la forme r�eduite (1), inchang�es. Donc,

connaissant m, modulo la transformation x$ �x; y $ y, l'�equation 3.5 admet une

solution unique. Cela explique d'ailleurs le fait que le degr�e minimal de l'�equation

v�eri��ee par e est au moins �egal �a deux.

Pour m, l'explication est d'abord g�eom�etrique. En e�et, la forme r�eduite (1) est

obtenue �a partir du syst�eme de coordonn�ees dans lequel la forme quadratique U

est �egale �a 2"(x2 + y2) �a l'aide d'une rotation qui annule le coe�cient a122. Vue

l'expression du covariant L et d'apr�es le lemme 3, cela signi�e en fait que la ro-

tation est choisie de telle sorte que l'axe des y soit une droite int�egrale : L =

x(ux2 + vxy + wy2). Comme il peut exister trois droites int�egrales, la rotation

peut être choisie de six mani�eres di��erentes. Cela explique le degr�e 6 de l'�equation

v�eri��ee par m. Plus pr�ecis�ement, parmi ces rotations, il y a trois qui sont des com-

pos�ees des trois autres et de la symm�etrie centrale x$ �x; y $ �y. D'o�u la nature
bicarr�ee de l'�equation 3.6. Calculons son discriminant (par rapport �a m2) :

� = �1024 (�C + 27B � 18A) (�A3 + A2 C � C2A+B C2)

et d'apr�es la syzygie (2.2),

� = 2048 � D2:

Si � = 0, n�ecessairement, " = 1. Dans ce cas, � = 4(7B � 5A) et l'�equation 3.6

devient

4(7B � 5A)m6 + 8(2A � 3B)m4 + (3B � A)m2 + B � A

= (2m2 � 1)2[(7B � 5A)m2 + B � A]:

Sachant que, dans le cas o�u � = 0, la droite int�egrale x1 = 0 est triple si, et

seulement si, e = 0 et 2m2 � 1 = 0. Ceci �equivaut bien �a poser dans l'�equation

ci-dessus, 9B � 7A = 0.

Dans tous les cas il y a autant sinon plus de droites int�egrales que de solutions de

l'�equation 3.6.
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3.3.2 Cas o�u � > 0

Pour la forme r�eduite (II) on a:

A := a3 b + 2 a b c d+ c d3; B := a3 b + 2 b2 c2 + c d3; C := a3 b + 2 a2 d2 + c d3;

U := 2 x1 x2 (�b c + a d); L := �c x13 + a x2 x1
2 � d x2

2 x1 + b x2
3

D'o�u,

� = 2 (�b c+ a d)2

A � B := 2 b c (a d � b c); C � A := 2 a d (a d � b c)

On remarque que si A � C 6= 0, alors ad 6= 0 et par la transformation

x$ ax; y $ dy;

la forme r�eduite (II) se ram�ene au syst�eme8><
>:

dx

dt
= x2 + by2

dy

dt
= cx2 + y2;

o�u b et c v�eri�ent le syst�eme d' �equations d�eduites respectivement des expressions

de
A

�
;
B

�
;
C

�
:

2A b2 c2 � 2 (C + B) b c+ (2A� B � C ) (b + c) + 2A = 0

2(2A� C ) b2 c2 + � 4Bbc + (2A� C � B) (b + c) + 2B = 0

2C b2 c2 + (2A� C � B) (b + c)� 4C b c+ 2 (2A � B) = 0;

qui �equivaut �a

2A b2 c2 � 2 (C + B) b c+ (2A� B � C ) (b + c) + 2A = 0;

B � A+ (�B + C ) b c+ (�C + A) b2 c2 = 0: (3.7)

Si A � C = 0, alors n�ecessairement, B � C 6= 0 et modulo une transposition

x $ y, on peut toujours se ramener �a poser a = 0. Dans ce cas, �a l'aide de la

transformation

x$ 3
p
bc2x; y $ 3

p
b2cy;

le syst�eme (forme r�eduite (II)) se ram�ene �a la forme8><
>:

dx

dt
= �y2

dy

dt
= �x2 + dy2;
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o�u d v�eri�e la relation � d3 + 2A = 0.

Remarquons que lorsque A � C = 0, les �equations 3.7 admettent pour solution le

couple (�1;�1).
Ainsi, sous la condition � > 0, le syst�eme initial se ram�ene �a la forme8><

>:
dx

dt
= jsgn(A � C)jx2 + by2

dy

dt
= cx2 + dy2;

o�u (b; c; d) est la solution du syst�eme d'�equations

2A b2 c2 � 2 (C + B) b c+ (2A� B � C ) (b + c) + 2A = 0;

B � A+ (�B + C ) b c+ (�C + A) b2 c2: = 0;

(1 � jsgn(A � C)j)(� d3 + 2A) + (d � 1)jsgn(A � C)j = 0: (3.8)

Notons que les deux premi�eres �equations de 3.8 nous donnent des couples de solutions

sym�etriques (v1; v2) que l'on ne sait pas, �a priori, faire correspondre aux param�etres

b; c. Pour identi�er laquelle des valeurs vi attribuer �a b ou �a c, on utilise l'invariant

absolu
A

�
. En e�et, en op�erant les deux substitutions possibles dans cet invariant,

on obtient
a3v1 + 2adv1v2 + d3v2

2(ad� v1v2)2
et

a3v2 + 2adv1v2 + d3v1

2(ad� v1v2)2

dont la di��erence est �egale �a

(a� d)(v1 � v2)(a
2 � ad + d2)

2(ad� v1v2)2
:

Cette expression est nulle si, et seulement si, a = d ou v1 = v2. Dans les deux cas,

la transposition x $ y, transforme l'un en l'autre. Par cons�equent, la valeur de

l'invariant absolu
A

�
identi�e le couple (v1; v2) �a retenir.

3.3.3 Cas : � = 0; U 6= 0

Pour la forme r�eduite (III), on a :

A := �b2 (a2 "2 + 3 a " d+ b c "+ 4 d2)

B := �b2 (a2 "2 + a " d+ 3 b c "+ 4 d2)

C := �b2 (a2 "2 + 5 a " d� b c "+ 4 d2)
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D := 2 b3 " (a "+ 2 d) (d a� b c)

U := 2 x2 " (d a� b c)

Deux cas se pr�esentent :: b 6= 0 (A � B 6= 0) et b = 0A � B = 0). Dans le premier

cas, �a l'aide du changement de variables x$ x; y $ ax + 2by

2
, le syst�eme se ram�ene

�a : 8><
>:

dx

dt
= 2xy

dy

dt
= cx2 + 2dxy:

Comme U 6= 0, d'apr�es le lemme 2, c 6= 0. Au besoin de changer x en �x, on
peut supposer que c > 0. Par cons�equent, si A � B 6= 0, le syst�eme du d�epart est

�equivalent �a 8><
>:

dx

dt
= 2xy

dy

dt
= "x2 + 2dxy;

o�u d est la solution positive ou nulle de l'�equation

(A � B)3 d2 � D2 = 0:

Dans le deuxi�eme cas ( b = 0), sachant que U 6= 0, on a n�ecessairement ad 6= 0. On

peut supposer a = 1. On remarque que par la transformation x$ x; y $ ux + y,

le coe�cient c se transfome en u(a� 2d) + c. Si 2M � 3U = 2(a� 2d)x2 6= 0, par

un choix convenable de u, on peut ramener le syst�eme �a la forme

dx

dt
= "x2

dy

dt
= 2dxy;

o�u d =
U

2M � U
. Sinon, il est �equivalent �a8><

>:
dx

dt
= "x2

dy

dt
= x2 + xy;

Par cons�equent, lorsque A � B = 0, le syst�eme se ram�ene �a la forme8><
>:

dx

dt
= x2

dy

dt
= cx2 + 2dxy;

o�u d =
U

2M � U
et c = 0, si 2M � 3U 6= 0 et c = 10 si 2M � 3U = 0.
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3.3.4 Cas : U = 0

D'apr�es le lemme ??, le syst�eme g�en�eral se ram�ene �a la forme

dx

dt
= 0;

dy

dt
= ax2 + 2bxy + cy2

pour laquelle A = B = C = c2(ac�b2); K = bx+cy etM = c(ax2+2bxy+cy2).

On peut remarquer que le covariantM 6= 0 se ram�ene �a la forme c(ac�b2)x2+y2 par
une transformation triangulaire inf�erieure qui laisse la forme du syst�eme invariante.

Donc, si U = 0 et M 6= 0, le syst�eme est �equivalent �a

dx

dt
= 0;

dy

dt
= sgn(A)x2 + y2:

Si M = 0 et K 6= 0, alors c = 0 et b 6= 0 et la substitution y $ a

2
x + by permet

de r�eduire le syst�eme �a la forme

dx

dt
= 0;

dy

dt
= 2xy

Si K = 0, le syst�eme du d�epart est �equivalent �a

dx

dt
= 0;

dy

dt
= �x2

o�u � est �egal �a 1 si L 6= 0, �a 0 sinon.
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Th�eor�eme 2. Tout syst�eme di��erentiel quadratique homog�ene plan �a coe�cients

r�eels est lin�eairement �equivalent �a l'un des syst�emes suivants :

Conditions Formes Caract�erisation

invariantes canoniques de l'orbite

1 � < 0

8><
>:

dx

dt
= 2mxy

dy

dt
=
�"
m
x2 + 2exy +

"

m
y2;

�equations (3.5), (3.6)

" = sgn(U)

2 � > 0

8><
>:

dx

dt
= jsgn(A� C)jx2 + by2

dy

dt
= cx2 + dy2;

�equations (3.8)

3
� = 0

A� B 6= 0

8><
>:

dx

dt
= 2xy

dy

dt
= "x2 + 2dxy;

d =

s
D2

(A � B)3

" = sgn(U)

4

� = 0;

A� B = 0

U 6= 0

8><
>:

dx

dt
= x2

dy

dt
= cx2 + 2xy;

d =
U

2M � U
;

c =

�
0 si 2M � 3U 6= 0;

1 si 2M � 3U = 0:

5
U = 0;

M 6= 0

8><
>:

dx

dt
= 0

dy

dt
= sgn (A)x2 + y2;

6

U = 0;

M = 0;

K 6= 0

8><
>:

dx

dt
= 0

dy

dt
= 2xy

7
U = 0;

K = 0

8><
>:

dx

dt
= 0

dy

dt
= �x2

� =

�
0 si L = 0;

1 si L 6= 0:
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Remarque 3. La classifacation faite ci-dessus n'est pas seulement valable pour

les syst�emes di��erentiels mais aussi pour les transformations quadratiques de R2

et pour les alg�ebres de Lie r�eelles de dilension 2 o�u les coe�cients ai�� sont les

constantes de structure. Pour ces deux cat�egories d'objets, les lois de transformation

des coe�cients sous l'action du groupe G sont les mêmes.
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