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Systemes récursifs et algebre de Hadamard de suites
récurrentes linéaires sur des anneaux commutatifs *

Abdelkader NECER |

Résumé

En réponse a une question de V. E. HOGGAT, JR., BELA ZAY montre que les solutions d’'un
systeme récursif homogene sur R, sont des suites récurrentes linéaires. Nous nous proposons
d’étendre son résultat a des systemes récursifs (homogenes ou non) sur des modules sur des
anneaux commutatifs. Nous appliquerons le théoreme principal pour établir quelques propriétés
de suites récurrentes linéaires sur des modules et algebres. Nous redémontrons, en particulier,
un résultat récent du a U. Cerruti et F. Vaccarino, et qui affirme que le produit de Hadamard
de deux suites récurrentes linéaires sur un anneau commutatif est encore une suite récurrente
linéaire.

1 Introduction

Soit r € N*. Dans toute la suite I désigne 1’ensemble {1,...,7} et my,..., m, sont des entiers
rationnels strictement positifs. Soit U7 = (u},),~o, (j € I), une famille de suites de nombres
réels de termes initiaux ug, ..., up, _q, (j € I). Soit ¢; j; ( (i,7) € I?; 0 <1 < mj) des nombres
réels. On suppose que les suites U, ..., U" vérifient, pour tout n € N, le systéme d’équations:
/. M1 my
Z CLagyy + o+ Z ClilUy g = 0,
1=0 1=0
mi my
Z Conglny + o+ Z C,r Uy = 0,
=0 =0 (1)
mi . my
Z Criglny + o0+ Z CrorUp g = 0,
\ [=0 =0
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et que

det ((Ci,jam]’))gz‘,jgr 70 (2)

Dans [9] Béla Zay démontre que les suites U', ..., U" sont des suites récurrentes linéaires
réelles et ont toutes le méme polynome caractéristique. Dans ce qui suit nous généralisons ce
résultat au cas ou les suites sont dans un module sur un anneau commutatif unitaire. Ce qui
permet d’obtenir, par une méthode élémentaire, le résultat établi par U. Cerruti et F. Vaccarino
dans ([3]), sur la stabilité du produit de Hadamard de deux suites récurrentes linéaires sur un
anneau commutatif unitaire. Une autre application de ce résultat consiste a montrer que les
décimations de suites récurrentes linéaires sont galement des suites récurrentes linéaires.
Mais auparavent, signalons que, sur un corps commutatif K, le passage des suites a leurs séries
génératrices permet de donner une autre démonstration du résultat de Béla Zay. Rappelons
rapidement que si U = (uy,)n>0 est un élément de KN et si U(X) est sa série génératrice dans
K[[X]], alors, pour [ € N*, la série génératrice V(X) de la suite V' = (upn4i)n>0, translatée de
U, est donnée par:

-1
XV(X)=UX)=> wX'.
i=0
En injectant toutes les séries génératrices de U, ..., U" et de leurs translatées dans (1) on
obtient un systéeme linéaire de r équations a coefficients dans K[X]. Les solutions de ce systéme

sont alors des fractions rationnelles. Ce qui signifie que les suites U!,...,U" sont des suites
récurrentes linéaires.

2 Suites récurrentes linéaires sur un module

La théorie des suites récurrentes linéaires sur des modules est tres riche et relativement récente.
On pourra consulter le travail de Kurakin et al. (voir [9]) pour a la fois un historique et un
exposé complet du sujet. Dans cette section nous nous contenterons de rappeler les éléments
dont nous aurons besoin dans la suite.

Soit A un anneau commutatif unitaire d’élément neutre 1. Le groupe des éléments inversibles
de A sera noté U(A) ou tout simplement Y. Dans la suite M désignera un module sur A.

Soit S(M) I'ensemble des suites a valeurs dans M. Un élément U de S(M) sera noté (uy)n>o0-
Soit B = A[X] I'algebre des polynomes sur A. Pour d € N,

d
pX)=> pX' €B, U=(u,)€S,
=0

et pour tout n € N, on pose

(P = 3 pitnss



Muni de ’addition usuelle des suites et de cette multiplication par les scalaires, S(M) est alors
un B-module.

Soit U € S. On désigne par Z, 'idéal annulateur de U dans B. i.e.,
Z.={pe B ; pU=0}

Définitions

Soit U € S. On dit que U est une suite récurrente linéaire (sur M) si Z,, contient un polynome
unitaire.

L’idéal Z,, est alors appelé idéal caractéristique de U et les polynomes unitaires de Z,, des po-
lynomes caractéristiques de U.

Soit d le degré minimal des polynémes unitaires de Z,,. On dit que la suite U est de longueur
d.

Remarques

1- Soit U = (uy)n>0 une suite a valeurs dans M. Si la suite U est récurrente linéaire alors
I'idéal Z,, est cofini: le quotient de B par Z, est un A-module de type fini. Inversement si Z,
est cofini alors la suite U est une suite récurrente linéaire. En effet, supposons que B/Z, est
engendré par g1 +Z,,...,9s+Z, ou s € Nteg,...,qgssont dans B. Soit d = max;<s deg(g;). la
famille (X* + Tu)g<i<q st alors une famille génératrice de B/Z, et par conséquent, pour n > d,
il existe aq, . ..,aq dans A tels que:

d
X"+T, =Y a;(X)+1,).
=0

Ce qui signifie que le polynome unitaire X" — Z?:o a; X7 est dans Z,,.

2- Si on suppose que A est un corps et que M = A, on retrouve la définition classique des
suites récurrentes linéaires sur des corps commutatifs (voir [8]).

3- Contrairement au cas ou A est un corps, une suite récurrente linéaire sur M peut posséder
plusieurs polynémes minimaux unitaires. Voir [9] pour des exemples.

4- L’ensemble, qu’on notera SR(M), des suites récurrentes linéaires sur M est un sous B-
module de S(M).

Soit ¢(X) € A[X] un polynome unitaire. L’ensemble des suites récurrentes linéaires sur M de
polynome caractéristique ¢(X) est aussi un B-module.



3 Systéemes récursifs sur un module

On garde les mémes notations que ci-dessus et on cherche a déterminer les suites U Lo ur
de M dont les termes initiaux ug, ..., uy, _y ( j € I), sont dans M et qui satisfont a:
Cu(X)U' + - +C,(X)U" = 0,
: : (3)
Ca(X)U' + - +C.(X)U" = 0,
ol .
CU(X) = ZCZ‘JJXZ < B, V(’L,j) € 1%
1=0

On supposera, en outre, que

det ((CiJ’mJ'))lgz‘,jgr euU. (4)

Le résultat de B. Zay, obtenu dans [9], est alors un cas particulier du

Théoréme 1

Pour toute famille uy, ..., uy, 1, (j € 1) d’éléments de M, le systéme (3) posséde une unique

solution UL, ..., U" ot U',...,U" sont des suites récurrentes linéaires sur M de longueur in-
s z \ T

férieure ou égale a 35 mj.

Preuve
L’existence et I'unicité d’une solution du systeme (3) est assurée par la condition (4). Montrons
que les solutions sont des suites récurrentes linéaires.

Posons

C(X) = (Ci’(X>>1§z‘,jgr'
C’est un ¢élément de M,.(B). Soit
Ul
V= :
UT’
Le systeme (3) est équivalent a: C'(X)V = 0.
L’anneau B étant commutatif, la matrice C'(X) est alors, d’apres le théoreme de Cayley-
Hamilton ([1, 7.23]) , racine de son polynoéme caractéristique,

PY)=Y"+a,1(X)Y" '+ 4 ag(X) € M,(B)[Y].

On a donc
P(C(X)V =0 et C(X)V=0.

caractéristiquDonc ag(X)V = 0.
Par conséquent



ap(X)U'=0 Viel.

Remarquons que le déterminant de C'(X) est, au signe pres, le polynéme ag(X). Ce dernier a
un coefficient dominant inversible dans A. En effet, si

det(C(X)) = Z 60010(1)()() e C(ra(r) (X)a

€Sy

le coefficient dominant de ce déterminant est donné par:

Z 60010(1)771(,(1) e Cra(r)m(,(r) = det(cijmj) eu.

og€Sy

On a montré ainsi que pour tout ¢ € Z, I'idéal Z;: contient un polynome unitaire de degré
. yo. , N r PR YR
inférieur ou égal & » %_, m;. D’ou le théoreme.

Remarques
1. Si A[X] est principal (c’est-a-dire si A est un corps), on peut arriver au méme résultat en
utilisant la méthode des facteurs invariants. La matrice C(X) est équivalente a une matrice
diagonale, disons

D(X) = diag(D1(X), ..., D.(X))

ou D;(X) divise D;+1(X) pour tout i € {1,...,r—1}. Dans ce cas, le polynéme D, (X) est un

polynéme caractéristique des suites U, ... U".

2. Soit My = M N* Pensemble des 2-suites sur le A-module M. Comme dans le cas des suites
sur M, M est muni canoniquement d’une structure de A[X,Y]-module. Pour d € N,

U= (tmn)mmere et p(X,Y) = Y pyX'¥7 € A[X,Y],

0<i,5<d

on pose
(p(X7 Y>U)mn = Z DijUmiin+tj V(m,n) € N2‘
0<i,j<d

Soit C'(X,Y’) une matrice d’ordre 7 et a coefficients dans A[X, Y]. Si on suppose que le systéme
C(X,Y)U = 0 possede des solutions U, ..., U" dans My, alors, en remplacant dans la preuve
du théreme A[X] par A[X,Y], on voit que ces solutions sont toutes annulées par un méme
polynome dans A[X,Y].

Le résultat reste également valable si on considere des k-suites, c’est-a dire des éléments du
A-module MY, pour k dans N*.

Corollaire (Cas non homogene)
On utilise les mémes hypotheéses et notations que ci-dessus. Soient C(X) une matrice de d’ordre
r a coefficients dans B, W', ..., W7 des suites récurrentes linéaires sur M et W le vecteur
transposé de (W*, ..., W™). On suppose que la matrice C(X) vérifie la condition (4). Alors le
systeme

cCX)u=w (5)

bt



posséde une unique solution U = (UY,... . U") ou les suites U',... U™ sont des suites récur-
rentes linéaires sur M ayant méme polynome caractéristique.

Preuve
Soit, comme ci-dessus, P(Y) = Y + a,_1(X)Y"! 4+ -+ 4+ ao(X) € M,(B)[Y] le polynéme
caractéristique de C'(X).
On a
C(X)U + a,1(X)C(X) U 4 -+ ao(X)U = 0. (6)

Or C(X)U = W, donc
C(X)" W + a, 1 (X)C(X) 2W + - + ag(X)U = 0. (7)
On pose pour tout ¢ dans {1,...,r},
Wi = a;(X)C (X)W avec a,(X) = 1.

Comme les suites récurrentes linéaires sur M forment un B-module, les suites W;, pour

i € {l,...,r}, sont des suites récurrentes linéaires sur M" dont un polynéme caractéristique,
disons Q(X), est le produit des polynomes caractéristiques des suites (W?, ..., W") (voir re-
marques du paragraphe précédent).

On pose A = W, + --- + W,.. C’est encore une suite récurrente linéaire sur M" de polynome
caractéristique Q(X).

L’égalité (7) s’écrit alors ag(X)U = —A; ou encore :

("0 ol ) (X)),

Ce qui permet, grace au théoreme, de voir que les composantes de U et de A sont des suites
récurrentes linéaires sur M de polynome caractéristique Q(X)ao(X).

Remarques

1. Soit G le monoide des matrices de M, (A[X]) dont le déterminant a un coefficient dominant
inversible dans A. Le corollaire ci-dessus signifie que, pour tout g dans G et toute suite ré-
currente linéaire W d’éléments de M", il existe une suite récurrente linéaire U d’éléments de
M" telle que gU = W. Autrement dit le module des suites récurrentes linéaires sur M" est
« G-divisible ».

On retrouve ainsi le lemme 1 de [8] qui assure que, si A est un corps et r = 1 alors le A[X]-
module des suites récurrentes linéaires d’éléments de A est divisible.

2. Soit R = M. (A[X]) et S, = (M")N. Pour
U= (Ul, .. .,UT) dans Sr et C(X) = (Cz”(X>>1§z‘,j§r7

on pose

C(X)U: (iclj(X)UW’iCTJ(X)UJ) .

6



Muni de I’addition usuelle des suites et de ce produit S, est alors un R-module a gauche. Soit
U dans S,. La preuve du théoreme ci-dessus montre que si l'idéal a gauche Anng(U) contient
une matice C'(X) alors il contient (det C'(X))I,, ou I, désigne la matrice identité d’ordre r. En
particulier si C'(X) a un déterminant ayant un coefficient dominant inversible dans A alors U
est une suite de M" récurrente linéaire.

Soit Torsg(S,) = {u € S,; 39 € R, gU = 0} le sous module de torsion de S, et soit L, (M")
I’ensemble des suites récurrentes linéaires d’éléments de M". On a bien entendu

L.(M") C Torsg(S).

Cependant, contrairement au cas ou A est corps, on n’a pas toujours 1’égalité méme si r = 1.
Pour s’en convaincre, il suffit de prendre A = Z, M le quotient de Z[X;,i € N] par I'idéal
J=<2X;11—X;,i € N> et U= (up)nen o, pour tout n dans N, u,, désigne la classe de X,
modulo J. On a alors U € Torsyx)(S1) car 2X — 1 € Anngx(U) mais U n’est pas une suite
récurrente linéaire (U ¢ L, (M)).

Exemples
Soit A un anneau commutatif unitaire et comme ci-dessus soit M un A-module et S(M) l'en-
semble des suites sur M.

Exemple 1
Soit r € N*. Soit, pour k € {1,...,r}, Cp = (c};)1<i,j<, une matrice d’ordre r & coefficients dans
A. Soit, pour n € N, (W,) le vecteur de M", transposé du vecteur (u,...,u"). On suppose

qu’il existe i € N tel que la suite (W), ) 0 vérifie:
VneN Wy =CiWhinoa + -+ CLW,,

Les suites (u? ),.0, pour j € {1,...,7}, sont alors des suites récurrentes linéaires ayant le méme
polynome caractéristique. En effet, la relation ci-dessus est équivalente au systeme suivant :

h r
uﬁ%—ZZc};juth_i:O, ke{l,...,r},

i=1 j=1

qui représente un cas particulier du systeme (3).

Les exemples donnés par B. Zay dans [9] sont des cas particuliers des exemples suivants.
Exemple 2

On veut déterminer les suites (uy,), (v,) et (w,) dans S(M) telles que: uy, v, w; et wy soient
dans M et pour tout n € N

Up+1 — Up — Up — Wp41 = 07
—Up+1 + Un+1 — Up = 07 (8)
Wn+4+2 — Wnt1 — Wnp = 0.

La matrice C'(X) associée a ce systéme est alors

X-1 -1 —X
cxX)=| -x Xx-1 0 :
0 0 X2-XxX-1

7



la matrice des coeflicients dominants est la matrice

1 00
-1 10
0 01

Son déterminant est égal a 1. Le systeme (5) possede donc une solution unique, formée de
suites récurrentes linéaires sur M, de polynome caractéristique

det(C(X)) = (X2 — 3X + 1)(X2— X — 1).

Exemple 3
Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit s € N, p;(X),...,ps(X) des polynomes sur A et
soit a, ..., a, des éléments de A. On considere dans AMN la suite V' = (v, )nen donnée par:

Uy = Zpi(n)a?, Vn € N.
i=1

On sait que la suite V est une suite récurrente linéaire sur A, si A est un corps. En fait, méme
si A n’est pas un corps, c’est encore une suite récurrente linéaire sur A (considéré comme
A-module) au sens de la définition de la section 3. En effet, comme I'ensemble des suites
récurrentes linéaires sur A est un A-module, pour montrer que V est une suite récurrente
linéaire, il suffit de le faire pour la suite V' telle que v,, = na™,¥n € N. Or cette suite est une
suite récurrente linéaire de polynome caractéristique (X — a)?.

Avec les mémes notations, soit a déterminer les suites U = (uy,)n>0 vérifiant:

Z AiUm+i + sz‘ (n)oj =0, VneN, (9)
i=0 i=1

oumeNa € AVie{l,...,m}.

Soit Q(X) un polynéme caractéristique de la suite V. Si on suppose que a,, est inversible dans
A alors, grace au corollaire, la solution U de I’équation (9) ci-dessus est une suite récurrente
linéaire de polynome caractéristique (ag + - -+ + a, X™)Q(X).

4 Applications

4.1 Algebre de Hadamard de suites récurrentes linéaires

On garde les notations des sections précédentes et on suppose de plus que M est une A-algebre
associative, commutative et unitaire.

Soient u = (un)n>0 €t v = (vy)n>0 deux suites a valeurs dans M. Le produit de Hadamard de
u et v est la suite w, notée u ® v, est donnée par:

Wy = UpUp, Vn € N,



Muni de ce produit, le A-module S(M) des suites a valeurs dans M est une A-algebre (as-
sociative, commutative et unitaire). Qu’en est-il du A-module SR(M) des suites récurrentes
linéaires a valeurs dans M7

Dans le cas ou A est un corps et M = A, on savait depuis longtemps que SR(M) est une
sous A-algebre de S(A) (voir par exemple ([8]) pour plus de détails). En 1995, U. Cerruti et F.
Vaccarino montrent, dans ([3]), que le résultat est vrai sur tout anneau commutatif unitaire.
Dans ce qui suit, nous redémontrons ce résultat, en utilisant le théoreme 1.

Théoréme 2
Soient u = (up)n>0 €t v = (Vn)n>0 deuz suites récurrentes linéaires a valeurs dans la A-algébre
M. La suite w = u ® v est alors une suite récurrente linéaire.

Preuve
Quitte a multiplier par une puissance convenable de X, on peut supposer que les polynomes
caractéristiques des suites u et v sont de méme degré, disons s. Soit

p(X) =X —a; X' = —a, et ¢(X) =X —b X~ — b,
les polynomes caractéristiques des suites u et v respectivement. On a donc, dans les A-modules
AlX]u et A[X]v les égalités:

Xsu:ZaiXiu et st:ZbiXi'U (10)
i=1 i=1

On désignera par J l’ensemble {1,...,s —1}. On pose, pour tout i € J,
d=ueXv ; f=Xuouw.

En utilisant les égalités (10), le calcul de la suite X*w et des suites X*3*7% XF*a*~* pour
k € J, donne:

CIJ
;_A

1

k—
Z asjsijja + b, jasijﬁk)

S—

X%w = iaibiXs_iw +

k=1 j=0
s—k—1
Xkﬁs_k = as_ka’w + Z Xkﬁs k= + Z Ag— k,‘+_] _jaj )
=1
sik—l
Xkarmh = b X w + b XFa Tk 4 Z by X9 I
j=1 j=1
Ces égalités s’écrivent :
Poow + Py 100+ e +FPys—10s—1 + Po s+ o P28 =0
Py ow + P o+ cee +P 1051 + Py i+ cee +Pios—28,-1 =0
Pos sow + Pos_g100+ -+ +P 0 1061+ Posa it o0 +Pas 005981 =0.

9



ou, si on pose I ={0,...,t —1} et ap = by = 1, les (P ;) j)er> sont des polynomes de A[X]
donnés par:

a) PO’O = X° — Z aibiXs_i 3

=1
b) pour (4,7) € {1,...,s —1} x {0,...,s — 2},

s—1
Poj == b ; X7 Pg=—bX"",
k=1
s—1
Postj=— Zakbk—l—sz_k_la Pyijo=—a; X7
k=1
c) pour (i,5) € {1,...,s —1}? et (k,1) € {0,...,5 —2}2,
] 0sij>q, _J O0sil >k, _
Pz,j - { _bi_sz—z‘ sinon ' Pk-l—s,l—l—s - { _ak_le—k—l sinon

d) pour (i,7) € {1,...,s —1}? et (k,1) € {0,...,s =2} x {1,...,s — 1},

Osit+j>s5—2, Osik+1>s—1,
Piirjrs =q —bssii+j=s-2, ; Pogg=1< —assik+1=s5-1,
—b;1j+2 X572 ginon — 411 X571 sinon
Autrement dit, si YW désigne le vecteur transposé du vecteur (w, ay,...,as—1,01,...,3s—1) et

si on note C'(X) la matrice formée des polynomes (F; ;) jjer2, on a C(X)W = 0. Comme
deg P, =s—1i, degPsyisri=s—1i—1, V(i,j)e{0,...,s—1} x{0,...,s—2}
et que, pour tout couple (4, j) dans {0,...,2s — 2}? tel que i # j,
deg Pi,j < degF;; et PF;; unitaire,

on déduit que la matrice des coefficiennts dominants est la matrice identité. Ce qui permet de
conclure, grace au théoreme 1, que le vecteur W est formé de suites récurrentes linéaires.

Remarque

Si on suppose que A est un anneau noethérien, la conclusion du théoreme est trivial. En effet,
la suite w = u ® v est dans le sous module engendré par les X‘u ® X’v, (i,5) € J? et donc
le A-module A[X]w est de type fini sur A. La suite w est alors récurrente linéaire d’apres la
remarque 1 de la section 2.

Exemple
Soit a déterminer un polynome caractéristique de la suite w = (u,vy,)n>0 OU les suites u et v sont
a valeurs dans un anneau commutatif unitaire A et de polynomes caractéristiques respectifs:

X?—aX—-bet X?2—cX —d.

10



La matrice C'(X) du théoreme 2 est donnée par:
X% —acX —bd —ad —bc
C(X) = —cX —d X
—aX X —b
Son déterminant, donc un polynéme caractéristique de w, est égal a
—X* 4+ acX?® + (2bd + a*d + ¢*b) X? + acbd X — b*d*.
On retrouve ainsi, a un signe pres, le méme polynome caractéristique que celui obtenu dans

([3D)-

4.2 Décimations de suites récurrentes linéaires

Soit A un anneau commutatif unitaire, M un A-module et SR(M) le A[X]-module des suites
récurrentes linéaires a valeurs dans M.

Définition. Soit d € N* et u = (u(n))nen. Les suites u;, pour j € {0,...,d — 1}, définies par:
Vn €N, u;(n) = u(nd+ j),

sont appelées les suites d-extraites (ou d-décimations ou encore sections) de u.
Inversement, soit d € N et u, wug,..., ug—1, (d + 1) suites dans S(M). On dit que u est un
emboitement des suites uy, ..., ug_1 si 'égalité suivante est vérifiée :

Vje{0,...,d—1}, Vn € N, u(nd+ j) = uj(n).

Soit d € Net J ={0,...,d— 1}. Comme dans la situation classique ou M est un corps (pour
les anneaux voir [2]), on définit les applications suivantes:

6q 0 S(M) — S(M), Ay : S(M)— S(M), et E;:S(M)*— S(M)
par:
a. Yue S(M), Vn e N,  d4(u(n)) = u(dn);
b. Yue S(M), Aqu= (6qu,0aXu, ..., 6,X  u);
c. V(ug,...,uq1) € S(M)4 Vje JVneN,

Ed(UQ, . ,ud_l)(dn + j) = uj(n)

11



Ces applications sont des morphismes de A-modules avec Ay~! = E;. Si M est une A-algebre
elles sont alors des morphismes de A-algebres relativement au produit de Hadamard.

On trouve dans [4] plusieurs propriétés de ces opérateurs sur des anneaux commutatifs uni-
taires. Elles se généralisent sans peine au cas de modules sur des anneaux commutatifs.

Proposition
Soient A un anneau commutatif unitaire, M un A-module et d un élément de N*. On a alors:

a. Vp € A[X]7 p(X>5d = 5dp(Xd> ;
b. V(UQ,...,Ud_l) € S(M)d, XEd(uo,...,ud_l) = Ed(ul,...,ud_l,Xuo) ;
c. V(ug,...,uq_1) € S(M)L, p(XN)Eq(ug, ..., us_1) = Es(p(X)ug,...,p(X)uq_1).

Preuve

La démonstration de a. et b. est une simple vérification et celle de c. se ramene, grace a la
linéarité de 'opérateur Ey, au cas ou p(X) est une puissance de X. Le résultat s’établit ensuite
par une simple récurrence et en utilisant b.

Corollaire
Soient A un anneau commutatif unitaire, M un A-module et u un élément de S(M). S’il existe
d dans N* tel que les suites d extraites de u soient dans SR(M) alors u est dans SR(M).

Preuve

Si wug,...,uq—1 sont des suites d-extraites de u et si p en est un polynome caractéristique
commun alors, d’aprés la proprité c. da la proposition ci-dessus, le polynome p(X?) est un
polynome caractéristique de u.

On trouve dans [2] ou bien dans [4] que, si u est dans SR(A) alors, pour tout d € N*| les suites
d-extraites sont dans SR(A). La preuve de ce résultat utilise la décomposition, en facteurs li-
néaires, du polynome caractéristique de u. Nous en proposons ici une démonstration, basée sur
le théoreme 1, et qui, outre sa simplicité, donne le polyndéme caractéristique des d-décimations
de facon plus directe et sans passer par le produit tensoriel de matrices et ’écriture explicite
du terme général de la suite u.

Proposition
Soit we SR(M) et d € N*. Les suites d-extraites de u sont alors dans SR(M).

Preuve
Soit u = (u(n))nen une suite récurrente linéaire a valeurs dans M de polynome caractéristique

p(X) =X —a; Xt —-.. —a, € A[X],
et soient ag,...,aq_1 les suites d-extraites de wu.

Si d > s, on peut supposer, quitte & multiplier p par X4, que d = s.
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Dans ce cas, on a:

d k d—k
Xog = Zaiad_i et Xap = ZGZ‘XO%—Z‘ + Zakﬂad_i, Vke{l,...,d—1}.
i=1 i=1 i=1
Si on pose:
ag—X  ag—1 ag—2 - ap
a X ag—X ag-1 - as
C(X) = :
ad_lX ad_gX ad_gX e Qg — X
et si on désigne par W le vecteur transposé du vecteur («p, ..., aq4-1), on obtient

C(X)W = 0. Comme le déterminant de la matrice C'(X) est unitaire (son coefficient dominant
est égal & (—1)%), on en déduit que les suites d-extraites de u sont récurrentes linéaires, de
polynéme caractéristique det(C'(X)).

Si d < s on peut, ici encore, supposer que s est un multiple de d et on va donner une autre
preuve légérement différente de celle donnée ci-dessus et qui conduit aux mémes calculs.

Soit donc u = Ey(ag, ..., aq-1) et f(X) = >0, f; X" un polynome caractéristique de u avec
fs =1 et s = dq. En utilisant la proposition précédente et le fait que

si Eg(ui,ug,...,ug) =0 alors ug=ug=---=ug3=0;

I'égalité f(X)Eq4(ao,...,a4-1) = 0 entraine I'existence d’une matrice C'(X) dans My(A[X])
telle que C'(X)a = 0. Ici v désigne le transposé de (o, ..., aq-1) et C(X) est la matrice

Ap(X) Ag(X) .. Ago(X) A (X)
O(x) = XAd—.l(X) Ao(.X) Ad—?(X> Ad—?(X) ;
XA(X) XA(X) ... XA (X) Ag(X)
ou, pour i € {0,...,d— 1}, on passe de la ligne, disons (a;1,...,a;4), & la ligne suivante en
posant
Ait1,1 = Xam et Qiy1 k= Qjp—1 vk € {2, C ,n}
et

AX)y= Y [XUTIA

j=i (mod d)

La matrice dont le déterminant donne le coefficient dominant du polynome caractéristique est
alors une matrice triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont tous égaux a f;.
Comme f est égal a 1, le théoreme 1 conduit alors au résultat.

13



Références
[1]  W. C. Brown, Matrices over commutative rings, Dekker, New York, 1993.

[2] L. Cerlienco, M. Mignotte, F. Piras, Suites récurrentes linéaires, L’Enseignement Mathé-
matiques 33, 67 — 68.

[3]  U. Cerruti, F. Vaccarino, R-algebra of linear recurrent sequences, J. Algebra 175, No. 1,
(1995), 332 — 338.

[4]  D. Ferrand, Suites récurrentes, IRMAR, Université de Rennes, 1988.
[5] V. E. Hoggat, Fibonacci Quart., Problem H-351 21, (1983), 75.
6] R. Lidl and H. Nierderreiter, Finite fields, Cambridge University Press, 1997.

[7] V. L. Kurakin, A. S. Kuzmin, A. V. Mikhalev, A. A. Nechaev, Linear recurring sequences
over rings and modules, J. of Math. Sci. 76, No. 6, (1995), 2793 — 2915.

[8] S. Singh, A note on linear recurring sequences, Lin. Alg. and its Applications , 104 (1988),
97 — 101.

9]  B. Zay, Solutions of linear recursive systems, Publ. Math. Debrecen 41/1-2, (1992),
127 — 134.

14



